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A Cleo 




Prólogo 


Este texto se escribió para utilizarse en un curso avanzado de un año sobre magnetismo im¬ 
partido a estudiantes de física. He hecho todo lo posible por escribirlo desde el punto de 
vista del estudiante, manteniendo un estilo sistemático y directo y evitando explicaciones 
complicadas y el uso del clásico “Como se podría demostrar. .. “ . También traté deponer 
en claro la justificación para cada paso de las demostraciones y para cada nuevo concepto a 
medida que aparecieran éstos. En algunos puntos hago referencia a la causa de muchos erro¬ 
res simples que generalmente comete el estudiante, e indico cómo evitarlos. Se usan muchas 
referencias cruzadas a lo largo del texto para indicar el origen detallado de cualquier resul¬ 
tado específico o su relación con el resto de texto; esto también hará que el libro sea una 
buena fuente de consulta mucho tiempo después de haber terminado el curso. 

Le he dado más importancia a las propiedades y fuentes de los vectores de campo, y 
espero haber tenido éxito en explicar claramente los cambios en conceptos y puntos de vista 
que ocurren cuando la noción de acción a distancia se sustituye por la noción de campos. 
En forma general, se describen los fenómenos en forma macroscópica y empírica, aunque 
para el estudio de la conductividad en las secciones 12-5 ó 24-8 se adopta un punto de vista 
microscópico. Sin embargo, el apéndice B trata brevemente sobre los orígenes microscópi¬ 
cos de las propiedades electromagnéticas, y está escrito y organizado de tal manera que, si 
se desea, se puede ver sección por sección en un punto intermedio adecuado. Así, por 
ejemplo, la sección B-l podría verse después de la sección 10-7, y la mayor parte de la 
sección B-2 puede tratarse enseguida de la sección 20-5, mientras que la última parte rela¬ 
cionada con ferromagnetismo podría verse después de la sección 20-7; por último, la sec¬ 
ción B 3 puede tratarse después de que el estudiante haya dominado la sección 24-8 y haya 
resuelto el problema 27-28. De manera parecida, existe la posibilidad de tener mayor flexi¬ 
bilidad, ya que se puede estudiar por separado las secciones del Apéndice A que tratan so¬ 
bre partículas cargadas en movimiento, en cualquier momento después de obtener del texto 
los términos aprobados para E o B referentes a las fuerzas. 

En el libro se usan unidades de SI; en la práctica esto significa que se utiliza el sistema 
MKSA. Sin embargo, en alguna ocasión el estudiante se encontrará con unidades gausianas 
y requerirá de orientación para manejarlas. Ese es el propósito del capítulo 23, que presenta 
otros sistemas de unidades pero sólo después de haber descrito sistemáticamente la teroría 
que resulta de las ecuaciones de Maxwell. Escribí 'este capítulo principalmente por razones 
prácticas, para ayudar a reconocer una ecuación dada en otras unidades, para saber trans¬ 
formarla a una forma más conocida si se desea y para saber qué números son los que se pre¬ 
cisa sustituir en una ecuación en unidades gausianas para obtener el resultado correcto. 
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En el capítulo 9 las condiciones de frontera que debe satisfacer un vector arbitrario 
en una superficie de discontinuidad de propiedades se obtienen en forma general en térmi¬ 
nos de su divergencia y su rotacional. Esto no solamente ayuda al alumno mostrándole la 
importancia de conocer estas ecuaciones de fuente en particular, sino que también simpli¬ 
fica el estudio de otros temas, ya que a medida que se introduce uh nuevo vector se pueden 
encontrar sus ecuaciones de fuente sin tener que derivarlas cada vez. 

El libro contiene más de 130 ejemplos resueltos e incluye todos los ejemplos clásicos, 
muchos de ellos resueltos en mayor detalle que lo que normalmente se acostumbra, con es¬ 
pecial cuidado en la etapa del planteamiento del problema, ya que esto es lo que a menudo 
causa mayor dificultad a los estudiantes. Incluyo también 555 ejercicios, algunos de ellos 
numéricos, a fin de formar una idea del orden de magnitud de los resultados, y otros seme¬ 
jantes a los ejemplos. Muchos se refieren a situaciones completamente diferentes, y otros 
implican una extensión de la teoría vista. Un número considerable de estos ejercicios pue¬ 
den ser de gran utilidad como ejemplos adicionales a tratarse en el salón de clase. Se dan 
los resultados de todos los ejercicios impares excepto, desde luego, aquéllos que incluyen 
la respuesta en el enunciado mismo. 

Me he beneficiado mucho a través de los años por medio de pláticas y preguntas de 
parte de mis alumnos y colegas; estoy muy agradecido por su colaboración en este libro. Las 
partes sobre relatividad especial, del capítulo 28, fueron tomadas casi al pie de la letra de 
mi libro Temas Introductorios a la Física Teórica, también publicado en inglés por John 
Wiley & Sons, y agradezco su permiso para utilizarlas. 

Roald K. Wangsness 
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Introducción 


. . . Faraday visualizaba líneas de fuerza que atravesaban todo el espacio donde 
los matemáticos sólo veían centros de fuerza que actuaban a distancia: Faraday 
veía un medio donde ellos únicamente veían distancia: Faraday buscó la fuente 
de los fenómenos a partir de acciones reales que se llevaban a cabo en el medio, 
mientras aquéllos quedaron satisfechos con haberla encontrado en el poder de 
acción a distancia presente en los fluidos eléctricos. 


- J. C. Maxwell, 
Tratado de Electricidad y Magnetismo 


Hace ya más de cien años que Maxwell escribió el párrafo anterior en el prefacio a su actual¬ 
mente famoso libro. Su propósito era tomar los conceptos de campo que Faraday había 
desarrollado y ponerlos en formas matemáticas que facilitaran su uso y los hicieran básicos 
en la descripción coherente de los efectos electromagnéticos. En esa época hacía sólo 50 
años que Oersted y Ampere habían demostrado la relación que existe entre la electricidad 
y el magnetismo-temas que habían sido estudiados y desarrollados en forma completamen¬ 
te independiente por muchos años. Hasta entonces se otorgaba principal importancia a las 
fuerzas ejercidas entre cargas y corrientes eléctricas, y no se aceptaba que el aspecto central 
fuera el de los campos eléctrico y magnético; de hecho, esta idea se veía con mucha hosti¬ 
lidad. 

Como se puede apreciar por el título de este libro, los tiempos han cambiado, y hoy 
nuestro interés principal se centra en los orígenes, propiedades y naturaleza de los campos 
electromagnéticos, es decir, de las cantidades eléctricas y magnéticas vectoriales que se de¬ 
finen en función del tiempo y de la posición en el espacio. Las fuerzas y sus conceptos re¬ 
lacionados, tales como la energía, no han dejado desde luego de tener importancia y es 
conveniente iniciar el estudio con las fuerzas y definir los vectores de campo en función 
de ellas. Sin embargo, muestra intención principal consiste en expresar las descripciones de 
los fenómenos en función de los campos de una manera tan completa como nos sea posible. 
Este énfasis sobre los campos ha demostrado ser de gran utilidad, y resulta ahora difícil de 
imaginar cómo se hubiera podido desarrollar la teoría electromagnética hasta su actual ni¬ 
vel sin el uso ,de los oampos. 

Este libro contiene más material del que normalmente se cubre en un curso anual; to¬ 
do sú contenido, sin embargo, es de gran interés y valor para un estudiante serio de la física. 

Generalmente no todos los autores tienen el mismo punto de vista y ningún libro pue¬ 
de cubrir todos los detalles de un tema dado. A continuación se proporciona una lista de li¬ 
bros relativamente recientes sobre el electromagnetismo que están escritos más o menos al 
mismo nivel que éste. 

W. B. Cheston, Elementarv Theory or Electric and Magnetic Eields, Wiley, Nueva 
York, 1964. 

D. M. Cook, The Theory of the Electromagnetic Field, Prentice-Hall, Englewood 
Cliffs, N. J. , 1975. 
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P. Lorrain y D. R. Corson, Electromagnetic Fields and Waves, segunda edición. 
Freeman, San Francisco, 1970. 

J.R. Reitz y F J. Milford, Foundations of Electromagnetic Theory, segunda edición, 
Addison Wesley, Reading, Mass., 1967. 

A. Shadowitz, The Electromagnetic Field, McGraw—Hill, Nueva York, 1975. 

Los siguientes libros estudian el electromagnetismo desde un nivel más avanzado: 

J. D. ízckson,ClassicalElectrodvnamics, segunda edición, Wiley, Nueva York, 1975. 

W. K. H. Panofsky y M. Phillips, ClassicalElectricity andMagnetism, segunda edición, 
Addison Wesley, Reading, Mass., 1962. 

J. A. Stratton , Electromagnetic Theory, McGraw—Hill, Nueva York, 1941. 

( Por último, una nota sobre notación: en este libro,los símbolos =, sig¬ 

nifican siempre igual a, aproximadamente igual a, en el orden de magnitud de, proporcional 
a y diferente de, respectivamente.) 



Capítulo 

1 

Vectores 


En el estudio de la electricidad y el magnetismo se utilizan constantemente cantidades que 
requieren ser descritas en términos tanto de su magnitud como de su dirección. Este tipo 
de cantidades recibe el nombre de vectores, y resulta de gran utilidad estudiar sus propiedades 
generales antes de manejar algunos ejemplos especificos. El utilizar la notación y termino¬ 
logía establecida para este propósito permite expresar resultados de manera más concisa, y 
al mismo tiempo simplificar la comprensión de su significado físico fundamental. 


1-1 Definición de un vector 

Las propiedades del desplazamiento de un punto proporcionan los elementos básicos para 
la definición de un vector. Para comenzar, tómese un punto, P x , y muévasele siguiendo una 
trayectoria arbitraria hasta la posición P 2 ; como se aprecia en la figura 1-1, el efecto neto 
de este movimiento es el mismo que si el punto hubiera sido trasladado en línea recta, D, 
desde P s a P 2 , tal como indica la dirección de la flecha. Esta recta D recibe el nombre de 
desplazamiento y se caracteriza por una magnitud (su longitud) y una dirección de (Pj a 
P 2 ). Si se desplaza ahora el punto desde la posición P 2 a otra posición, P 3 , siguiendo la tra¬ 
yectoria E como se muestra en la figura 1-2, el efecto neto es el mismo que si el punto hu¬ 
biera sufrido un solo desplazamiento,/ 7 , desde P¡ aP 3 . De esta manera, se puede decir que 
F es la resultante o suma de los desplazamientos sucesivos D y E ; de tal forma, la figura 1-2 
muestra la manera fundamental de combinar o sumar desplazamientos para obtener una 
resultante. 

Un vector es una generalización de estas consideraciones ya que se define como una 
cantidad que posee las mismas propiedades matemáticas que el desplazamiento de un pun¬ 
to. Un vector posee magnitud, dirección y la adición de dos vectores de la misma naturale¬ 
za intrínseca sigue la misma regla básica que se ilustra en la figura 1-2. Debido a las primeras 
dos propiedades, se puede representar un vector por medio de una recta dirigida, tal como 
la que se utilizó para ilustrar los desplazamientos. Un vector aparece en negrillas, como A; 
su magnitud queda representada por |A| o por A. 

Un escalar es una cantidad que únicamente posee magnitud. Por ejemplo, la masa de 
un cuerpo es una cantidad escalar, mientras que su peso, que es la fuerza gravitacional que 
actúa sobre el cuerpo, es un vector. 
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Figura 1-2, F es la resultante de los desplazamientos D y E. 



Debido a la naturaleza del vector como una cantidad con dirección se desprende que 
no lo altera el desplazamiento a sí mismo de otro vector paralelo; en otras palabras, dos 
vectores son iguales entre sí si poseen la misma magnitud y la misma dirección. Esto queda 
ilustrado en la figura 1-3 donde se aprecia que A = A'. A continuación se investiga qué ope¬ 
raciones matemáticas pueden realizarse con vectores. 

1-2 Adición 

En la figura 1 -4, y de acuerdo con la regla básica, se puede observar que si a A se le suma 
B se obtiene la suma C que se muestra con línea continua. También se puede ver que si 
se toma B y se le suma A se obtiene el mismo vector C. Por lo tanto, la suma de vectores 
tiene la propiedad de que 


C = A + B = B + A (1-1) 

Procediendo en la misma forma, se puede ver que la suma de vectores es asociativa: 

D = (A + B) + C = A + (B + C) = (A + C) + B (1-2) 


y así sucesivamente. 
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Si se invierte un desplazamiento, recorriéndolo en la dirección opuesta, tal como se 
indica por D en la figura 1-1. el efecto neto es un desplazamiento nulo; de esta manera, se 
puede definir el negativo de un vector como otro de la misma magnitud pero en sentido 
contrario, ya que de tal manera se obtiene A + (~A) =0, como cabría esperarse. Así, se 
podría restar un vector de otro simplemente sumándole su negativo: 


A — B = A + ( — B) (1-3) 

til producto de un escalar, s, y de un vector, que puede escribirse como sA o As, es 
simplemente la suma de s vectores A, lo cual no es sino un vector cuya magnitud es Isi ve¬ 
ces la magnitud de A y que está en la misma dirección de A si s es positivo o en dirección 
contraria a la de A si s es negativo. 


1-3 Vectores unitarios 

Un vector unitario se define c uno aquél cuya magnitud es la unidad, y se escribe con un 
acento circunflejo sobre la letra que lo representa, por ejemplo é; dado que al vector uni¬ 
tario siempre se le toma como una cantidad sin dimensiones,se tiene |é| = 1. Si, por ejem¬ 
plo. se escoge un vector unitario, á. en la misma dirección de A, se puede escribir 

A = zlá y á=-j (1-4) 

Este punto se ilustra en la figura 1-5. 

Un conjunto de vectores unitarios de gran utilidad pueden asociarse con un sistema 
de coordenadas rectangulares. Se les escribe como x, y y i y se les define en las direcciones 
de los ejes x, y y 2 respectivamente, como se ilustra en la figura 1-6. En otras palabras, la 


A 




V. 


v 


A 


Figura 1-5. 3 es un vector unitario en la dirección de A. 


y 


Figura 1-6. Vectores unitarios para coordenadas rectangulares. 
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dirección de cada uno de ellos está determinada por la dirección de incremento de la coor¬ 
denada rectangular correspondiente. Puede observarse también que cada uno de estos vec¬ 
tores unitarios es perpendicular a los otros dos. 

Como se verá más adelante, a menudo es deseable definir otros vectores unitarios. 


14 Componentes 

Para poder seguir adelante, resultaría conveniente referir todos los vectores a sistemas coor¬ 
denados específicos. En la figura 1-7 se observa que un vector A puede escribirse como la 
suma de tres vectores, cada uno paralelo a uno de los ejes en un sistema coordenado rectangu¬ 
lar; es decir, A = A x + A y + A z . Pero es más útil aún expresar cada uno de estos términos 
como el producto de un escalar por el vector unitario correspondiente de la figura 1-6. Así, 
se puede escribir A* = A*x, etc., por lo que la expresión anterior se convierte en 

A — A x x + A y y + A z z (1-5) 

Los tres escalares A x , A y y A z reciben el nombre de componentes de A; de esta manera, 
se ve que cualquier vector puede especificarse con tres números. Las componentes pueden 
ser positivas o negativas; por ejemplo, si A x fuese negativa, entonces el vector A x de la fi¬ 
gura 1-7 tendría una dirección apuntando hacia las* decrecientes. 

En la figura 1-7 se aprecia también que la magnitud de un vector puede expresarse 
en función de sus componentes: 


A = \A\ = (A x 2 + A/ + A/y /2 (1-6) 

En la figura 1-8 se muestra que A forma ángulos específicos con cada uno de los ejes; 
estos ángulos, a, fi. y y, reciben el nombre de ángulos directores de A y se miden a partir 
de la dirección positiva de cada uno-de los ejes. La figura 1-9 muestra el plano que contiene 
a A y a x, y en ella se aprecia que A* está dado por A v = A eos a. Al combinar esta ecua¬ 
ción con la (1-6) se obtiene 



Figura 1-7. A es la suma de las componentes vectoriales rectangulares. 
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Figura 1-9. A x es la componente x de A. 


, A x A x 

L = cosa = —r =- 777 

A (a x 2 +a/+a 2 2 ) ,/2 


(1-7) 


donde 9 K recibe el nombre de ¿coseno director. Existen expresiones similares para los otros 
dos ángulos directores, 0 y a, y sus cosenos directores asociados, ¡ty y He, de tal manera que 
se puede concluir, a partir de (1-6) y (1-7) que, si se conocen los componentes rectangu¬ 
lares de un vector, se pueden calcular tanto su magnitud como su dirección. 

Si ahora se combinan (1 -4), (1 -5) y (1 -7), se ve que un vector unitario, á, puede tam¬ 
bién escribirse como 


á = l x x + l y y+l z z (1-8) 

de manera que las componentes de un vector unitario en determinada dirección son simple¬ 
mente los cosenos directores asociados con esa dirección. Si se le aplica ahora el resultado 
general dado por (1-6) al vector unitario específico á, se obtiene la importante relación 
entre los cosenos directores: 


4 2 +//+/ z 2 =i (i-9) 


que también puede obtenerse de (1-7), y sus análogas. 

La adición de vectores que se ilustra en la figura 1-4 puede expresarse muy fácilmen¬ 
te en función de las componentes rectangulares. De la figura 1-10 se desprende que una 
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componente de la suma C A + B está dada por la suma de las componentes correspon¬ 
dientes, es decir, 

C x = A x + B x . (^ = A y + B y , C z = A, + B. (1-10) 

1-B Vector de posición 

Considérese ahora un ejemplo sencillo de un vector. Como se aprecia en la figura 1-1 I, la 
localización de un punto especifico, P, en el espacio puede especificarse por medio de un 
vector, r, trazado desde el origen de un sistema coordenado elegido; a este vector r se le 
llama rector tic posición del punto/*, fin relación al sistema coordenado rectangular de la 
figura 1-6, las componentes de r son simplemente las coordenadas (,v, y, i) del punto; de 
esta manera, se tiene que 

r ~x\ + y y + zl (1-11) 

De manera similar, otro punto,/*', cuyas coordenadas seanfiv', y', z ) se podrá localizar por 
medio de su vector de posición r' = .v'x + y'y + z'i como se muestra en la figura 1-12. Aho¬ 
ra que se tienen localizados los dos puntos por separado, se puede escribir la posición e 
uno de ellos con respecto al otro dibujando un vector de /*' a /*; a este vector R se le llama 
el vector de posición relativa de P con respecto a /*’. De la figura 1.1 2 se ve que r + R = r, 
de manera que 

R -r — r (1-12) 

Utilizando (1-10) y (1-1 1) se puede expresar R en forma de componentes como 

R = (.v — ,v')x + (y —y')y + (f - z')z (1-13) 

y, por lo tanto. 


Figura 1-11. r es el vector de posición del punto P. 

Blx’.y'. z') 


R 


Plx, y, zl 


Figura 1-12. R es el vector de posición relativa de P con respecto a P'. 
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* = [(*- 0 2 + (y-y') 2 +(z - zf] ]/2 (1-14) 

debido a (1-6). Más adelante se utilizarán estos resultados con mucha frecuencia. Nótese 
que la posición relativa de P’ con respecto a P está dada por el vector R' trazado de P a P 
y que, en efecto, R' = —R. 

Aunque no se da mayor especificación respecto al sistema coordenado aparte de decir 
que éste se eligió convenientemente, una vez que se hace esta elección en un caso particu¬ 
lar, se dice que el sistema coordenado está “fijo en el espacio” y que sus vectores unitarios 
x, y, z son constantes tanto en dirección como en magnitud. En otras palabras, el sistema 
coordenado fijo que se utiliza es simplemente uno de tantos marcos de referencia inercíales 
tan conocidos en la mecánica clásica. 

Considérese ahora la multiplicación de vectores; se definirán dos tipos de productos. 

1-6 Producto escalar 

El producto escalar de dos vectores se define como el escalar igual al producto de las mag¬ 
nitudes de los vectores y el coseno del ángulo que forman entre sí, o sea. 

A-B = /15cos@ (1-15) 

Debido a su notación particular, el producto escalar también recibe el nombre de produc¬ 
to punto. 

En la figura 1-13 se muestra una interpretación simple del producto escalar; (B eos 
0) A = “componente de B en la dirección de A por la magnitud de A” = (A eos &)B = 
“componente de A en la dirección de B por la magnitud de B” 

De la ecuación (l-15)resultaobvio que el orden de los factores no altera el producto 
escalar, es decir, 


AB = BA (1-16) 

y que si dos vectores son perpendiculares entre sí, entonces A* B = 0 y recíprocamente. Más 
aún, el cuadrado de un vector se puede interpretar como el vector multiplicado escalarmente 
por sí mismo; el resultado es el cuadrado de su magnitud, por lo que se puede escribir 

A 2 = A-A — A 2 (1-17) 

Si únicamente se conocieran las componentes rectangulares de A y de B, no sería con¬ 
veniente calcular A*B a partir de (1-15), ya que ello requeriría que se conociera el ángulo 
que forman entre sí. Afortunadamente, es posible expresar A*B directamente en función 
de las componentes rectangulares. Dado que el ángulo entre cada par de vectores unitarios 
de los definidos en la figura 1-6 es de 90°, se aprecia fácilmente que, de acuerdo con (1-15), 

X.y = y.Z = Z-X = 0 (1-48) 

y por (1-17) 

./ 


0 


A 


Figura 1-13. El ángulo relativo al producto escalar. 
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x-x = y-y = z-z=l (1-19) 

Si se escriben A y B en la forma (1-5), entonces éstos se pueden multiplicar entre si térmi¬ 
no a término para obtener 

A B = (A x x + A y y + A, z> ( B x x + B y y + B z z) 

= A v 5 x x • x + A x B y x ■ y + A x 5.x • z + ... 

y, tras usar (1-18) y (1-19) para simplificar los nueve términos resultantes, se obtiene 

A B = A x B x + A v B, + A : B z (1 -20) 

Supóngase ahora que é es un vector unitario que va en una dirección especifica. Si 
A e se define como la componente de A en esa dirección, se obtiene, usando (1-15), que 

A., = A-é (1-21) 


1-7 Producto vectorial 


A éste también se le llama producto cruz porque se escribe A * B. El resultado es un vector 
perpendicular tanto a A como a B y su magnitud se define como 

|AXB| = /4 5 sen© (1-22) 


Su dirección se determina según la siguiente regla de la mano derecha: si se doblan los de¬ 
dos de la mano derecha en el sentido necesario para hacer girar a A hacia la misma direc¬ 
ción de B siguiendo el ángulo más pequeño entre ellos, el pulgar indicará la dirección de 
AXB. Esta regla se ilustra en la figura 1-14. 

Si se observa el plano que contiene a A y a B en la figura 1 -15, se tiene una interpre¬ 
tación sencilla del producto cruz. De la figura y de (1 -22) se desprende que la magnitud del 
producto cruz es igual al área del paralelogramo que tiene a A y a B como lados. 



Figura 1-15. Interpretación de la magnitud de un 
producto cruz como un área. 
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A partir de la definición de la dirección del producto cruz dada en la figura 1-14, re¬ 
sulta evidente que el orden de los factores sí es importante en este caso, ya que 

BxA = — (AXB) (1-23) 

Si A y B son paralelos, de (1 -122) se desprende que A X B es igual a cero, y recípro¬ 
camente. En particular. 


AXA = 0 (1-24) 

Para los vectores unitarios en la dirección de los ejes, mostrados en la figura 1-6, si 
se utilizan (1 -22), la regla de la mano derecha, el hecho de que son mutuamente perpendi¬ 
culares y que el producto cruz es perpendicular a ambos vectores, se obtiene 

xXy = z, yXz-x, zXx = y (1-25) 

y, de acuerdo con (1-24) 

x Xx = yXy = zXz = 0 (1-26) 

El producto vectorial se puede escribir también en función de las componentes rec¬ 
tangulares. Siguiendo un desarrollo similar al que se utilizó para obtener (1-20), se escriben 
A y B en la forma (1-5) y se multiplican término a término, utilizando después (1-23), 
(1-25) y (1-26) para simplificar los resultados. Se encuentra así que 

A X B = (A v B : -A z B y )x + (A z B x - A x B z ) y + (A x B y - A y B x )z (1 -27) 

Esto puede escribirse como un determinante muy fácil de recordar: 


AxB = 


x y z 

A x A y A z 

B x B y B z 


Se deja como ejercicio verificar que 

A • (B X C) = (A X B)- C = 

y que 


A x A v A z 

B x B y B z 

c x C y c z 


A X (B X C) = B( A - C) — C(A ■ B) 


(1-28) 


(1-29) 


(1-30) 


En (1-29) se observa que el punto y la cruz se pueden intercambiar sin efectuar el triple 
producto escalar; por ello, los paréntesis no son realmente necesarios. En el triple produc¬ 
to cruz (1-30), sin embargo, los paréntesis sí son importantes porque (A X B) X C = —C 
X (AX B), por (1-23). 

La división de vectores no está definida. 
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1-8 Derivación con respecto a un escalar 


Supóngase que A es una función continua de una variable escalar, a, de tal manera que se 
pueda escribir A = A (a). Esto es equivalente a las tres ecuaciones escalares: A x = A x 
(a), Aj, = Aj, (a) y A z = A z (a). Si o cambia a a + A a, A generalmente puede variar tanto 
en dirección como en magnitud, como se muestra en la figura 1-16. El cambio en A es AA 
= A (o + Ao) —A (a). Se puede entonces definir la derivada del vector A con respecto al 
escalar o como sigue: 


dA .. AA .. 

= lim -r— = hm 

ÜO Ao—>0 AO Ao-»0 


A(o +Ao) — A(o) 
Ao 


(1-31) 


Este proceso produce un vector a partir del otro. Ejemplos comunes de (1-31) son la velo¬ 
cidad y la aceleración de una partícula, que son derivadas sucesivas del vector de posición 
con respecto al tiempo. 

Si A se escribe en función de sus componentes rectangulares, como en (1-5), y dado 
que los vectores unitarios son constantes, entonces de (1-31) se desprende que las compo¬ 
nentes de la derivada son las derivadas de las componentes respectivas, por lo que se tiene 


dA dA x „ dA „ . dA, , 
-j- = -r i x+—r-y+--r-z 
do do do do 


(1-32) 


Una vez definida la derivada de A, se puede proseguir con su diferencial dA, que vie¬ 
ne a representar un cambio infinitesimal de A. Esto se logra al multiplicar (1-32) por da 
para obtener 

dA = dA x \ + dA y y + dA z í (1-33) 

Aplicando este resultado al vector de posición de (1-11), se obtiene 

dr = dx x + dy y + dz z (1-34) 



Figura 1-16. A4 es el cambio en el vector que corresponde al 
cambio Aodel escalar. 


1-9 Gradiente de un escalar 

Supóngase que se tiene una cantidad escalar, u, que tiene función de posición, de tal mane¬ 
ra que se pueda escribir u — (x, u, zj. Tal función recibe el nombre de campo escalar. Un 
ejemplo sería la temperatura en cada punto de una habitación. En un punto dado, separado 
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por ds de otro punto, el valor del escalar habría variado de u a u + du( véase la figura 1-7). 
De hecho. 


ctu —-- - dx + — dy + —- dz 
dx dy dz 


(1-35) 


debiendo tomarse en cuenta que las derivadas se evalúan en el punto original, es decir, 
dit/dx = (du/dx)/,, y así sucesivamente. Aunque para el desplazamiento se utilizó t/s, re¬ 
sulta evidente que en este caso se trata en realidad del cambio d r en el vector de posición 
del punto, de manera que 


ds = dx x + dv y + dz z (1-36) 

de acuerdo con (1 -34). Al comparar (1-35) y 11 -36) con (1 -20), se puede ver que du tam¬ 
bién se puede escribir como el producto de ds y el vector 


de modo que 


V 7 . du , óu . 0 U 
V w = x — + y v +Z7r 
d.v J 3 y dz 


(1-37) 


du = ds ■ V u (1-38) 

L£1 vector obtenido de esta manera y que está expresado en función de sus componentes 
rectangulares en (1 -37), recibe el nombre de gradiente de u y se suele escribir como grad u. 
Se puede considerar a (1-38) como la definición general de V«, ya que es independiente de 
cualquier sistema coordenado en particular. En otras palabras, el gradiente es la cantidad 
que da el cambio en el escalar cuando se realiza el producto punto con el desplazamiento. 

Para entender el significado de! gradiente, considérese la figura 1-18, en la que se 
muestra una serie de superficies, cada una formada por aquellos puntos para los que u tiene 
el mismo valor: en otras palabras, son superficies de u constante, con sus valores correspon- 
dientesde u¡, u 2 , u j, . . Un desplazamiento tal eomoa^. que mueve el punto a otro lu¬ 
gar de la misma superficie, no lo moverá a un punto donde u haya cambiado. Por lo tanto. 
du¡ = ds t ■ \}u = 0. Al comparar esto con (1-5), se ve que 7 u y ds í son perpendicu¬ 
lares entre sí; por lo tanto, 7« es perpendicular a una superficie de u constante, como 
también se muestra en la figura 1-18. 

Considérense ahora desplazamientos de magnitud constante, di^, a partir de un pun¬ 
to dado pero con direcciones diferentes, tales como ds, ds" y ds" que aparecen en la fi- 


u + du 



P(x, y, z) Figura 1-17. El cambio de una función escalar de la posición u como 

resultado del desplazamiento d s. 
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Figura 1-18. Superficies de u constante. El gra¬ 
diente es perpendicular a tales superficies. 


gura 1-19. De acuerdo con (1-38) y (1-15), se puede ver que el cambio en u que resulta de 
cualquiera de estos desplazamientos es du=ds Q \Au Icos© y que es diferente para cada uno 
de los desplazamientos únicamente por la diferencia en el valor de ©, o sea, el ángulo en¬ 
tre el desplazamiento y la dirección misma de V«. Puede verse ahora que du será máxima 
para eos © = 1, es decir, © =0 lo cual corresponde al caso en que du y el desplazamiento 
correspondiente son paralelos. En otras palabras, la dirección del gradiente es también la 
dirección en la que el escalar tiene su más alta razón de cambio. 

Un vector unitario, ñ, perpendicular a una superficie dada en un punto específico, 
recibe el nombre de vertical normal., la figura 1-20 muestra el vector normal a una super¬ 
ficie u = const. Pero se acaba de ver que du es también perpendicular a la superficie; por 
lo tanto ñ y Vu son paralelos. Así, de acuerdo con (1-4), se puede escribir 

( 1 - 

En este caso ft también indica la dirección en la que u está aumentando. 



Ejemplo 

Considérese un caso bidimensional para que u = y 2 —kx, siendo k = cont. Si se escribe 
y 2 = kx + u, se puede ver que las superficies de u constante son curvas en el plano xy. De 
hecho, son parábolas tales como las que se ilustran en la figura 1-21 para k - 1 y algunos 
valores específicos de u. Al sustituir esta expresión de u (k - 1) en (1-37) se obtiene 



Figura 1-19. Desplazamientos de magnitud 
constante pero de direcciones diferentes. 
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Figura 1-21. Superficies de u constante para el ejemplo de la sección 1-9. 


Vw= — x + 2yy 


de manera que, por (1-6), |Vu| = (1 + 4j; 2 ) 1 / 2 y, por lo tanto, usando (1-39), 


ñ = 


— x + lyy 
(1 +4y 2 ) 1/2 


(1-40) 


Al usar este resultado se debe, desde luego,utilizar el valor dey que corresponde a un punto 
de la curva para la u dada. Por ejemplo, evalúese ft para el punto P de la figura 1-21 donde 
la parábola correspondiente a u 3 = 2 cruza el eje y positivo. Aquí, x p = 0 y y 2 p = x p +u 3 
= 2, de tal manera que y p = >/2. Al sustituir este valor en (1-40) se obtiene h p = - ^ x + 
-j \Jl y. Este vector, con su componente .* negativa y una componente y bastante más 
grande, también se ilustra en la figura. 


1-10 Otras operaciones diferenciales 

Es muy posible que las componentes de un vector también dependan de su posición, por 
ejemplo A x (x, y, z ) y así sucesivamente. En este caso A cambiará con la posición, ya sea 
en magnitud, en dirección o en ambas, por lo que se puede escribir A = A (x, y, z) - A (r). 
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En este último término se utilizó una notación compacta muy conveniente para expresar 
que A es una función de las coordenadas del punto mediante su vector de posición. Un vec¬ 
tor cuyo valor está definido para cada punto del espacio, recibe el nombre de campo vecto¬ 
rial. Considérense ahora algunas maneras especificas en que tal vector puede variar con la 
posición. 

Regresando a (1-37), se observa que Vu puede interpretarse como el producto tí y 
del operador del dado por 

V=x-|-+y-|-+z-|- (1-41) 

dx J ify dz v ' 


Se puede demostrar que este operador un tanto abstracto tiene las mismas propiedades 
matemáticas que el desplazamiento de un punto, por lo que se le puede considerar como 
un vector legitimo. Siendo esto asi, se pueden realizar dos operaciones diferenciales de in¬ 
terés por medio de las dos formas de multiplicar vectores. 

Utilizando (1-20) y (1-41) se obtiene 


„ . dAj dA M z 

V ■ A = -1-7T-1-5- 

óx óy oz 


(1-42) 


A este producto escalar se le da el nombre de divergencia de A y a menudo se escri¬ 
be como div A. 

Utilizando (1-27) y (1-41) se tiene 



(1-43) 


A este producto vectorial se le llama el rotacional de A y a menudo escribe rot A. Se pue¬ 
den usar los determinantes para lograr una expresión más conveniente para el rotacional, 
como en (1-28): 


x 


VxA = 


_b_ 

3a 


y 

3 

3y 


z 

3^ 

82 


A 


X 


Ay 


A z 


(1-44) 


El significado de los nombres “divergencia” y “rotacional” se entenderá mejor a me¬ 
dida que se consideren situaciones donde aparecen de manera natural. 

Otro operador de gran interés y utilidad es el laplaciano: 


V 2 


v-v = -^ + ^ + 

3.v 2 8 v 2 



l’or ejemplo, si se aplica a un escalar. 


(1-45) 


_. 8 2 íí 3 ~u i) 2 u 
V-/Í = —- -I-^ 4- -— 

3.v 2 3y" 3z* 


(1-46) 


mientras que la expresión V 2 A representa las tres ecuaciones en que V 2 opera sobre cada 
una de las tres componentes rectangulares de A, es decir. 
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V 2 A = 


3 2 A . 


3 2 A r d 2 A, 


dx 2 3ly 2 


3 z 2 


(1-47) 


con expresiones similares para las otras dos componentes. 

Hay dos resultados muy útiles acerca del operador. De acuerdo con (1-24), el rota¬ 
cional de un gradiente es cero: 

Vx Vm = 0 (1-48) 


En forma similar, la divergencia de un rotacional es cero. 

V ■ (V XA) = 0 


(1-49) 


de acuerdo con (1-29) y (1-24). 

Es hora ya de estudiar algunas integrales, donde aparecen vectores. Aunque existen 
muchísimas posibilidades, hay dos que son de gran interés. 


1-11 Integral de línea 

Considérese un punto inicialmente en P¡ (x¡, y¡, z¡), que se desplaza hacia una posición fi¬ 
nal Pf (Xf, Vf, Zf) siguiendo una curva especifica, C, (“línea” o “trayectoria”) tal como 
se muestra en la figura 1-22. Todo el recorrido a lo largo de esta trayectoria puede ser con¬ 
siderado como la suma vectorial de una sucesión de desplazamientos infinitesimales ds 
a lo largo de C. Supóngase que existe un campo vectorial A tal que su valor puede encon¬ 
trarse para cada punto del recorrido. En cada punto intermedio se evalúa A, se multiplica 
su componente en la dirección de ds por la magnitud de ds y se suman todas estas canti¬ 
dades. El resultado de esta operación recibe el nombre de integral de linea de A a lo largo 
de C, y está dada por 


f f Acos@ds= f A cos@ds= f A-ds (1-50) 

J¡ Je Je 

Quizá el ejemplo más conocido de una integral de línea sea el trabajo realizado sobre una 
partícula; en este caso A es la fuerza que actúa sobre la partícula. 



Figura 1-22. Relaciones para el cálculo de una integral de línea. 
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Si la trayectoria de integración siguiera una curva cerrada, por ejemplo un círculo, 
los puntos inicial y final coincidirían. En este caso la integral de línea se escribe así: 



A esta integral a veces se le llama la circulación de A; dependiendo de la naturaleza de A, 
ésta puede o no ser igual a cero, tal como se verá más adelante. 

Si r es el vector de posición de cada uno de los puntos C, entonces ds = dr, por lo que 
se pueden usar (1-20) y (1-34) para tener 

J A-ds = j (A x dx + A y dy + A z dz) (1-51) 


Al usar (1-51) se debe tener cuidado de tomar en cuenta que dx, dy y dz no se pueden va¬ 
riar independientemente debido a que las coordenadas x, y, y z están relacionadas entre sí 
por la ecuación de la curva. De manera similar, las expresiones para A x =A X (x, y, z), etc., 
deben ser escritas tomando en cuenta esta interdependencia. Estas consideraciones queda¬ 
rán mejor ilustradas al considerar el siguiente ejemplo específico. 


Ejemplo 

Sea A = x 2 X + ,y 2 y + z 2 z y escójase como trayectoria aquella parte de la parábola^ 2 =x 
que se encuentra entre el origen (0,0,0) y el punto 0); esta curva es exactamente 

la parábola ilustrada como = 0 en la figura 1-21. Aquí z = const., de manera que dz = 
0 y el integrando de (1-51) resulta simplemente 

A x dx + A y dy = x 2 dx +y 2 dy 

Se puede escribir esto en función de una sola variable por medio de la ecuación de la cur¬ 
va. Dado que y 2 =x, 2y, dy =dx o dy ~dx/2dx y y 2 dy = 1/2 Jx dx-, así se obtiene 

J\-ds= f 2 (x 2 +{Vx )í£c = [|x 3 + (x 3/2 ]^=|(4-t- V2 ) 


1-12 Elemento vectorial de una superficie 

Antes de estudiar .integrales similares a las anteriores pero que representan sumas sobre áreas 
dadas, resulta de gran utilidad estudiar en detalle la representación vectorial de una super¬ 
ficie. En la figura 1-23 se muestra un elemento infinitesimal de una superficie, da, que tiene 
una orientación particular con respecto a los ejes coordenados. También se puede observar 
que es posible asociar una dirección a esta área, es decir, el vector unitario A que es nor¬ 
mal a la superficie. Por tanto, es posible asociar un vector 6?a a este elemento de superfi¬ 
cie y escribirlo como 


da —dan 


( 1 - 52 ) 
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Figura 1-23. El vector normal de un elemento de superficie. 



Figura 1-24. Definición de la dirección del vector normal. 

de acuerdo con la forma general de (14). Sin embargo, queda alguna ambigüedad en esta 
definición, ya que se pudo haber elegido a fl en la dirección opuesta y sería también per¬ 
pendicular ai elemento de superficie da. Por ello se requiere completar (1-52) con alguna 
convención para definir el criterio a seguir; existen dos casos a considerar. 

Primero, da puede ser parte de una superficie abierta, es decir, limitada por una curva 
cerrada, C; una página de este libro es un ejemplo de una superficie abierta. En este caso, 
el primer paso es escoger un sentido para la trayectoria de la curva que la limita; una vez 
hecho esto, dóblense los dedos de la mano derecha en el sentido asignado a esta trayecto¬ 
ria y, por convención, la dirección del pulgar será la dirección de ñ. Esta regla de la mano 
derecha se ilustra en la figura 1-24; nótese que la dirección de ñ quedaría invertida si el 
sentido de la trayectoria C, fuera el opuesto. 

Segundo, da podría ser parte de una superficie cerrada. En este caso no existe una 
curva limitante C, sino que la superficie divide un volumen en dos partes: la interior y la 
exterior. La superficie de una pelota es un buen ejemplo de este tipo de superficies. En 
estos casos, la dirección de ñ se elige de manera tal que siempre apunta de adentro hacia 
afuera. La figura 1-25 muestra las direcciones de la normal exterior para varios puntos de 
una de estas superficies. 

Cuando se combina (1-52) con una expresión parañ de la forma (1-8), se puede es¬ 
cribir da en forma de componentes: 

da = da x x +da y y + da z z (1-53) 

donde 


da x = l x da da y = l y da da z = l z da 


( 1 - 54 ) 
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siendo 'j K , íy y ^ las componentes de ñ, es decir, sus cosenos directores. Después de usar 
integrales múltiples con frecuencia, resulta obvio que el término dxdy puede representar 
un elemento de superficie en el plano xy, y ello sugiere que debe haber alguna relación en¬ 
tre esta expresión y las componentes de da. Para poder encontrar esta relación considérese 
la figura 1-26, que ilustra un elemento de superficie rectangular, da. cuyos lados son b y c, 
de manera que da = be. El plano de la superficie es paralelo al eje y por lo que ñ es paralelo 
al plano xz y forma un ángulo y con el eje z; la figura 1-27 muestra una vista de perfil mi¬ 
rando hacia el origen a lo largo del eje y. En las figuras también se aprecian las proyeccio¬ 
nes de la superficie sobre los planos xy y yz\ estas proyecciones dan rectángulos cuyas áre¬ 
as son dxdy y dydz respectivamente; resulta evidente también, mirando la figura, que 
dy = c. La proyección de da sobre el plano xz es la recta marcada como b en la figura 
1-27. Los otros dos ángulos directores de ñ se pueden obtener si se comparan estas dos 
figuras con la figura 1-8, y así se ve que a = 90° —y y que (3 = 90°, de tal manera que los 
cosenos directores son l x = sen y, l y - 0 y /, = eos y. Al sustituir estos valores en (1-54), 
y de acuerdo con la figura 1-27. se encuentra que da ¿ =da eos y = (b eos 7 ) c-dxdy. que 
es justamente la proyección del área da sobre el plano xy, es decir, la proyección perpen- 



Figura 1-26 Determinación de las componentes de un elemento de 
superficie vectorial. 






Figura 1-27. Vista de perfil de la situación de la figura 1-26. 

dicular al eje coordenado correspondiente. De manera similar se encuentra que da x = dydz 
mientras que da y - 0 para este caso particular. 

Supóngase ahora que n z fuera negativo, de manera que 7 >90°, mientras que todo 
lo demás quedara igual; este caso queda ilustrado en la figura 1-28. Al compararla con la fi¬ 
gura 1-26, se observa que las proyecciones sobre los planos xy y yz seguirán siendo los 



Figura 1-28. Un elemento de superficie con componente z negativa. 




36 


Vectores 


rectángulos de áreas dxdy y dydz respectivamente; sin embargo, ahora el coseno de y es 
negativo, por lo que da z = da eos y = dxdy. Por otra parte, dado que a = y -90°, el co¬ 
seno a será positivo y da x - dydz , igual que antes. da Y sigue siendo cero. 

Estas consideraciones pueden generalizarse para el caso en que n forme ángulos arbi¬ 
trarios con todos los ejes. La magnitud de una componente dada de da en la dirección de 
un eje dado será igual a su proyección sobre el plano coordenado perpendicular al eje, y 
estará dada en coordenadas rectangulares, por el producto de las diferenciales corres¬ 
pondientes. Puesto que siempre se consideran estas diferenciales como positivas tal como 
se escriben, la componente correcta se obtiene multiplicando el producto por un signo ya 
sea positivo o negativo, dependiendo del signo de la componente correspondiente de ft. 
De esta manera se encuentra una representación de las componentes rectangulares de un 
elemento de superficie, y se puede escribir 

da x = ± dydz da Y = ± dzdx da z = ± dxdy (1-55) 

donde se usa el signo positivo para una componente si el ángulo director de ft con respecto 
al eje correspondiente es menor de 90° y el signo menos cuando el ángulo director es ma¬ 
yor de 90°. 


1-13 integral de superficie 

Considérese una superficie S\ como se indica en la figura 1-29, se puede dividir a ó en ele¬ 
mentos de área da tal como se estudió en la sección que precede. Supóngase que existe un 
campo vectorial A tal que su valor quede definido para todos los puntos de S. Para cada 
elemento de área se evalúa A, se multiplica su componente en la dirección de da por la 
magnitud de da y se suman todas estas cantidades. Al resultado asi obtenido se le deno¬ 
mina la integral de superficie de A sobre S, y está dada por 

Ja cos@da = jA-ñda — JA-da (1-56) 

A esta integral también se le llama el flujo del vector A a través de la superficie S. Se ha 
escrito (1-56) con un solo signo de integral por conveniencia aunque se trata de una in¬ 
tegral doble. 

Si la superficie es cerrada, resulta de utilidad indicar este hecho en forma explícita 
escribiendo la integral como 



Figura 1-29. Relaciones para el cálculo de una 
integral de superficie. 
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tpA-da 

El valor de la misma puede ser o no igual a cero, dependiendo de la naturaleza misma de 
A, como se verá más adelante. 

Si se utilizan (1-20) y (1-53), se puede escribir (1-56) en función de las coordenadas 
rectangulares en la forma 


J A-da = J (A x da x + A y da y + A z da z ) 


(1-57) 


Para poder usar (1-57) se requiere utilizar también (1-55) y tener muy en cuenta que dx, 
dy y dz no pueden ser variadas en forma independiente porque las coordenadas x, y y z 
están relacionadas entre sí por la ecuación que describe la superficie S. Esta interdepen¬ 
dencia debe también tomarse en cuenta para determinar los límites de la integración, y al 
escribir las componentes tales corno A x = A x (x, y, zj. Considérese un caso específico pa¬ 
ra ilustrar estos conceptos. 


EJEMPLO 

Sea A =yzx + zx y + xyí y escójase como superficie S aquélla parte del círculo de radio a 
centrada en el origen que se encuentra en el primer cuadrante del plano xy, tal como se 
muestra en la figura 1-30; la ecuación de la circunferencia es* 2 + y 2 = a 2 . Aquí la super¬ 
ficie es perpendicular al eje z de manera que A puede tomarse ya sea como 2 o como —2. 
Elíjase arbitrariamente ft = 2; así, la única componente de da es da z = dxdy, calculada según 
(1-55) con signo positivo ya que el ángulo director es y = 0 ahora (1-57) se convierte en 

f Ada= f xydxdy (1-58) 

Js ¿s 



Figura 1-30. Area de integración para el ejemplo de la sección 1-13. 
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El elemento de superficie se muestra en la figura con sombreado más oscuro. Para evaluar 
la integral, escójase integrar primero sobre y, manteniendo x constante; esto dará las contri¬ 
buciones de la franja de sombreado claro. El límite superior de la integración sobren es el 
punto P, que se encuentra a partir de la ecuación de la circunferencia para este valor dado 
de x, es decir, y p = (a 2 — x 2 ) 1 . Después de esto se integra sobre todos los valores posi¬ 

bles de x, sumando las contribuciones de franjas similares y, por lo tanto, cubriendo toda 
la superficie S. Así, la ecuación (1-58) queda 

f A-í/a= f\d X f (al - 2) ' /2 ydy= (‘xdil {y*]?-**>** 

J S Jo Jo Jo 1 J0 

= íf o x(a 1 -x 2 )dx = {[\a 1 x 2 -\x A Y Q = \a A 

A continuación se ven dos importantes teoremas relativos a los tipos de integrales 
recién discutidos. 


1-14 Teorema de la divergencia 

Considérese un volumen, V, encerrado por una superficie, S. El teorema de la divergencia 
de Gauss dice que 

( f)A-da= f V-Adr (1-59) 

J S Jy 

Las integrales se evalúan sobre toda la superficie S y para todo el volumen V, cuyo ele¬ 
mento de volumen es dr . Por simple conveniencia se ha vuelto a escribir la integral de vo¬ 
lumen con un solo signo de integración, aunque en realidad se trata de una integral triple. 
Dado que S es una superficie cerrada, la normal unitaria rt que se usa para da es la normal 
exterior, según la convención de la sección 1-12 y como se muestra en la figura 1-25. 

Este teorema relaciona la integral de superficie de un vector con la integral de volu¬ 
men de su divergencia. La integral de superficie depende solamente de los valores de A en 
la superficie, mientras que la integral de volumen requiere del conocimiento de V • A (pero 
no de A mismo) en todo el volumen. 

La demostración de este teorema se da por evaluación directa. En coordenadas rec¬ 
tangulares el elemento de volumen es 

dr = dx dy dz (1-60) 

y, de acuerdo con (142), se puede escribir la integral de volumen como una suma: 

J V-A í/r = j ~^-dxdydz + j ~^-dxdydz + j dxdydz (1-61) 

Considérese la primera integral. El primer paso será evaluar la integral sobrex, manteniendo 
constantes ay y a z con valores y t , y z () , respectivamente. De esta manera, se suman las 
comribuciones de una varilla cuya sección es dydz. La figura 1-31 muestra esta varilla, in¬ 
dicando también su proyección sobre el plano yz. La varilla intersecta la superficie S en los 
pumos E, y P 2 , definiendo así los elementos de superficie da^ y da 2 de S, cuyas direccio¬ 
nes son las que se muestran. (Para mayor claridad, el resto de V y de S no se muestran en la 
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Figura 1-31. Volumen utilizado para demostrar el teorema de la divergencia. 

figura.) Las coordenadas de los puntos P¡ y P 2 son (x u x 0 , z 0 ) y (x 2 , y 0 , z 0 ) respectiva¬ 
mente, donde x x y x 2 son los valores que satisfacen la ecuación de la superficie S; así, x j 
y x 2 son los límites de integración para x. Así, en este paso, dA x l'óx es función solamente 
dex, dado que y y z se mantienen constantes, de manera que (dA x ¡dx)dx = dA x . 

Por lo tanto, la primera integral de (1-61) es 

/ Í dydz S x ^í dx = í S[ A Á x 2’yo> z o)~ A x( x vyr»Zo)] < fydz (1-62) 

En el integrando de este resultado, el término que está entre corchetes es la diferencia entre 
los valores de A x calculados en los puntos P¡ yP 2 , por lo que lo podemos escribir como 
A X (P 2 ) ~ A x (Pi). De acuerdo con (1-55) y la figura 1-31, se ve que da 2x =dydz mientras 
que da lx = - dydz, debido a que los ángulos éntre estas superficies y el eje x son menor y 

mayor de 90°, respectivamente. El integrando de (1-62) puede escribirse como 

A x (P 2 )da 2x - A X (P,)( - da ¡x ) = A x2 da 2x + A xl da lx (1-63) 

que es igual a la contribución total de la integral de superficie de A x da x proveniente de los 
elementos de superficie da 2 y da x formados por la intersección de la varilla con la super¬ 
ficie S. Así, cuando se evalúa la integral sobre j y sobre z en (1-62), se están sumando las 
contribuciones de todas las varillas de este tipo; la contribución de cada varilla seriÁ x da x 
por la parte que le corresponde del área total, de manera que el resultado final será la integral 
de superficie d eA x da x sobre toda la superficie S. En otras palabras, se ha encontrado que: 

r dA r 

Jy~dx dX<ÍydZ = % A * düx ( :1 - 04 ) 

De manera similar, las dos últimas integrales (1-61) resultan ser 



respectivamente, de tal manera que si se suman éstas a (1-64), se sustituye en (1-61) y se 
usa (1-20), se obtiene 
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J V • A dr = (f)(A x da x + A y da Y + A,da z ) — (^¡A-da 

que es exactamente (1-59), con lo que queda demostrado el teorema. 

La demostración se hizo para un volumen limitado por una sola superficie, pero se 
podría fácilmente extender esta demostración a una región limitada por varias superficies, 
por ejemplo, una esfera hueca. La figura 1-32 muestra un volumen, V, limitado por dos su¬ 
perficies, 5, y S 7 ; se muestran también dos normales exteriores características referidas 
al volumen y marcadas como ft y ñ\ Supóngase ahora que un plano intersecta el volumen 
dividiéndolo en dos volúmenes, V 2 y f,; las líneas punteadas AB y CD muestran la traza 
de este plano. Ahora el volumen V 2 queda encerrado por una sola superficie formada por 
las porciones de S 2 y de ,Sj a la izquierda del plano, más las superficies planas de intersec¬ 
ción indicadas por AB y CD ; la normal exterior de esta nueva porción de la superficie li¬ 
mitante se ha marcado como ñ 2 . Para V¡ se aplican consideraciones similares; la normal 
correspondiente a este volumen es ñj . Al aplicar (1-59) a cada uno de estos volúmenes y 
después sumar los resultados, queda 

f V-A dr= f A-da + f A-da + f A-A 2 da+ f A-ñ¡da 

•'(/,+ (/- JS, J S 2 J ARCO ^ ABC D 


En las últimas dos integrales las normales son opuestas, por lo que para cada punto áeABCD, 
ft 2 = -ñ,, mientras que los valores de A y Ja son los mismos; así, estas integrales se cance¬ 
lan mutuamente, quedando 

f V - A dr= f A-da 

J V , + V 2 * / -V, -r Ju¬ 

que es lo mismo que (1-59) porque el volumen total es V-¡ + V 2 y la superficie limitante 
es 5] + S 2 . 

Es obvio que esta demostración puede generalizarse a un número cualquiera de su¬ 
perficies introduciendo limitantes, cuantos planos de intersección iguales a ABCD como 
sean necesarios. 

Al aplicar el teorema de la divergencia a una situación específica sencüla, se obtiene 
un resultado muy útil e ilustrativo. Considérese un punto, P, en el centro de un pequeño 
volumen, AV. Si AK es suficientemente pequeño, V * A será casi constante para todo el vo¬ 
lumen, de manera que es fácil observar que la integral de volumen de (1-59) puede escribirse 



f iqurd 1 32. i Jn volumen limitado por dos superficies. 
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•Arfr = <V-A) / ,AF 


donde <V • A) P es el valor promedio de V 'A en la vecindad de P. Sustituyendo en (1-59) 
y dividiendo entre AV, se obtiene 

(V-A) P =^^A-da (1-65) 


Si ahora se hace que AV 0, mientra que P se mantiene en el centro, el valor promedio 
de y 'A en la vecindad de P llega a ser el valor de V * A en P\ si esto se escribe simplemente 
como V-A, se tiene 

V• A= lím _L(£A;rfa (1-66) 

a k-»o A Vj s 

Esta expresión para V ‘A tiene una forma que es independiente de cualquier sistema coor¬ 
denado particular, en contraste con (1-42), y por ello puede tomarse como la definición 
general de la divergencia de un vector en el mismo sentido que (1-38) es la definición ge¬ 
neral del gradiente. El resultado (1-66) también permite comprender mejor el significado 
de la divergencia, ya que se le puede interpretar como una medida del flujo (hacia afuera) 
del vector a través de una superficie pequeña que contiene al punto en cuestión. 

Es posible partir de la definición (1-66) y, al evaluar el flujo de A a través de la su¬ 
perficie que encierra un volumen A x A y A z , encontrar la expresión en coordenadas rec¬ 
tangulares para VA; el resultado es, desde luego, (1-42) 


1-15 TBorema de Stokes^ 

Considérese una superficie, S, limitada por una curva, C. El teorema de Stokes dice que 

(j)A-ds = f(VXA)-da (1-67) 

y relaciona así la integral de línea de un vector sobre una curva cerrada con la integral de 
superficie de su rotacional sobre la superficie encerrada. Dado queS es una superficie abier¬ 
ta, la dirección de da en (1-67) queda determinada por el sentido que se haya elegido para 
la trayectoria C de acuerdo con (1-52) y la regla de la mano derecha que se ilustra en la fi¬ 
gura 1-24; es esencial que esta convención de signos se utilice para todas las aplicaciones 
de (1-67). 

Es interesante notar que (1-67) no requiere que 5 tenga una forma particular, siem¬ 
pre que esté delimitada por C ; por eso hay tantas posibilidades para escoger la superficie. 
En general, los valores del integrando (V X A) *da serán diferentes para los puntos de todas 
estas superficies, pero (1-67) indica que la suma de todos estos términos siempre será la mis¬ 
ma, dado que la integral de línea depende solamente de los valores de A a lo largo del perí¬ 
metro común. Este punto se ilustra de una manera esquemática en la figura 1 -33. Supóngase, 
por simplicidad, que C es una curva cerrada que descansa sobre un plano, como por ejem¬ 
plo, una circunferencia. S podría tomarse como la superficie plana encerrada por la circun¬ 
ferencia; vistas de perfil, Cy S aparecen como la recta que se indica. Las líneas punteadas 
representan otras posibles superficies, S 1 , S" y así sucesivamente, todas las cuales tienen 
como frontera a C, y la integral de (V X A) • da sobre cualquiera de éstas es la misma en 
todos los casos. 

Este teorema se demuestra por evaluación directa de la integral de superficie, utilizan¬ 
do las expresiones previas en coordenadas rectangulares. De (1-20) y (1-43) se obtiene que 
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Figura 1-33. Superficies con la misma curva limitante. 
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(1-68) 


donde se han agrupado los términos por componentes de A. Considéresela primera integral 
y desígnesele con I x . Se evalúa integrando primero sobre una franja de anchura dx, la cual 
es paralela al plano yz y se encuentra a una distancia x del mismo. Al integrar sobre x, se 
suman las contribuciones de todas las franjas similares en las que se puede dividir a S. Para 
empezar, debe suponerse que S es lo suficientemente simple para que se pueda elegir una 
orientación de los ejes de tal manera que .y y z aumenten según se va del principio al final 
de la franja. Esta situación queda ilustrada en la figura 1 -34,1a cual también indica las proyec¬ 
ciones de la franja sobre los planos xz y xy como una ayuda para entender mejor la orien¬ 
tación de la superficie. P ¡ y P 2 son los puntos inicial y final, respectivamente, de la inte¬ 
gración; es decir, son los puntos de intersección de la franja con la curva limitante C, y 
sus coordenadas deben, por tanto, satisfacer la ecuación que describe a C. El elemento 
de superficie Ja se encuentra en un punto intermedio de la integración; se puede observar 
que los ángulos directores de Ja tienen valores tales que ay y son menores de 90°, mien¬ 
tras que (3 > 90° . (Si se sostiene un lápiz,perpendicular sobre un pedazo de cartón orienta¬ 
do en la misma dirección de la franja sombreada, este punto quedará suficientemente claro). 
Así, de acuerdo con (1-55), da v = -dxdz y da z = dxdy, y se puede escribir 


I x = - f dx 

J franjas 


/."( 


dA dA x 

dy + dz 
dy dz 


(1-69) 


En el término que está entre paréntesis, dy y dz no son independientes, dado que y y z 
están relacionadas por la ecuación de S y el valor tomado parax. Ya que este integrando 
se evalúa para una franja en la que x = const., por lo que dx = 0, se le puede sumar (dA x ¡ 
9x)Jx = 0 para proporcionarle una forma más fácil de reconocer; 


Mi 

dx 


dA x dA x 

dx + -g^- dy + -gj- dz = dA x 


Por esto, (1-69) queda 


l--f Jx['‘dA,--f [A x (P t )-A x (P,)}dx (1-70) 

‘'franjas ^ P i ^franjas 


Si en la figura 1-34 se consideran los desplazamientos ds x y Js 2 a lo largo de C en los pun¬ 
tos límite correspondientes, se observa que, en Pi , Js, tiene una componente x positiva 
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por lo que se puede escribir que ds¡ x = dx, mientras que, enP 2 , ds 2 tiene una componente 
y negativa, lo cual hace que ds 2x = ~~dx. En consecuencia, el integrando de (1-70) puede 
escribirse como 

~ A X (P 2 )(- ds 2x ) + A x (P i )(ds ]x ) = A x2 ds 2x + A xl ds íx (1-71) 

que es justamente la contribución total a la integral de linea de A x ds x que proviene de los 
desplazamientos d s 2 y ds { recortados sobre la curva C por la franja.Así, cuando se lleva 
a cabo la integración final sobre jc en (1-70), es decir, la suma de las contribuciones de to¬ 
das las franjas, la contribución de cada franja esA x ds x por la parte de curva que le corres¬ 
ponde; el resultado final será la integral de línea de/l^üfs* sobre toda la curva C. En otras 
palabras, se ha encontrado que 

/,( (| - 72) 

De manera similar, las dos últimas integrales de (1-68) tienen, respectivamente, los va¬ 
lores 



Al sustituir estos valores, junto con (1 -62), se encuentra en (1 -68); 



Figura 1-34. Superficie utilizada para demostrar el teorema de Stokes. 
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Figura 1-35. Una superficie limitada por dos curvas. 


que es exactamente (1-67), con lo que queda demostrado el teorema. 

El teorema puede aplicarse igualmente a una superficie limitada por más de una cur¬ 
va, por medio de un método similar al que se utilizó para el teorema de la divergencia. La 
figura 1-35 muestra un ejemplo de tal situación. Nótese que el sentido de recorrido de la cur¬ 
va interior se ha escogido de manera tal que la superficie de interés queda a la izquierda a 
medida que se recorre la trayectoria, y se puede observar que esto es equivalente a la regla 
de la mano derecha que se ilustra en la figura 1-24.5 se divide en varias superficies, cada 
una encerrada por una sola curva, al introducir cuantos pares de líneas coincidentes se 
necesiten; dos de tales pares se muestran en la figura con línea punteada. Una vez hecho 
lo anterior, se aplica el teorema de Stokes a cada una de estas superficies, sumando después 
los resultados. Se cancelan las contribuciones a las integrales de línea por parte de cada par 
de rectas coincidentes que se hayan introducido, ya que se recorren en sentido contrario 
para cada una de las superficies, quedando como resultado final (1-67). Un procedimien¬ 
to similar podría también resolver cualquier duda que se tuviera en cuanto a la suposición 
de que la superficie de la figura 1-34 fuera “lo suficientemente plana” para poder orientar 
los ejes de manera tal que y y z aumentaran a medida que se integraba la franja. Si la su¬ 
perficie es muy intrincada, puede dividirse en pequeñas porciones lo suficientemente pla¬ 
nas para elegir, si fuera necesario, una orientación de los ejes diferentes para cada porción, 
de manera que quedara satisfecho el requerimiento de la figura 1-34; un ejemplo de tal ti¬ 
po de división se da en la figura 1-36. Cuando se aplica el teorema a cada porción y se su¬ 
man los resultados, las contribuciones de las rectas divisorias se cancelan mutuamente, por 
lo que se vuelven a obtener (1-67). 



Figura 1-36. División de una superficie para la demostración general del teorema de Stokes. 
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Considérese un punto, P, en el centro de una pequeña superficie Aañ. Cuando se 
aplica (1-67) a este caso, (V X A)- ñ será casi constante sobre esta superficie, de manera que, 
tal como se hizo en la sección previa, se puede escribir 

<(VxA>ñ),= l^A -ds 

donde el miembro izquierdo, en la cercanía de P es el valor promedio de la componente 
de V X A en la dirección de ft, de acuerdo con (1-21). Si ahora se supone que A a -> 0, el 
valor promedio cerca de P se convierte en el valor en P, o sea, 

(V X A)-ñ= ^(f!> A-í/s (1-73) 

lo cual da la componente de V X A en una dirección dada, en función de la integral de lí¬ 
nea de A en torno a una pequeña superficie normal a esta dirección. De esta manera se 
puede decir que (1-73) es una definición general de la componente del rotacional en una 
dirección dada. Si se obtiene esto para tres direcciones mutuamente perpendiculares, (ta¬ 
les como x, y, i), se obtendrán las componentes de V X A en cada una de estas direcciones 
y, por lo tanto, se obtiene el vector V X A. Cuando se realiza este procedimiento para las 
coordenadas rectangulares, el resultado es, desde luego, (1-43). 


1-16 Coordenadas cilindricas 

Hasta ahora solamente se han utilizado coordenadas rectangulares con sus vectores unita¬ 
rios constantes. Sin embargo, hay muchos problemas que se pueden enunciar y resolver 
mejor por medio de otros sistemas coordenados. Al utilizar éstos, hay que ver qué sucede a 
los resultados hasta aquí obtenidos. Sólo se verán dos de los sistemas de mayor importancia. 

£1 primero de ellos es el de las coordenadas cilindricas, en las cuales la localización 
de un punto, P, se especifica por medio de tres cantidades, p, <p, z, cuyas definiciones se 
ilustran en la figura 1-37; esta figura también muestra el vector de posición, r, del punto, 
así como tres nuevos vectores unitarios que se definirán en breve. Se puede observar que 
cuando r se proyecta sobre el plano xy, p es la longitud de esta proyección, mientras 
que es el ángulo que dicha proyección forma con el eje x positivo; z es la misma que su 
correspondiente coordenada en el sistema rectangular. La relación entre las coordenadas 
cilindricas y las rectangulares para un punto P son, de acuerdo con la figura, 

x = pcos(p j=psen<p z = z (1-74) 

de manera que 

p — (x 2 +y 2 )' /2 tan<p=^- (1-75) 

Ahora se puede definir un conjunto de tres vectores unitarios mutuamente perpen¬ 
diculares, como sigue: primero, z es el mismo que el i rectangular; segundo p, se escoge 
de manera tal que esté en la dirección en que p aumenta y sea perpendicular a l, de modo 
que p es paralelo al plano x_ y. Por último, ip se define como perpendicular a los dos anterio¬ 
res y en la dirección indicada. Se puede ver que Cp es perpendicular al plano seminfinito 
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p = const., y su dirección es, por tanto, la, misma en que p crece. Los tres vectores unitarios 
se muestran en el punto P para enfatizar el hecho de que son función de P\ es decir, si P se 
desplaza, tanto p como (p cambian sus direcciones; aunque z no cambia. Así, se observa 
que estos tres vectores unitarios no son constantes, en contraste con los de las coordena¬ 
das rectangulares x, y, y z. 

Dado que p, <p y z son vectores unitarios mutuamente perpendiculares, deben satis¬ 
facer relaciones análogas a las (1-18), (1-19) y (1-25): 

p-p = f (p = Z’Z= 1 

pq> — (f)Z = z-p = 0 ( 1 - 76 ) 

pX<p = z fpXz — p zXp = «p 

Las componentes rectangulares de p y <p se pueden encontrar inspeccionando la figura 
1-37; resulta de gran utilidad imaginarlas como proyectándose en el plano xy, y así se ob¬ 
tienen los resultados. 

p = eos <px + sen <jpy <p = — sen<px + C0S(py (1-77) 

Se pueden despejar x y y de estas ecuaciones para obtener sus componentes en coordenadas 
cilindricas: 


x = cos(jpp — sen<p<p y = sen<pp + cos<p<p (1-78) 

Al derivar (1-77), se encuentra una expresión explícita de la forma en que p y <p varían a 
medida que P se desplaza: 
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(1-79) 


Dado que p y íp y z son mutuamente perpendiculares, se puede expresar cualquier vec¬ 
tor A en función de sus componentes a lo largo de estas direcciones; por analogía con fl-5), 
se puede escribir A en la forma 


A = A p p + A v y+A z z (1-801 

Para el caso particular del vector de posición r, se puede ver que, de acuerdo con la figu¬ 
ra 1-37, 


r = pp + zz (1-81) 

que puede obtenerse también a partir de (1-11) después de sustituir (1-74) y usar (1-77). 
También se puede obtener la diferencial dr a partir de (1-81) y (1-79): 

dx= dpp + pdp + dzz = dpp + pd(p<p+ dzz (1-82) 

de manera que sus componentes en las direcciones positivas de p, y z son dp, pdy y dz, 
respectivamente. Estos desplazamientos componentes se muestran en la ñgura 1-38, y se 
puede observar que corresponden a la distancia recorrida por P al cambiar cualquiera de 
sus coordenadas, mientras las otras dos permanecen constantes. El elemento de volumen 



Figura 1-38. Elemento de volumen en función de las coordenadas cilindricas. 
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sombreado tiene como lados a las componentes de dx dadas en (1-82). Por lo tanto, el ele¬ 
mento de volumen en coordenadas cilindricas está dado por 

cít = pdpdxpdz (1-83) 

También puede observarse en esta figura que las superficies perpendiculares a los vectores 
unitarios son pd^pdz, dpdz, y pdpdy, de manera que las componentes de un elemento de 
superficie da son 

dü p = ± pdxpdz da tf =±dpdz da z = ± pdpdcp (1-84) 

donde el signo correcto debe elegirse con el mismo criterio que para (1-55). 

Ahora se verá cómo se expresan los operadores diferenciales en este sistema. Si u = 
u(p, tp, z), entonces 


. du , , du , , du , 
du = -¿—dp+ -r— d<p+ -7T- dz 
dp dtp dz 

al comparar este resultado con (1-82) y con la definición general del gradiente dada en 
(1-38), y notando que en este caso ds = dx, se obtiene que la expresión en coordenadas ci¬ 
lindricas para el gradiente es 


„ „ du . 1 du „ du 

VU = p^-1- op— -z -hZ^r- 

op p dtp dz 


de manera que el operador del queda 

„ 9 


w . i 9 .. a 

v=p a^ +9) p 9^ +z a7 


(1-85) 


( 1 - 86 ) 


Al aplicar (1-86) a (1-80), se obtienen las expresiones correspondientes para la divergen¬ 
cia y el rotacional. Sin embargo, al hacer esto debe recordarse que los vectores unitarios 
no son constantes, y que se debe tomar en cuenta (1-79); además, debe usarse también 
(1-76). A continuación se muestra este procedimiento para VA: 

v 'H^ +í p^ + *¿)' ( ^ + -Vp + ^) 


. /H H .. H ; 


1 I 9 A 
+ <P ‘P 


9 <p 


P p + A 


dp+^ú + A M+ 

" dtp + 9tp V+A * n 


9 tp 9 <p 


+ z 


■( 


dA 


9 A„ 


97 p+I 9?^ + 


£*) 


dA P , A P . 1 , dA : 

9 p p p 9<p 9z 
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que se suele escribir como 


v ' a= p^H )+ p1^ + 17 


(1-87) 


De la misma manera, la expresión para el rotacional se convierte en 


V X A —p 


i aiL a/i 


p 9<p 9 z 

mientras que y • -Ju queda como 


+ q> 


3 z 




+ z 


T,i^- 


l H, 

p a<p 


(1-88) 


i a / 8c/ \ i a 2 u d 2 u 

p 9p \ p 9p j p 2 0 Z 2 


(1-89) 


siendo u una función escalar de la posición. 

Es muy importante recordar que (1-86), (1-87), (1-88) y (1-89) no se pueden obtener 
de sus correspondientes expresiones en coordenadas rectangulares, o sea, (1-41), (1-42), 
(1-43) y (1-46). por simple remplazamiento de x, y y z por p, y z. De manera similar, 
(1-44) y (1-47) sólo pueden usarse para coordenadas rectangulares; véase (1-22) para la 

definición de V 2 A en otros sistemas coordenados. Es sorprendente observar la frecuencia 
con que se cometen estos errores. 


1-17 Coordenadas esféricas 

En este sistema, la localización de un punto, P, está especificada por las tres cantidades r, 
0 , que se muestran en la figura 1 -39. Se puede observar que r es la distancia desde el ori¬ 
gen y , por lo tanto, la magnitud del vector de posición r; que 9 es el ángulo formado por 
r con el eje z positivo, y que y es, otra vez, el ángulo formado entre el ejex positivo y la 
proyección de r sobre el plano xy. Las relaciones entre las coordenadas rectangulares y las 
esféricas son, como se puede observar, 

jc = rsendcostp y = r senffsen cp z = rcos0 (1*90) 

de manera que 

r = (x 2 +y 2 + z 2 ) l/2 tan6>= (v ' +A 2 ) : 2 tan<p=^ (1-91) 

Se define un conjunto de vectores unitarios mutuamente perpendiculares r, 9 y en 
el sentido en que r, 9 y ¡p aumentan, respectivamente, tal como se muestra en la figura 
1-39; se puede observar que a medida que la localización de P cambia, los tres vectores 
también varían. Estos satisfacen las relaciones análogas a las (1-76): 


í r = é-0 = <p <p= 1 
r-0 = 0<p = <pr = O 
rX0 = <p 0 X <p = í 


«pXr = 6 


(1-92) 
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Figura 1-39. Definición de las coordenadas esféricas. 


Sus componentes rectangulares se encuentran al observar la figura, y son 


f = sen 0 eos <px + sen# sen qpy + eos 6i 
0 = eos 9 eos <px + eos 6 senyy — sen 9z 

<p = — sen<px + cos<py 


por lo tanto, 


x = sen# eos<pf + cos Q cos <pfl -sen yy 
y = sen # sen (pf -f cos 9 sen yé + eos <p<p 
z = cos#r-sen#0 


Al derivar (1-33) se obtiene 


3r 

W 

dé 

39 


= 9 


= — r 



_3r 

3 cp 

dé 

3 <p 
dtp _ 
3<p 


= sen l 


= cos 9<p 


— sen 9r — cos96 


(1-93) 


(1-94) 


(1-95) 
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Un vector A se escribe, en forma de componentes, como 


A = A r r + Ag6 + Ayíp 


El vector de posición es 


y su diferencial se encuentra con ayuda de (1 -93) y (1 -95): 

dr = dri+ rd00 + rsen()d<p<p 


(1-96) 


(1-97) 


(1-98) 


Estos desplazamientos componentes se ilustran en la figura 1-40. Dado que el elemento de 
volumen tiene como lados a las componentes de (1-98), dicho elemento de volumen es 


¿/t = r 2 sen 9 drdOdcp 

mientras que las componentes de un elemento de superficie da están dadas por 


(1-99) 


da r —± r 2 sén6d0d(p da e — ± rsenddrdcp da v =±rdrd6 (1-100) 


Si u = u(r, 6, i/>), entonces 


du — ~dr+ ^d0 + Ip- dy 
ór du dtp 


de manera que el gradiente, de acuerdo con (1-38) y (1-98), es 

_ „ 9w ¿ 1 i)u , . 1 9 u 

Vu = r-z- + 0— + <p ——ñ 

9 r rdd rsenff dcp 


por lo que el operador del es 


v - r 37 +9 7M + ' p 7SI5 9Í 


( 1 - 101 ) 


( 1 - 102 ) 


Si ahora se procede a usar (1-102) y (1-96) de la misma manera que en la sección previa, 
tomando en cuenta a (1-92) y (1-95), se tiene: 


v ' A = 71: (^) + ¿ ( senffA *') + W 


r d / „ > 9/fi 1 0 [ 1 9 A r 9 , , 

VXA= 7^0 'd0 ( ' SenffA ^~lhp + 7 dr ■'* ^ 


(1-103) 


+ V\± (rA )_^Íl 
+ r 9 r (rAff) 90 


(1-104) 


„ 7 1 9 / ,9«\ , 1 9 9w\ , 1 9 2 m n , n n 

v “-p37( r 87) + 7^99r" e á«) + 7irfi V 
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Figura 1-40, Elemento de volumen en función de las coordenadas esféricas. 

Aquí' pueden hacerse observaciones similares a las que se hicieron después de (1-89). 
No se pueden obtener'las expresiones correctas en coordenadas esféricas para las ecuacio¬ 
nes (1-102) a (1-105) a partir de sus correspondientes expresiones en coordenadas rectan¬ 
gulares por el simple remplazamiento de los símbolos x, v, z por r, 9, ¡p. 


1-18 Teorema de Helniholtz 

No se demostrará aquí este teorema, sino que simplemente se enunciará como un auxiliar 
para comprender la motivación de muchos de los procedimientos que se utilizarán más 
adelante. De hecho quedará demostrado más adelante, pero parte por parte. 

El teorema trata sobre la cuestión de qué información se requiere para calcular un 
campo vectorial. Básicamente, la respuesta es que si se conocen la divergencia y el rotacio¬ 
nal del campo vectorial en todos los puntos de una región finita, entonces el campo vec¬ 
torial puede ser encontrado en forma única. Considérese un campo vectorial F = F (x. y, z) 
= F (r) y supóngase que las funciones V*F = b (r) y V X F = c (r) están dadas para todos 
los puntos de un volumen finito V; es decir, que son funciones conocidas de la posición. 
Entonces, si se definen las siguientes dos funciones, 

> rM^f- d- 106 ) 

477 Jy |r — r | 

g ( r > = ¿X C |r-«T <M07) 

el teorema indica que se puede encontrar F a partir de 


F = F(r) = — Y<D+VxéE 


( 1 - 108 ) 
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En estas expresiones, |r — r'| es la magnitud del vectorde posición relativa dado por (1-12) 
y que se muestra en la figura 1-12. 

Dado que F puede encontrarse a partir de ellas, su divergencia y su rotacional a me¬ 
nudo reciben el nombre de fuentes del campo. El punto r para el que se evalúa F recibe el 
nombre de punto de campo, mientras que el punto t en el que se evalúan las fuentes para 
propósitos de integración, recibe el nombre de punto fuente; dr es entonces un elemento 
de volumen en la posición del punto fuente. De manera similar, las derivadas en (1-108) 
involucran a las componentes del punto de campo r. 

Si hay fuentes al infinito, es decir, que no todas ellas estén restringidas aun volumen 
finito, este teorema no es absolutamente correcto debido a que se deben también incluir 
ciertas integrales de superficie que involucran a F. Tales situaciones serán manejadas por 
métodos especiales a medida que surjan en el texto. 

Mucho del contenido del electromagnetismo moderno tiene que ver con diversos 
campos vectoriales eléctricos y magnéticos. En consecuencia, mucho del esfuerzo debe con¬ 
centrarse en encontrar las expresiones para sus divergencias y sus rotacionales a partir de 
resultados experimentales fundamentales; este teorema demuestra por qué es importante 
conocerlas. Cuando se conoce el conjunto completo de estas ecuaciones fuentes, se les da 
el nombre de ecuaciones de Maxwell y, de hecho, constituyen la descripción fundamental 
del campo electromagnético. 


1-19 Algunas relaciones vectoriales 

A continuación se enlistan algunos resultados generales que son de gran utilidad para eva¬ 
luar y simplificar muchas de las expresiones que se encuentran al usar vectores; ya se ha 
visto algún ejemplo en (1-29) y (1-30). El primer conjunto de estas expresiones puede com¬ 
probarse en forma directa, pero algunas veces resulta tedioso; tal comprobación es más fá¬ 
cil de realizar en coordenadas rectangulares, dado que los vectores unitarios involucrados 
son constantes. Para completar, nótese que V 2 A en (1-122) solamente puede resolverse, 
como se hizo con (1 -47), en caso de componenetes rectangulares, para otros sistemas coorde¬ 
nados, (1-122) debe tomarse como la definición de V 2 A y evaluarse a partir del resto de 
la identidad 


(A X B)- (C X D) = (A • C)(B • D) — (A • D)(B • C) 

(1-109) 

d f ., du . , JA 

(1-110) 

Ja da da 

(1-111) 

4-(AXB)=-^XB + AX^ 
do da da 

(1-112) 

V(w + n) = V« + Vü 

(1-113) 

V(uv) = uVv + vVu 

(1-114) 

V(A-B) = BX(V X A) + AX(V XB) + (B- V)A + (A- V)B 

(1-115) 

V-(A + B) = V-A+V-B 

(1-116) 

V -(wA) — A-(Vn) + m(V • A) 

(1-117) 
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V • (A X B) = B : ( V X A) — A • ( V X B) 

Vx(A + B) = VxA+VxB 
V X(wA) = (V«)xA+ w(V XA) 

V X(AX B) = (V - B)A — (V • A)B + (B- V)A —(A - V)B 
Vx(VxA) = V(V-A)- V 2 A 

donde 


(^ B =Í^é +A - d -w +A ^) 


dB„ 


a«. 


+y\ A *-^+ A ^+ A 


3B„ 


„ 3B. 9 B, 9B, 

+ zlí **Ht +A >--ty +A ‘-d7 


(1-118) 

(1-119) 

( 1 - 120 ) 

( 1 - 121 ) 

( 1 - 122 ) 


(1-12J) 


Si se toma a A como constante, aunque arbitrario, para efecto de (1-117) y (1-120), 
y a B como constante para efecto de (1-118), y además se utilizan (1-59) y (1-67), se ob¬ 
tienen tres teoremas de integración muy interesantes y a veces de gran utilidad: 

(^) u da = V u dr 


(1-124) 



(1-125) 




u X da 


(1-126) 


Otra manera de interpretar el significado del gradiente y del rotacional resulta de (1-124) 
y (1-125), si se considera un volumen pequeño, AT, y se procede como se hizo para obtener 
(1-66); se encontrará que 


Vw = 


üm X77 
A V-*0 A V 



(1-127) 


VXA= lim -7-^(f)í/aXA 
a v -o A V J s 


(1-128) 


Por último, si se integra (1-117) sobre un volumen y se usa (1-59), se tiene 


<^)uAda = J [ A-( Vi/) + u(V ■ A)] dr 


(1-129) 


Conside'rese el caso particular en que u =- B x ; aquí (1-129) queda como 
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$JB x (A-d*) = f [ A • V B x + B x {V • A)] dr 


(1-130) 


Dado que existen expresiones similares para las otras dos componentes de B, se puede pre 
ver que (1-130) conducirá a 


<^B(A-rfa) = f [(A-V)B + B(V-A)]rfr 


(1-131) 


1-20 Funciones de coordenadas relativas 


A medida que se avanza en el estudio de este texto, constantemente se encuentran funcio¬ 
nes que dependen exclusivamente de las diferencias entre coordenadas, es decir, que son 
funciones exclusivamente de las combinaciones x — x', y —y' y z — z'. De acuerdo con 
(1-13), se puede ver que estas combinaciones son simplemente las componentes del vector 
de posición relativa, R, de ahí el nombre de “coordenadas relativas” parax ~x \ etc. Las 
funciones de este tipo tienen propiedades que permiten simplificar muchas de las expresio¬ 
nes que aparecerán posteriormente, por lo que es muy conveniente considerarlas en este 
punto. 

Sea / una función de este tipo;/podría ser un escalar o la componente de un vector. 
Dado que / es función únicamente de las coordenadas relativas, se puede expresar como 
/(R) =/(x ~x\y ~y',z ~z')=f(X, Y, Z), donde X=x ~x', Y-y -y ,Z=z~z 
Usando la regla de la cadena de la derivación, se encuentra que 


1 . 1 ^ = ! 9 / _ 9 / dx _ 9 / 

9x dx 9x dX y 9x' dX 9x' dX 

de manera que 


_ 9/(R) 

9x' 

Existen expresiones similares para las derivadas en y y en z. A partir de (1-14) se puede 
definir un operador del, v\ en función de las coordenadas primas, tal como 



9/(R) 

9x 


V' = 


. 9 , . 9 
X 9x' +y 9/ 



(1-133) 


Si ahora se calcula el gradiente de /según (1-37) y se usan (1-132) y (1-133), se obtiene 


V/(R)=-V'/(R) 


(1-134) 


lo que demuestra que cuando se manejan funciones de coordenadas relativas, los operado¬ 
res V y V* pueden intercambiarse siempre y cuando el signo también se cambie. 

Si el vector A es función solamente de las coordenadas relativas, A (R), y en esta ma¬ 
nera A x (R), A v (R) y A z (R), entonces se pueden aplicar (1-32) y sus análogas a (1-42) y 
(143) para obtener resultados similares a (1-134): 

V • A(R) = — V' • A(R) 

V X A(R) = — V' X A(R) 


(1-135) 

(1-136) 
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El operador laplaciano que se definió en (1-45) no cambia: 

V 2 /'(R)=V' 2 /(R) (1-137) 


Ejemplo 


La magnitud del vector de posición relativa, R, dada por (1-14), es un importante ejemplo 
del tipo de función que se está estudiando. Por derivación directa de (1-14) se encuentra que 


3 R _ a — a' _ 3 R 

3a R 3 a ' 


(1-138) 


con expresiones similares para las derivadas en y y en Si se combinan estos resultados 
con (1-41), (1-133) y (1-13), se tiene 

= -V'R= | =R (1-139) 

K 


donde R es el vector unitario en la dirección del vector de posición relativa. Se encontrarán 
resultados similares para funciones de R: 


3g(fl) dg óR _ dg ¿ 

3a dR 3a dR * 


de manera que 

Vg(R)=-V'g(R)= ^¿f-R 

y, en particular. 


V(/T) = - V(R n ) = nR n ’R 


(1-140) 


(1-141) 


(1-142) 


Un caso especialmente importante de la ecuación (1-142) corresponden a n~ -1: 


V 




R^ 

R 2 


R 

R- 


La componente x de (1 -143) es 

3 ( 1 \ _ d / 1 \_ (x-x) 

3v \r) 3 a \r) R 3 


Al derivar otra vez se obtiene 


(1-143) 


(1-144) 


IL(1 1 | 3( .v -.v f 
3a 2 \RI R 2 A 5 


(1-145) 


debido a (1-138). Se pueden encontrar expresiones similares para las segundas derivadas 
en y y en z, si se suman esas expresiones a (1-145), y si se usan (1-14) y (1-45), se obtiene 



de manera que, recordando (1-137), 
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V 2 (~) = V' 2 (1)=° (R+0) (1-146) 

(1-146) se le añade el último término entre paréntesis como recordatorio de que todos los 
cálculos efectuados a partir de (1-143) se realizan con la suposición implícita de que R 

0, de manera que se están manejando cantidades finitas. Al recordar que = VV, se 
puede observar a partir de (1-143) que (1-146) también puede escribirse como 

? ( *;)— 0 {R * 0> (, - |47) 

(**«> d-148) 

Ejercicios 

Yo sí entiendo la teoría , sólo que 
no puedo resolver los problemas. 

-Anónimo 

1-1 Comprobar la ecuación (1-2) por métodos gráficos. 

1-2 Dados los dos vectores A =2x — 3x 4z y B = 6x + 5 y +z, encontrar las magnitu¬ 
des y los ángulos que forman con los ejes, x, y, y z, para A + B y A — B. 

1-3 Encontrar el vector de posición relativa, R, del punto P (2, -2, 3) con respecto a P' 
(- 3, 1,4). ¿Cuáles son los ángulos directores de R? 

1-4 Dados los dos vectores A = x +2y + 3z y B ^dx — 5y +6z, encontrar el ángulo for¬ 
mado entre ellos. Encontrar la componente de A en la dirección de B. 

1-5 Dados los vectores A = 2x + 3y — 4z y B = —6x — 4y + z, encontrar la componente 
de A X B en la dirección de C =x -- y +z. 

1-6 Comprobar (1-29) y (1-30). 

1-7 Demostrar que A - (B X C) es igual al volumen de un paralelepípedo si A, B y C son 
vectores que representan tres aristas con un vértice común. 

1-8 Una familia de hipérbolas sobre el plano xy está dada por u —xy. Encontrar A u. Da¬ 
do el vector A = 3x + 2y + 4z, encontrar la componente de A en la dirección de Vu en el 
punto sobre la curva para la cual a=3y en el que x = 2. 

1-9 La ecuación de una familia de elipsoides es 



Encontrar el vector unitario normal a cada punto de la superficie de estas elipsoides. 

1-10 Comprobar (1-48) y (1-49) por cálculo directo. 

1-11 Resolver el ejemplo de la sección 1-1 1 integrando sobre y en lugar de x, y de esta ma¬ 
nera demostrar que se obtiene el mismo resultado. 

1-12 Encontrar la integral de superficie de r sobre la superficie de una esfera de radio a y 
centro en elorigen. Encontrar también la integral de volumen de V‘r y comparar resultados. 
1-13 Dado el campo vectorial A = xyx+ yz y +zxz, evaluarel flujo de A a través de la su¬ 
perficie de un paralelepípedo rectangular de lados a, b, c con el origen de uno de los vérti¬ 
ces y las aristas a lo largo de las direcciones positivas de los ejes rectangulares, tal como se 
muestra en la figura 1-41. Evaluar / V * Adr sobre el volumen de este mismo paralelepí¬ 
pedo y comparar resultados. 
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Vectores 



/* Figura 1-14 . Paralelepfpedo rectangular con uno de sus vértices en el origen, 

1-14 Calcular directamente la integral de línea $ A • ds del vector A =—yx +xy para la 
trayectoria cerrada en el plano xy con lados rectos dados por: (0,0) -*■ (3,0) -►(3-4) ->-(0,4) -*■ 
(0,0). Calcular también la integral de superficie de V X A sobre la superficie encerrada y 
demostrar que se satisface (1-67). 

1-15 Dado el campo vectorial A = x 2 yx + xy 2 y +a 3 e ~@ y eos Oixz, donde a 0¿ j3 son cons¬ 
tantes, evaluar directamente la integral de línea de A sobre la trayectoria cerrada en el pla¬ 
no xy que se muestra en la figura 1-42. Las porciones rectas son paralelas a los ejes y la 
porción curva es la parábola y 2 —kx, donde k = const. Evaluar la integral de superficie de 
V X A sobre la superficie S encerrada por C y comparar resultados. 

1-16 Comprobar (1-88) y (1-89). 

1-17 Comprobar (1-103), (1-104) y (1-105). 

1-18 Sea A = ax + by +cz, dondea, b, c son constantes. ¿Es A un vector constante? En¬ 
contrar las componentes cilindricas y esféricas de A, expresadas en función de p, ip, z y r, 
Q,ip respectivamente. 

1-19 Sea A = ap + bíp 4- ci, dondea, b, c son constantes. ¿Es A un vector constante? En¬ 
contrar V'A y V X A. Encontrar las componentes rectangulares y esféricas de A en función 
de x, y, z y r, 6, ip, respectivamente. 

1-20 Sea A = ai + bd + donde a, b, c son constantes, ¿Es A un vector constante? En¬ 
contrar V ‘A y V XA. Encontrar las componentes rectangulares y cilindricas de A en fun¬ 
ción de x, y, z y p, ip, z respectivamente. 

1-21 Encontrar V t para el vector de posición r expresado en coordenadas rectangulares, 
cilindricas y esféricas, demostrando así que se obtiene el mismo resultado en tolos los casos. 



Figura 1-42, Trayectoria de integración para 
* el ejercicio 1-15. 


(0, OI 


12 , 0 ) 





I unciones de coordenadas relativas 


59 


1-22 Sea A ~app+ bíp + czz, donde a, b, c son constantes. Encontrar f A • da sobre la su¬ 
perficie de un cilindro recto circular de longitud L y radio p 0 . El eje del cilindro está a lo 
largo del eje z positivo y el origen es el centro de la cara circular inferior. Encontrar tam¬ 
bién / 7 ■ Adr sobre el volumen encerrado por el cilindro y comparar resultados. 

1-23 Dado el vector A — 4r + 30 — 2Íjp, encontrar su integral de línea sobre la trayectoria 
cerrada que se muestra en la figura 1-43. La porción curva es el arco de una circunferencia 
de radio r Q centrada en el origen. Encontrar también la integral de superficie de 7 X A 
sobre el área encerrada y comparar resultados. 

1-24 Comprobar (1-117) y (1-120). 

1-25 Aplicar el teorema de la divergencia al caso especial en el cual A es constante 
pero arbitraria, y demostrar que el área vectorial total de una superficie cerrada es cero, 
es decir, § d a = 0. De manera similar, demostrar que § d s = 0. ¿Son estos resultados sorpren¬ 
dentes? 

1-26 Comprobar (1-124), (1-125) y (1-126) por medio del método sugerido en el texto. 



Figura 1-43. Trayectoria de integración para 
el ejercicio 1-23. 
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Ley de Coulomb 


Los fenómenos que hoy en día se asocian al término “electricidad”, tienen su origen en la 
observación, hecha hace muchos siglos, de que cuando ciertos materiales son frotados contra 
otros, adquieren la propiedad de atraer otros objetos. Uno de estos materiales es el ámbar 
(elektron en griego). El proceso se denomina “electrificación por frotamiento” y para des¬ 
cribir la alteración en las propiedades del material se dice que ha sido “cargado” o que ha 
adquirido “carga eléctrica”. 

Después de muchos experimentos y estudios, se ha llegado a la conclusión de que la 
electrificación por rozamiento no representa un proceso de creación de carga eléctrica, sino 
más bien una separación de dos tipos de carga que ya se encontraban presentes en cantida¬ 
des iguales en el material “neutro”. Estos tipos de carga reciben el nombre arbitrario de 
“positiva” y “negativa”. La carga positiva se define como aquélla que queda en una barra 
de vidrio después de que ésta ha sido frotada con un paño de seda; dado que el proceso es de 
separación, la seda queda cargada negativamente con una carga igual en magnitud a la de la 
barra de vidrio. Como ya se implica en estas observaciones y como fue confirmado después 
por la experimentación, la carga eléctrica se conserva, en el sentido de que la carga neta 
total no puede ser creada ni destruida; este resultado experimental básico se expresa en 
forma cuantitativa en el capítulo 12. 

La fuerzas entre cargas eléctricas pueden ser de repulsión o de atracción. La primera 
investigación cuantitativa de la dependencia de estas fuerzas con respecto a las magnitudes 
de las cargas y la distancia entre ellas fue realizada por Coulomb 1785, y el resultado se 
conoce como la Ley de Coulomb. 


2-1 Cargas puntuales 

Se utiliza el símbolo q para representar a la carga eléctrica. En una situación general, la 
carga de un objeto se distribuye de una cierta manera, ya sea sobre su superficie o en todo 
su volumen, y la fuerza entre dos objetos depende tanto de esta distribución como de la 
cantidad total de cada carga. Como resultado, se ha encontrado conveniente tomar como 
caso inicial el de una carga puntual, para la que se supone que toda la carga está localizada 
en un punto geométrico del espacio. Obviamente, esto es una idealización, pero puede ser 
aproximada en condiciones de laboratorio haciendo que la distancia de separación sean 
muy grandes comparadas con las dimensiones de los cuerpos cargados. 
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(a) 


(b) 




<? i 


Figura 2-1 Comparación de las cargas 
por la comparación de las fuerzas que 
ejercen. 


Para seguir adelante, es necesario poder comparar las magnitudes de dos cargas pun¬ 
tuales, r/i y q 2 ■ E st0 puede lograrse si se introduce una tercera carga puntual arbitraria, q, 
y se le coloca a una distancia fija R de q t , midiendo la fuerza resultante, Fi, sobre q\ esta 
situación se ilustra en la figura 2-la. A continuación se quita q¡ y se remplaza por q 2 a la 
misma distancia R de q; la nueva fuerza, F 2 , sobre q puede medirse como se muestra en 
la figura 2-1 b. Dado que tantos como/? son las mismas en ambos casos, la diferencia entre 
las fuerzas puede deberse únicamente a la diferencia en el valor numérico de las cargas q i 
y q 2 , por lo que resulta lógico pensar que las magnitudes de las fuerzas son directamente 
proporcionales a las magnitudes de q± y q 2 . De esta manera, se puede definir la relación 
de sus magnitudes como igual a la relación de las magnitudes de las fuerzas producidas por 
ellas sobre una carga arbitraria q\ así, se tiene 


ki[ = IFJ 
k 2 | |f 2 | 


(2-1) 


siendo q y R constantes. 

Una vez establecido este procedimiento para comparar magnitudes, se puede proceder 
al estudio de cómo la fuerza entre dos cargas puntuales depende de su distancia relativa. 
Además, se pueden ahora asignar valores absolutos a las cargas eligiendo una carga de mag¬ 
nitud unitaria de alguna manera arbitraria pero conveniente, y utilizando (2-1) con el valor 
numérico l¿/unitaria| 1- 


2-2 Ley de Coulomb 

Esta ley experimental básica se refiere a la situación ilustrada en la figura 2-2, en la que se 
tienen dos cargas puntuales, qyq', separadas por una distancia R ; supóngase que las cargas 
están en posiciones fijas y que no hay materia circundante, es decir, que las cargas se en¬ 
cuentran en el vacío. La fuerza sobre q debida a q se escribe F^'-^. Así, se considera a q 



Figura 2-2 Vectores de posición de la ley de Coulomb. 
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como fuente de la fuerza y, de hecho, se puede decir que q' es la “fuente” y que su posición, 
dada por r', es el “punto de fuente”. Dado que q es la carga para la cual se va a encontrar 
la fuerza, se dice que se encuentra en el “punto de campo” localizado por r. Así, de acuer¬ 
do con (1-12), R es el vector de posición relativa de q con respecto a q' y se ve que su 
dirección va del punto de fuente al punto de^arppjp, lo mismo que el vector unitario corres¬ 
pondiente, R. De esta manera, por (1-12) y (1-4) se tiene 

R = r-r' R = |r-r'| R = ^ (2-2) 

En términos de estas cantidades, la Ley de Coulomb establece que 


F 

q -*q 


1 w' ft 

4ttc 0 R 1 


(2-3) 


de manera que la fuerza es proporcional al producto de las cargas y al inverso del cuadrado de 
la distancia que las separa; se puede apreciar la gran similitud que tiene esta fórmula con la 
de la gravitación. 

El factor^ l/4rrep es una costante de proporcionalidad cuyo valor numérico depende 
del sistema de unidades que se utilice; se escribe de esta manera por simple conveniencia. En 
este libro se utiliza exclusivamente el Sistema Internacional de unidades (SI), que es esen¬ 
cialmente el mismo que el sistema MKSA. Esto significa que la distanciase mide en metros, 
la masa en kilogramos, el tiempo en segundos, la fuerza en newtons, la energía en joules 
y así sucesivamente. En el SI la carga se define en función de la corriente eléctrica, ya que 
ésta es una medida del flujo de carga. La unidad de corriente recibe el nombre de ampere, 
mientras que la unidad de carga recibe el nombre de coulomb y se define como > coulomb = 
1 ampere-segundo. Se dejará la definición precisa del ampere (en función de las fuerzas 
magnéticas entre corrientes) para la sección 13-2; por lo pronto, se puede tomar al coulomb 
como una unidad conocida de carga, para el propósito de los cálculos necesarios. En el ca¬ 
pítulo 23 se discuten otros sistemas de unidades que suelen usarse en electromagnetismo. 

El significado de todo esto es que las unidades de todas las cantidades físicas que 
aparecen en (2-3) han sido ya elegidas, de manera que la constante de proporcionalidad 
debe encontrarse experimentalmente; esta necesidad es análoga a la de encontrar la cons¬ 
tante de gravitación que aparece en la ley de gravitación. El resultado es 


e 0 = 8.85x 10 12 (coulomb) 2 /newton-( metro) 2 
= 8.85 X 10" 12 farad/metro (2-4) 


La constante e 0 recibe el nombre de capacidad inductiva especifica del espacio libre, y 
generalmente se escribe como en la última notación; se puede observar, por comparación 
de las dos formas de escribir e 0 , que 1 farad = 1 (coulomb) 2 /joule. Es conveniente notar que 

47T€ 0 farad 

con un grado de exactitud suficiente para los propósitos de este libro. 

De acuerdo con (2-3), se observa que si qq > 0, de manera que ambas cargas son 
del mismo signo, entonces F q ’-+ q está en la dirección de R, es decir, que la fuerza es de re¬ 
pulsión, como se puede observar en la figura 2-2. Por otro lado, si qq' < 0, de manera 
que las cargas son de signos opuestos, F q '-> q está en la dirección opuesta a R, es decir, que 


(2-5) 
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la fuerza sobre q es de atracción hacia q'. Esto se suele resumir diciendo que cargas del 
mismo signo se repelen, mientras que cargas de signos opuestos se atraen. 

Se puede escribir también la ley de Coulomb enteramente como una función de R si 
se combina (2-2) y ( 2-3): 

F =-^' R - 
q ~ q 4 t rc 0 R 3 

Si se desea obtener la tuerza de q sobre q', que escribe como F (; ^' Jo único que se ne¬ 
cesita es utilizar el vector de posición relativa de q con respecto a q. es decir. R' = r’ r, 
de manera que 


( 2 - 6 ) 


F = 

q ^ q ' AttíqR ' 3 

Se puede observar en (2-2) que R’ = ~R, y dado que la magnitud de cada uno de ellos es 
igual a Ir - r'|, se tendrá por (2-6) y (2-7), 

F . = - F • (2-8) 

* q^q q-^q v ' 

lo que muestra que las fuerzas de Coulomb son iguales y opuestas aun cuando las cargas 
individuales puedan ser muy diferentes en magnitud. 

Se ha supuesto una situación estática, es decir, que las cargas se encuentran en reposo 
en posiciones fijas. Esto significa que para que q esté en equilibrio debe existir sobre ella 
una fuerza mecánica adicional, F q m , de modo que la fuerza neta sea igual a cero; en otras 
palabras, se debe tener 



+ F„ 


= 0 


(2-9) 


Lo mismo se aplica para q . 


2-3 Sistemas de cargas puntuales 

Supóngase ahora que además de q existe un número N de cargas puntuales distribuidas en 
posiciones fijas en el espacio antes vacío. A cada una de estas cargas se le denomina q¡ y su 

vector de posición es r,-, donde / = 1, 2.. N. Esta situación se ilustra en la figura 2-3; por 

claridad, no se muestran los vectores de posición individuales, pero sí los vectores unitarios, 
R,, que corresponden a las posiciones relativas de q con respecto a las q¡. Cada una de estas 
cargas puede ejercer una fuerza sobre q, F qi -+ q , que será de la forma general dada por 
(2-3) o (2-6). Las propiedades de superposición de las fuerzas ya son conocidas por la me¬ 
cánica; así, la fuerza total sobre í?, F y , estará dada por la suma vectorial de las fuerzas indi¬ 
viduales, de manera que 


N N 

2 2 


¡=i 


w.-R/ 

47T€ n i?, 2 


N 

= 2 


;= 1 


4t f€ 0 /?, 3 


( 2 - 10 ) 
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Figura 2-3 Cálculo de la fuerza total debida a más de 
una carga. 

donde 


R, = r — r. 


R¡ = Ir 


R.= 


R¡ 


( 2 - 11 ) 


La última forma de (2-10) resulta de gran utilidad como punto de partida para resolver 
problemas, mientras que la expresión en función de los vectores unitarios es más conveniente 
para el tratamiento general. La ecuación (2-10) expresa el hecho de que la fuerza total puede 
encontrarse como la suma de las fuerzas individuales entre pares de cargas, y éstas se calculan 
a partir de la ley de Coulomb como si no existieran las demás cargas. Se supone otra vez 
que las cargas individuales se encuentran en reposo y se mantienen en reposo por fuerzas 
mecánicas de algún tipo, según se requiera. 

Ejemplo 


Si se expresan todas las expresiones en coordenadas rectangulares, es fácil escribir una for¬ 
ma explícita para (2-10). De acuerdo con (1-13) y (1-14) y observando que tas diversas 
cargas se désignan con subíndices i en lugar de primas se encuentra que (2-10) es 


f = y qq ‘ [(* ~ x ,) k + (>’ ~L,)y +(z - ¿ ¿ )z] 

* - i 4 ™ 0 [( x - x ,) 2 + ( y ~ y ,) 2 + ( z - z ,) 2 ] 3/2 


(2-12) 


En cierto sentido, (2-12) resulta ser una receta simple para resolver problemas, dado que 
una vez que se dan los valores de todas las cargas y sus posiciones en coordenadas rectan¬ 
gulares, únicamente resta sustituir estos números en (2-12) y simplificar el resultado tanto 
como sea posible. 


2-4 Distribuciones continuas de carga 

A menudo se encuentran casos en los que las cargas están cerca unas de otras, en comparación 
con las demás distancias de interés, que se les puede considerar como distribuidas unifor- 
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memente, tal como se podría considerar un vaso de agua, a escala de laboratorio, como 
una distribución uniforme de masa al despreciar su estructura molecular. Se puede manejar 
dicho caso considerando una región de la distribución de carga que sea tan pequeña que la 
carga contenida en ella pueda escribirse como dq' y ser tratada como una carga puntual; 
esto queda ilustrado en la figura 2-4. Todavía se puede utilizar (2-10), pero en este caso la 
suma será la integral sobre toda la distribución de carga, de manera que 

(2-13) 

9 4 ne 0 J R2 

y en la que (2-2) sigue siendo aplicable. 

Si las cargas se encuentran distribuidas en un volumen, se puede introducir una den¬ 
sidad de carga volumétrica, o, que se define corno la carga por unidad de volumen y, por 
tanto, está medida en coulombs/(metro) 3 . (Se utiliza el símbolo p ch para esta densidad de 
carga en los pocos casos en que pudiera confundirse con la p de las coordenadas cilindricas.) 
Así, la carga ce : -'a en un volumen pequeño, dr', estará por 


dq’ = p(r’) dr’ 


(2-14) 


tal como se muestra en la figura 2-5a, por lo que (2-13) queda 

F = S— f EÍÚllL (2-15) 

* 4«o Jy R 2 K 

Se ha escrito p = p (r) porque, en general, la densidad de volumen puede variar con la lo¬ 
calización del punto de fuente; la integral de (2-15) debe tomarse sobre todo el volumen, 
V, que contiene a la distribución de carga. 

Cuando se dice que dj’ es un volumen “pequeño”, se quiere decir que es pequeño a 
nivel macroscópico (de laboratorio). Por otro lado, debe ser grande a escala microscópica 
( atómica), de manera que pueda contener muchos átomos y/o moléculas. Sólo de esta ma- 



Figura 2-4 Elemento de carga de una distribución con¬ 
tinua. 
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da' = udr' 



dr' 


(a) (b) ( c ) 

Figura 2-5 Definición de las diversas densidades de carga. 



ñera puede tratarse a p como una función que varía en forma continua con respecto a la 
posición. Si cIt ' fuera similar o menor a los tamaños atómicos, entonces en la mayoría de 
las posiciones dr ' no contendría carga, por lo que p casi siempre sería cero. La densidad 
de carga sólo podría ser diferente de cero cuando dr ' incluyera una carga electrónica o 
nuclear, la cual llevaría a ñuctuaciones tan grandes en los valores de p que ésta dejaría de 
representar un concepto útil. 

De manera similar, las cargas pueden idealizarse sobre una superficie o sobre una línea. 
Para tal propósito se introducen densidades de carga análogas: la densidad de carga super¬ 
ficial, a definida como la carga por unidad de superficie, y la densidad de carga lineal, X, 
definida como la carga por unidad de longitud; sus unidades son el coulomb/(metro) 2 y el 
coulomb/metro, respectivamente, y generalmente pueden también variar con la posición. 
A partir de estas definiciones se tiene que 


dq' = o(r’)da' ó dq' =\(r')ds' (2-16) 

como se indica en la figura 2-5 b y c. Para tales casos (2-13) se convierte en 


F = q i 

q 47T€ 0 J 

~ o(r')Rda' 
s ' R 2 

(2-17) 

F = q 1 
q 477 e 0 J 

r X(r')R ds' 

L’ R 2 

(2-18) 


donde (2-17) se integra en toda la superficie, S', sobre la que hay distribución superficial, 
mientras que (2-18) cubre la línea, L ', ocupada por la distribución lineal de carga. 

Por último, si todos los casos discutidos se encuentran presentes de manera simultá¬ 
nea, la fuerza total sobre q se obtendrá como la suma de todas las fuerzas debidas a las 
diversas distribuciones de carga, es decir. 


F q - F (? (de los puntos) + F f/ (de los volúmenes) 

+ Fg(de las superficies) + F^fdc las líneas) (2-19) 

Una advertencia: se pueden evitar muchas dificultades, tiempo perdido y respuestas 
equivocadas si se recuerdan y se siguen estas dos simples y hasta aparentemente triviales 
reglas—(1) siempre dibújese el vector de posición relativa, y por tanto R, desde el punto 
de fuente hasta el punto de campo; (2) nunca se escriba la posición del punto de fuente 
como r o (x,vg,), sino más bien úsese r' o (*'//) u otro tipo de símbolo, tal como se 
hizo en (2-10) y (2-11). 
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2-5 Carga puntual fuera de una distribución esférica uniforme de carga 

Como un ejemplo del efecto de una distribución continua de carga, evalúese (2-15) para el 
caso en el que q se localiza fuera de una esfera que contiene una distribución uniforme de car¬ 
ga, es decir, para la que p = const. Escójase el origen en el centro de la esfera de radio a y 
coloqúese a q sobre el eje z, de manera que z > a, la figura 2-6 muestra esta situación, en 
la que solamente se ha dibujado un octante de la esfera. Se utilizan las coordenadas esfé¬ 
ricas para describir el punto fuente, r', y para llevar a cabo la integración. La figura 2-7 
ilustra el plano que contiene el eje z, x y R. Puede verse que r = zz y que t = r i' , de 
acuerdo con (1-11) y (1-97) y, por lo tanto, R = zz — r r', de acuerdo con (2-2); de esto 
se desprende que, usando (1-17), (1-19), (1-92), (1-15) y la figura 2-7, 

R 2 = z 2 + r' 2 — 2zr'i • í ' = z 2 + r' 2 — 2zr' eos 9' 


Se observa que, de hecho, este valor de R 2 es exactamente el rmsmo que se obtiene por la 
ley de los cosenos según se aplica en la figura 2-7. Si se obtiene ü a partir de estos resultados, 
se encuentra que (2-15) se convierte en 


F 


<7 


qp f (zz — r'f')¿/r' 

47T€ 0 ./ esjera (+ r ' 2 - 2ir' COS 9 'f /2 


( 2 - 20 ) 



Figura 2-6 Carga puntual fuera de una 
distt ibución esférica uniforme de carga. 
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<7 



0 

Figura 2-7 Otro punto de vista de la situación de la fi¬ 
gura 2-6. 

donde p se ha sacado de la integral porque es constante. 

Debido a que r no es constante durante la integración, es conveniente encontrar F q 
en función de sus componentes rectangulares. De acuerdo con (1-21), se realiza un producto 
punto de ambos miembros de (2-20) con z y se utilizan (1-19), (1-93) y (1-18); así después 
de poner di en la forma (1-99), se obtiene 


P __ qp í 2 ” f” r a (z - r' eos 9')r' 2 senfl' dr' dO'dtp' 

4^ J 0 J 0 J 0 (z 2 + r' 2 -2zr'cos9') y2 


(2-21) 


La integración sobre dip puede ya realizarse, obteniéndose '2 ir. En seguida se integra sobre 
dd 1 . Para ello es conveniente introducirla nueva variable p = eos 6 '. De esta manera d¡i = - 
sen 6’ dd y, si / = /(cos0') es una función de eos 0', se realizan las sustituciones indicadas 
para obtener un resultado general y útil. 

f”f(cos0')señO'd0'= [' f((i)dfi (2-22) 

-'o J - 1 

Una vez realizado esto, incluyendo el 2n de la integración sobre d<p\ (2-21) queda como 


F = W- 


f a r' 2 dr' i' 
J o J -1 


C z-r'n)dti 
(z 2 + r' 2 -2zr'n) 3/2 


(2-23) 
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donde se han escrito los términos [(z + /) 2 ] 1 / 2 como |z ±r'\ para puntualizar que se debe 
estar seguro de obtener un número positivo para la raíz cuadrada. En el presente caso se 
ha supuesto que q se encuentra fuera de la esfera, de manera que z >«; dado que r 
siempre se tendrá que z > r" por lo que ¡z - r'. =z - r . También :z + r'\ = z + r\ ya que 
se ha tomado a z como positiva y r siempre lo es. Cuando esto se sustituye en (2-24), la 
integral sobre p en ( 2-23) queda como 2/z 2 , que es constante por lo que toca a la integra 
eión sobre r , por lo que (2-23) queda como 




qpa J 

3e 0 z 2 


(2-25) 


Antes de analizar este resultado, encuéntrense las demás componentes. 

Al realizar el producto punto de (2-20) con x y utilizar (1-93), se puede apreciar 
que el integrando resultante es proporcional a eos i p y, por lo tanto, 

F qx = x-¥ q ~ f 2 ”cos(p'd<p'=0 
J 0 

De manera similar, 

F qy = y-F ? ~ f^sen<p'dcp' = 0 

•'O 

El hecho de que estas dos componentes se anulen es consecuencia de la simetría del caso, 
ya que, como se puede observar en la figura 2-7, para cada elemento de carga igual al con¬ 
tenido en th (que produce una contribución horizontal a la fuerza total), existe otro ele¬ 
mento de volumen, dr ", que es la reflexión de dr’ con respecto ala línea r, por lo que está 
a la misma distancia, R de q. La carga contenida en di’ produce una fuerza horizontal igual 
y opuesta, de modo que cuando se suman las contribuciones de este par, las fuerzas hori¬ 
zontales se cancelan pero las verticales no. Dado que todos los elementos de carga de la 
esfera se pueden aparejar de esta manera, la fuerza total no tendrá componentes horizon¬ 
tales netas, Fy A . y F (/ ,,, tal como se encontró previamente. 

Puesto que únicamente la componente z no es igual a cero, la fuerza total se encuen¬ 
tra en la dirección z y es 


^ _ qpa 3 i 


(2-26) 


de acuerdo con (2-25) y (1-5). Se puede ver que si í/ >0y p >0, entonces F g estará diri¬ 
gida hacia afuera de la esfera, tal como se podría esperar al ser repelida q por todas las 
cargas positivas; de manera similar, si p <0, F (/ se dirige hacia la esfera, es decir, que la 
fuerza sobre q es de atracción. Si se expresa en función de la carga total, Q 1 , contenida en 
la esfera, (2-26) adquiere una forma muy interesante y reveladora. De acuerdo con (2-14) 
se tiene 


Q'= fdq' = fpdr' = pf dT—^ira^p 

^ J ■'esfera 


(2-27) 


donde p es constante; al usar este resultado para eliminar p de (2-26), se encuentra que 
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F 

* 4w^ 2 


(2-28) 


Se puede ver en la figura 2-7 que z es la distancia del centro de la esfera a < 7 ; entonces, al 
comparar (2-28) con (2-3) se observa que esta esfera de carga uniforme actúa como si fuera 
una sola carga puntual localizada en el centro de la esfera, en lo que respecta a sus efectos 
sobre una carga situada fuera de la esfera. Corno se verá más adelante, no ocurre lo mismo 
si el punto de interés se encuentra dentro de la esfera. 

De hecho, el resultado obtenido es todavía más general de lo que aparenta a primera 
instancia. La localización de q se tomó sobre el eje z para simplicidad en la integración. 
Pero como ya se encontró a partir de la figura 2-7, el vector de posición de q con respecto 
al centro de la esfera es r = zz, de modo que |r|= r = z y r = z, lo que permite escribir (2-28), 
para cualquier localización de q, en función de sus coordenadas esféricas como 

F _ qQ'r 

[Esto también se desprende de (1-90) y (1-93) ya que la localización de q en la figura 2-7 
corresponde al caso especial para el que 0 = 0 .] 

Ejercicios 

2-1 Dos cargas puntuales, q y - q , se localizan sobre el eje x con coordenadas ay - a 
respectivamente. Encontrar la fuerza total ejercida sobre una carga puntual, q, que se lo¬ 
caliza en un punto arbitrario del plano xy. 

2-2 Cuatro cargas puntuales iguales, q , se encuentran en los vértices de un cuadrado de 
lado a . El cuadrado descansa sobre el plano yz con uno de sus vértices en el origen y sus lados 
paralelos a los ejes positivos. Otra carga puntual, q, se coloca sobre el eje x a una distancia 
b del origen. Encontrar la fuerza total sobre q. 

2-3 Ocho cargas puntuales iguales, q, se encuentran en los vértices de un cubo de lado a, 
cuya localización y orientación se muestra en la figura 1-41. Encontrar la fuerza total ejer¬ 
cida sobre una carga en el origen. 

2-4 Repítanse los cálculos realizados en la sección 2-5 para el caso en que q está fuera 
de la esfera pero debajo de ella, es decir, z es negativo y \z\>a. Demostrar que el resultado 
es consistente con (2-26) y (2-29). 

2-5 Repetir los cálculos de la sección 2-5 para el caso en que q se encuentra dentro de la 
esfera (z <a), para demostrar que F q = (</pz/3e 0 )Z. 

2-6 Una esfera de radio a contiene carga distribuida con densidad volumétrica constante, 
p. Su centro se encuentra sobre el eje z a una distancia b del origen, siendo b >a. Una car¬ 
ga puntual, q, se coloca sobre el eje y a una distancia c del origen, siendo c ~>b. Encontrar 
la fuerza sobre q. 

2-7 Una línea de carga de longitud L y X = const. está sobre el eje z positivo con sus ex¬ 
tremos colocados en z = z 0 y z 0 + L. Encontrar la fuerza total ejercida sobre esta línea de 
carga por una distribución de carga, esférica y uniforme, con centro en el origen y radio 
a ^Zo. 

2-8 La superficie de una esfera de radio a se encuentra cargada con una densidad super¬ 
ficial constante, a ¿Cuál es la carga total, Q r , de la esfera? Encontrar la fuerza ejercida 
por esta distribución de carga sobre una carga puntual, q, situada sobre el eje z para el 
caso en que z y para el caso en que z <a. 

2-9 Dos líneas de carga de la misma longitud, L, son paralelas entre sí y descansan sobre 
el plano xy como se muestra en la figura 2-8. Ambas tienen la misma densidad de carga li¬ 
neal X= const. Encontrar la fuerza total sobre II debida a I. 


(2-29) 
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2-10 La línea de carga 1 de la figura 2-8 tiene ahora una densidad de carga lineal X = Ay 2 , 
siendo A una constante. ¿Cuáles son las unidades de Al ¿Cuál es la carga total de I? En¬ 
contrar la fuerza total que I ejerce sobre una carga puntual, ¡y, situada sobre el eje x en x = a. 
2-11 Existe carga distribuida sobre la superficie de un círculo de radio a que descansa 
sobre el plano xy y cuyo centro está en el origen. La densidad superficial de carga está 
dada por = A p 2 en coordenadas cilindricas, siendo A una constante. ¿Cuáles son las 
unidades de Al ¿Cuál es la carga total del círculo? Encontrar la fuerza ejercida por está 
distribución de carga sobre una carga puntual situada sobre el eje z. 

\y 



Figura 2-8 Las dos líneas de carga del ejercicio 2-9. 



Capítulo 



El campo eléctrico 


La ley de Coulomb es un ejemplo de lo que se conoce como una ley de “acción a distan¬ 
cia”. Proporciona una manera directa de calcular la fuerza sobre una carga dada cuando se 
conoce su posoción relativa con respecto a la carga fuente. La ley de Coulomb no incluye 
la descripción de cómo “sabe” la primera carga que la otra se encuentra ahí'. Por ejemplo, 
si se varía la posición de la carga fuente, la fuerza ejercida sobre la otra carga también va¬ 
ría y se obtiene nuevamente por la ley de Coulomb. Esto implica que la variación ocurre 
instantáneamente, pero no hay indicación de cómo se pasa a este estado alterado. Como 
resultado de estas y otras consideraciones similares, se ha encontrado conveniente y útil 
realizar una división mental de la interacción entre ambas cargas, para presentar dos as¬ 
pectos: primero, se asume que la carga fuente produce “algo” sobre el punto de campo 
y, segundo, que este “algo” actúa sobre la carga que se encuentra en el punto de campo, 
produciendo de esta manera la fuerza que actúasobre ella. Este “algo”, que funciona como 
una especie de intermediario entre las dos cargas, recibe el nombre de campo eléctrico y 
es lo que se estudia a continuación. 

3-1 Definición del campo eléctrico 

Si se analiza de nuevo (2-10), se puede observar que q es factor común a todos los térmi¬ 
nos, de tal manera que puede escribirse como el producto de q y una cantidad que es 
independiente de q pero dependiente de los valores de todas las demás cargas y de sus po¬ 
siciones con respecto a q. Esta cantidad recibe el nombre de campo eléctrico, E;así, se 
puede escribir (2-10) en la forma 

f 9 =<?e 

donde 

A g,R, 

¡=\ 4we 0 ^, 2 

La ecuación 3-1 viene a ser la definición del campo eléctrico y puede interpretarse como 
una cantidad tal que, cuando se le multiplica por una carga puntual, el resultado es la fuer- 



(3-2) 


(3-1) 
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za sobre esa carga puntual. También se desprende de (3-1) que E se mide en newtons/Coul- 
ombs. La ecuación 3-2 constituye una fórmula para calcular E en la posición r (el “punto 
de campo”) para una distribución dada de cargas puntuales; desde luego que (2-11) se 
sigue utilizando. Se debe notar que q no está incluida entre las cargas fuente en (3-2), es 
decir, que no se concibe una carga que ejerza una fuerza sobre si misma. 

Si las cargas fuente están distribuidas de manera continua, se puede combinar (3-1) 
y los resultados obtenidos en (2-15), (2-17) y (2-18) para obtener las expresiones corres¬ 
pondientes para E: 


- 1 , 

f p(r')RdT 

47TC 0 J 

v R 2 

1 

r o(r')Rda' 

1 o 

1 

[y R 2 

1 

C A(r')R ds’ 

O 

i? 

1 

L' R 2 


(3-3) 

(3-4) 

(3-5) 


Si todas las localizaciones se dan en coordenadas rectangulares, se obtiene una expresión 
explícita para E a partir de (2-12): 


E(r)= 2 


/= ! 


g¡ [i x ~ *,-)*+(y ~y ¡) y+(g - z¡ )z ] 


(3-6) 


Por último, si todas las posibilidades que se han estudiado se encontraran presentes 
simultáneamente, se puede ver de (3-1) y (2-19) que E total en un punto dado se obtiene 
como la suma vectorial de las contribuciones de todas y cada una de las distribuciones de 
carga que producen el campo. 

Si la distribución de carga es lo suficientemente simple, E puede calcularse por inte¬ 
gración simple y directa. Aquí se estudian dos ejemplos de tal situación;la primera es una 
distribución lineal de carga y la segunda es una distribución superficial de carga. Después 
de ensayar sobre estos dos ejemplos, se trata con más detalle el significado de las opera¬ 
ciones efectuadas. 


3.2 Campo de una línea infinita de carga uniforme 

Supóngase que X = const. y hágase que la distribución de carga coincida con el ejez, tal 
como se muestra en la figura 3-1. Se toma el origen de manera tal que el punto de campo, 
P, quede por conveniencia sobre el plano xy ; así se tiene que r = pp y r' = z'i de modo que 
R = pp -z z y R 1 = p 2 +z' 2 . De la figura se desprende también que ds' -dz para este caso, 
por lo que (3-5) queda como 

E _ _A_ (pp — z'i) dz' = Xpp r°° dz' . 

4 ^ e 0 •'-00 ( p 2 + z ' 2 ) 3/2 47 re 0 00 ( p 2 + z ' 2) 3 / 2 

La última forma se obtiene por la desaparición del componente z de la integral, debido 
a que el integrando es una función impar de z' y p es constante con respecto a la variable 
de integración z . La integral en (3-7) es 
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de manera que el resultado final viene a ser 


E = 


A 

2tt€ 0 p 


P 


(3-8) 


(3-9) 


Así, el campo eléctrico tiene tan sólo una componente radial. Está dirigido hacia afuera 
(alejándose) de la linea de carga si A > 0, como cabría esperar, porque una carga positiva 
í/ seria repelida, pero estaría dirigida radialmente hacia el centro sí A fuera negativa. La 

magnitud de E varía inversamente con la distancia, p, a la línea de carga. 

Dado que (3-9) es independiente del ángulo <, p, se puede observar que una superficie 
de E constante en magnitud será un cilindro de radio p con la línea de carga como eje. La 
figura 3-2 muestra una porción de este cilindro, indicando también algunas direcciones de 
E para A > 0 sobre un círculo formado por la intersección del cilindro y un plano perpen¬ 
dicular al eje z. 


3-3 Campo de un plano infinito uniformemente cargado 

Supóngase que existe una densidad de carga superficial a, constante sobre un plano infinito 
que descansa sobre el plano xy. Resulta de utilidad hacer que el eje z pase por el punto de 
campo, P. Para la integración se usan coordenadas rectangulares. En la figura 3-3 se puede 
observar que r = zz y r' = x'x +y' y. Dado que el elemento de superficie es da = dx' dy\ 
(3-4) queda, de acuerdo con (2-2), (1 -13) y (1 -14): 

E=~5_r°° f” (- x'x~y'y + zi)dx'dy‘ /j.jqs 

4^0 J-aoJ-x, ( X *+y'2+ z 2f/* 

Es fácil observar que E x =E V — 0, ya que los términos del integrando en x y y son funciones 
impares de x' y y', respectivamente. Por lo tanto, (3-10) se reduce a 
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La integral sobre y es idéntica en forma a la de (3-7) y, por (3-8), es igual a 2/(x' 2 -te 2 ); 
así, (3-11) queda como 


oz rzdx' _o „ 

2we 0 J-oo x' 2 + z 2 ~ 2e 0 Z 


(3-12) 



Figura 3-3. Cálculo del campo debido a un plano infinito uniformemente cargado. 
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donde el signo positivo se debe utilizar para z > 0 y el negativo para z < 0. A menudo re¬ 
sulta más conveniente escribir (3-12) como 

E= ¿(iií)* (3 ‘ 13) 

que da los signos correctos de E de manera automática. 

De (3-12) se desprende que E siempre se dirige hacia afuera, es decir, alejándose de 
un plano cargado positivamente (a > 0), mientras que se dirige hacia el plano si a < 0. 
Estas dos direcciones corresponden a las de la fuerza sobre una carga positiva q que se co¬ 
locara en ese punto. Resulta interesante observar que la magnitud de E es independiente de la 
posición, es decir, que E tiene el mismo valor sin importar qué tan cerca o que' tan lejos 
se encuentre del plano; esencialmente, esto resulta del hecho de que sin importar dónde 
se localice el punto de campo, siempre hay una cantidad infinita de carga “visible” para 
él. Estas propiedades de E se indican en la figura 3-4, que se ha dibujado para a > 0, y 
muestra una vista de perfil del plano cargado. Las líneas punteadas son trazas de planos 
paralelos al plano cargado por arriba y por abajo del mismo. La figura se verá igual si se 
pone de cabeza, lo cual es lógico porque la elcdón original de z positiva fue completa¬ 
mente arbitraria. De manera similar, la figura no varía si se le observa por detrás de la 
página en lugar de por el frente. En otras palabras, el resultado (3-12) es completamente 
consistente con la “simetría” básica de la distribución de carga fuente. E cambia su direc¬ 
ción en forma discontinua si se atraviesa el plano cargado; por ejemplo, si se pasa de abajo 
hacia arriba, el cambio total es E z (arriba) - E z (abajo) = a¡e 0 , como se desprende de 
(3-12). 


3-4 ¿Qué significa todo esto? 

Fue relativamente sencillo introducir una cantidad auxiliar que permitiera dividir la interac¬ 
ción entre dos cargas en partes conceptualmente diferentes. Esto se logróal definir un nue¬ 
vo campo vectorial, E, y se encontraron medios que, en principio, permiten calcularlo para 
cualquier punto una vez que se especifican las cargas que lo originan. Sin embargo, resulta 
natural cuestionarse si se gana algo con todo este procedimiento. 

Se puede fácilmente adoptar la postura de que esto se ha hecho exclusivamente por¬ 
que resulta más conveniente matemáticamente, no tanto porque ahorre algo de escritura 
al no tener que acarrear el símbolo q en todas las ecuaciones, sino porque ayuda a calcular 
primero E y después introducir la q como último paso, de acuerdo con (3-1). Así, se puede 
considerar el cálculo de E comouna especie de proporción de contingencia referida a todo 
el espacio, en el sentido de que E(r), combinado con (3-1), indica qué pasaría si se colocara 
una carga puntual q en r. 

Por otro lado, las fórmulas (3-2) a (3-6) permiten calcular el campo eléctrico en r 
haya o no carga sujeta a fuerzas. Este hecho resulta una gran tentación para dar un sal¬ 
to conceptual y pensar que E es una entidad física por derecho propio. La mayoría de 
estas ideas se originaron con Faraday, que pensaba que la presencia de cargas realmente 
cambiaban las propiedades del espacio y que E era una manifestación de esta alteración. 
Para él, el campo eléctrico era una cantidad física muy real. 

Si se adopta la actitud de que E es una cantidad física, surge naturalmente la cues¬ 
tión de cómo medirla. A primera vista esto parece ser muy simple: sólo hay que poner 
una carga puntual q en reposo, en la localización r de interés, medir después la fuerza 
¥ q que actúa sobre ella y, de acuerdo con (3-1), calcular E(r) = F q jq. Surge un nuevo 



78 


El campo eléctrico 



o > 0 


^Figura 3-4. Campo eléctrico debido a un plano infini¬ 
to uniformemente cargado. 

problema al reconocer que la presencia de q ejercerá ahora nuevas fuerzas sobre las car¬ 
gas q¡ de (3-2), dadas por (2-8), por lo que ya no estarán en equilibrio, aunque eventual¬ 
mente se restablezca este equilibrio. En el caso ideal en que se pueda asumir que las q ¡ 
están rígidamente fijas en sus posiciones, la nueva fuerza eléctrica puede compensarse con 
una nueva fuerza mecánica que se produzca sin deformación del soporte; de esta manera, 
(2-9) será válida al aplicarse a las q ., porque las posiciones de las no habrán variado. El 
valor de E dado por (3-2) será exactamente el mismo que tenía antes de que q se introdu¬ 
jera al sistema, y E podrá ser obtenido correctamente a partir de (3-1). Sin embargo, en 
un caso real los valores de las nuevas fuerzas mecánicas que se requieren para mantener el 
equilibrio casi siempre producen una deformación del soporte, tal como el doblez de una 
barra o el estiramiento o la compresión de un resorte; así cuando se logra la nueva confi¬ 
guración de equilibrio, las posiciones de las q¡ han cambiado, el valor de (3-2) será general¬ 
mente diferente y el resultado neto será que el mero acto necesario para medir el campo 
preexistente lo ha alterado. (Además, como se verá más adelante, si las cargas fuente están 
asociadas con conductores, generalmente se deberán mover en el conductor hasta lograr el 
nuevo equilibrio mutuo, llegándose otra vez a la conclución de que el campo que se iba a 
medir quedó modificado por el acto de medición). Este problema de cambiar lo que se 
pretemde medir no es exclusivo del electromagnetismo, desde luego, y lo que generalmente 
se trata de hacer es resolverlo de la misma manera general, es decir, tratando de minimizar 
lo más posible la alteración, mientras sea posible obtener un efecto medible. Para proceder 
de esta manera con E, se puede imaginar que la carga sobre la que actúa la fuerza a medir 
es muy pequeña, y así aproximarse al límite en que ésta tiende a cero; si se usa 8q para 
indicar esta “carga de prueba” y 5F para la fuerza medida que actúa sobre ella, entonces 
E deberá determinarse por 


r ri 


p- i4 > 

Aunque el uso del campo eléctrico puede considerarse como un artificio conveniente 
en electrostática, cuando se manejan otros problemas, en especial aquellos en los que el 
campo es función del tiempo, como el que se mencionó brevemente en el párrafo intro¬ 
ductorio de este capítulo, se ha encontrado que es virtualmente imposible resolverlos 
sin el uso extensivo de los campos vectoriales. Se encontrará útil definir algunos otros 
campos vectoriales a medida que se avanza en el texto y. ya sea que se consideren canti¬ 
dades físicas reales o no, de hecho se les tratará como si lo fueran. Aquí se estudiarán sus 
propiedades así como algunas aplicaciones; entre esas propiedades se encuentran sus ecuacio¬ 
nes diferenciales de fuente, es decir, sus divergencias y rotaciones. Ya se ha visto que los 
orígenes de un campo eléctrico son las cargas de cualquier tipo, pero es conveniente volver 
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a expresar esto mismo en función de expresiones explícitas de VE y VXE; los próximos 
dos capítulos estudian la forma de obtenerlas, así como otras informaciones importantes. 

Ejercicios 


3-1 Dos cargas puntuales, q y —q, se localizan sobre el eje y en y = a y —a, respectiva- 
metne. Encontrar E para cualquier punto en el plano xy. ¿Para qué puntos, si los hay, es 
E x =0? 

3-2 Cuatro cargas puntuales están situadas en los vértices de un cuadrado sobre el plano 
xy. Sus valores y posiciones son las siguientes: q, (0,0); 2 q, (O^r); 3 q, («,0);-4í?, (afi). En¬ 
contrar E en el centro del cuadrado. 

3-3 Considérese un cubo de arista a con la localización y orientación que se muestra en 
la figura 141. Existe una carga puntual, q, en cada uno de los vértices excepto en (a,a, 0). 
Encontrar E en el vértice vacío. 

3-4 Repetir los cálculos de la sección 3-2 para un punto de campo general, r = pp+zz, 
y así demostrar que se obtiene el mismo resultado. 

3-5 Repetir los cálculos de la sección 3-3 para un punto de campo general, ( x,y,z ), y así 
demostrar que se obtiene el mismo resultado. 

3-6 Repetir los cálculos de la sección 3-3 utilizando coordenadas cilindricas para el pun¬ 
to de fuente. 

3-7 Una línea de carga uniforme, paralela al eje z intersecta el plano xy en el punto 
(a,b, 0). Encontrar las componentes rectangulares de E en el punto (0,c,0). 

3-8 Dos planos infinitos con iguales densidades de carga superficial, a, son paralelos al 
plano xy y están situados como se muestra en la figura 3-5. Encontrar E para todos los va¬ 
lores de z. 



Figura 3-5. Los dos planos infinitos cargados del 
ejercicio 3-8. 


3-9 Dos planos infinitos con iguales pero opuestas densidades de carga superficial o = cons¬ 
tante, son paralelos al plano xy y están situados como se indica en la figura 3-6. Encontrar 
E para todos los valores de z. 


Z 



Figura 3-6. 

ejercicio 3-9. 


Los dos planos infinitos cargados del 


3-10 El arco circular de radio a que se muestra en la figura 3-7 descansa sobre el plano xy 
y posee densidad de carga lineal X constante, estando su centro de curvatura en el origen. 
Encontrar E en un punto arbitrario sobre el eje z. Demostrar que cuando la curva es una 
circunferencia completa la respuesta es 





80 


El campo eléctrico 


E = 


Xazi 

2 t 0 (a 2 + z 2 ) 3/2 



3-11 Existe carga distribuida con una densidad de carga lineal A constante, sobre la recta 
de longitud finita que se muestra en la figura 3-8. Encontrar E en P. Con la ayuda de las 
distancias R 2 y Ri , expresar E en función de los ángulos a 2 y «j que se muestran. Encon¬ 
trar E para el caso especial en el que L 2 =Li = LyPse encuentra sobre el plano xy. 



Figura 3-8. La línea finita cargada del ejercicio 3-11. 


3-12 Existe carga distribuida con densidad superficial de carga a constante, sobre un cír¬ 
culo de radio a. El círculo descansa sobre el plano xy con su centro en el origen. Demos¬ 
trar que el campo eléctrico en un punto sobre el eje z está dado por 
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E 




(, a 2 + z 2 )' / ' 2 


(3-15) 


¿Cómo queda esta expresión a medida que a -*■ co? 

3-13 Un cilindro inifinitamente largo tiene su eje coincidente con el eje z. Tiene una sec¬ 
ción circular de radio a y posee una densidad volumétrica de carga p c ¿, constante. Encon¬ 
trar E para todos los puntos dentro y fuera del cilindro. Sugerencia: utilizar coordenadas 
cilindricas para la integración; por conveniencia, escoger el punto de campo sobre el eje x 
(¿Será esto suficientemente general?); posiblemente se requiera la siguiente integral definida: 


r* (A- B eos t)dt _ í ^ si A 2 >B 2 
Jo A 2 -2ABcoU + B 2 ~\ QúA 2 <b2 




Capítulo 



Ley de Gauss 


Si se parte la definición de divergencia dada en (1-66), se puede anticipar que el flujo de E 
a través de una superficie cerrada, es decir, su integral de superficie, será un tema de gran 
utilidad. Como se verá enseguida, la naturaleza del cuadrado inverso de la ley de Coulomb 
permite evaluar este flujo sobre una superficie de tamaño y forma arbitrarios. 


4-1 Derivación de la ley de Gauss 

Se desea demostrar que 


(f)E-da=~ 2 " 

S ^Odentro ^0 


(4-1) 


donde Q en es la carga neta contenida dentro del volumen limitado por la superficie 
arbitraria, S. De acuerdo con (3-2) se obtiene 



(4-2) 


Hay dos casos que merecen consideración especial. 

1. q¡ se encuentra dentro de S (figura 4-1). Si se recuerda lo visto en relación a la 
figura 1-26, se observa que 


R,ífa 

~RF 


da eos 0 

R- 


área ± to R 


R; 


L =dÜ 


(4-3) 


donde díl - elemento de ángulo sólido subtendido en q¡ por la superficie da. Para poder 
evaluar la integral en (4-2) se considera una esfera, S 0 , de radio R 0 con q¡ en su centro. 
Este mismo ángulo sólido di2 intersectará la superficie da 0 sobre esta esfera; como se 
puede observar en la figura, da 0 es paralela a R¡, de manera que si se utiliza (4-3) en este 
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caso, díl es también igual a da 0 /R 0 2 . Por lo tanto, la integral de (4-2) puede también 
escribirse como 



(4-4) 


dado que R 0 es constante para todos los puntos en la superficie de la esfera. Así, el ángulo 
sólido total subtendido por cualquier superficie cerrada con respecto a un punto dentro 
de ella es 4a, por lo que se puede escribir que 

= 4t 7 (si r¡ está dentro de 5) (4- 


i 


R,-¿/a 
s R, 2 



Figura4-1 La carga puntual se encuentra dentro de la superficies. 


2. q¡ está fuera de S (figura 4-2). Aquí se deben considerar los dos elementos de 
superficie, d&i y da 2 , de S que son recortados por el mismo ángulo sólido di 2 pero que se 
encuentran en lados opuestos de S. Sus distancias a q¡ se escriben como R ¿1 y R,- 2 . Como 
antes, se tiene que 




rfajCOS©, 

Rn 2 


= dü 


pero ahora, ya que @ 2 >rr/2, de manera que eos © 2 es negativo, 

A. 

R¡-da 2 da 2 eos @ 2 


Ra 2 


Rn 2 


= -dü 


y, por lo tanto, 


Rn 


R,-r/a 2 

~R^~ 


=o 


(4-6) 


de manera que la contribución neta de estos dos elementos de superficie a la integral de 
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(4-2) es igual a cero. Dado que todos los elementos de superficie de S se pueden aparear 
de esta manera, todas sus contribuciones a la integral se cancelarán mutuamente y, por lo 
tanto, 


i 


Rrda 


s R; 


= 0 


(si tj está dentro de S ) 


(4-7) 


Por ello, de acuerdo con (4-2), (4-5) y (4-7), 




-f 2 4- 

0 dentro 



(4-8) 


con lo que se ha demostrado la ley de Gauss tal como se enuncia en (4-1), y como ahora 
puede verse es consecuencia directa de la ley del cuadrado inverso que obedece la fuerza 
entre cargas puntuales. 



Figura4-2 La carga puntual se encuentra fuera de la superficie S. 


Se pueden exponer ahora algunas implicaciones importantes de este resultado. Cuales¬ 
quiera cargas que se encuentren fuera de una superficie cerrada no afectan el valor de la 
integral, aunque sus valores y localizaciones sí afectan el valor particular de E en cada punto 
de la superficie. De manera similar, la integral es función únicamente del valor total de las 
cargas que se encuentran dentro de la superficie y, por lo tanto, es independiente de sus 
localizaciones específicas dentro de dicha superficie; si las cargas cambian de posición, 
cabe esperar que el valor de E en un punto particular de la superficie cambie también, aun 
cuando el valor de la integral completa no se afecte. Dado que el resultado obtenido en 
(4-1) es una simple suma, se puede observar que cada una de las cargas contribuye indepen¬ 
dientemente al flujo total de E a través de S ; por lo tanto, una carga puntual dada, q, posee 
un flujo total de E igual a q/e 0 a través de cualquier superficie cerrada que la rodee. 

Si ahora se asume que las cargas dentro de S están distribuidas en forma continua 
con densidad p , se puede utilizar (2-14) para escribir 

Q e n=í P dT 

j y 

donde V es el volumen total encerrado por S. Si también se aplica el teorema de la diver¬ 
gencia (1-59), se puede escribir (4-8) como 
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ÍV-E^ifprfr (4-9) 

J v J v 

Dado que este resultado se aplica para cualquier volumen V arbitrario, será también válido 
para uno infinitamente pequeño, por lo que se pueden igualar los integrandos para obtener 

V -E= — (4-10) 

€ o 

Este importante resultado es una de las ecuaciones de Maxwell y es completamente equi¬ 
valente a la ley de Coulomb para la fuerza entre partículas cargadas. (Más adelante se verá 
la importancia de recordar que la densidad de carga p incluye todas las cargas, de cualquier 
fuente, ya que el campo eléctrico es producido, por definición, por todas ellas.) 

4-2 Algunas aplicaciones de la ley de Gauss 

Si la distribución de carga posee suficiente simetría, la ley de Gauss permite calcular de 
manera muy sencilla y conveniente el campo eléctrico. El problema principal es la elección 
de una superficie para las cuales la magnitud de E sea constante, y tales que E sea paraíso 
o perpendicular a ellas, tanto por facilidad en la integración como para evitar las dificulta¬ 
des que surgen cuando se desconoce la dependencia de E con respecto a la posición. Este 
procedimiento se demuestra muy claramente por medio de ejemplos, por lo que aquí se 
dará uno para cada una de las distribuciones continuas de carga que se han visto. 


Ejemplo 


Línea infinita de carga uniforme. Se supone que X = const. y también que la línea de carga 
coincide con el eje z; se utilizarán coordenadas cilindricas. Para una recta infinita, no tiene 
importancia en cual de sus porciones se realiza el estudio, ya que la carga se extiende hasta 
el infinito en ambas direcciones; por ello se concluye que E no puede ser función de z. De 
manera similar, no hay forma de distinguir entre dos valores de f¡, ya que la distribución de 
carga es la misma sin importar desde qué dirección perpendicular a z se le observe. Por lo 
tanto, E también debe ser independiente de ^ y, a lo más, debe depender solamente de la 
distancia p a la recta; así, la conclusión es E = E(p). 

Supóngase ahora que E tiene una componente paralela a la recta, es decir, que E z (p) 
0. En este ejemplo, la elección de la dirección positiva o negativa del eje z es completa¬ 
mente arbitraria; es decir no existe una distinción entre “arriba” y “abajo”. Pero si E z no 
fuera igual a cero, este mismo hecho constituiría una distinción entre arriba y abajo; por 
lo tanto, debe concluirse que E z = 0. De manera similar, no hay razón alguna para preferir 
un sentido para f>, por lo que E^¡ = 0. Por lo tanto, se llega a la conclusión de que, por la 
simetría de la situación, E sólo puede ser radial y se le puede expresar como E = Ep (p)p. 
Así, una superficie para la cual la de E es constante es un cilindro de radio p cuyo eje co¬ 
incide con la línea de carga la figura 4-3 muestra una sección finita de este cilindro, cuya 
longitud se ha elegido igual a L, y en ella se puede observar que su normal exterior, ríe, es 
exactamente p, por lo que también es paralela a E. Todo esto sugiere que se utilice la 
superficie curva de este cilindro como parte de la superficie de integración. Se puede ahora 
obtener una superficie cerrada si el resto de ella se hace consistir de las dos secciones 
circulares de radio p que se muestran, quedando así la superficie final de integración en la 
forma de un cilindro circular recto. Las normales exteriores de estas superficies superior 
e inferior se indican como ñ, ( y ñ/ y se puede observar que son iguales a z y —z, respec¬ 
tivamente. Aunque Ep tiene una dependencia desconocida con respecto a p en estas 
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superficies circulares, E es perpendicular a los vectores de superficie y por tanto su contri¬ 
bución al flujo total es nula. 

Después de toda esta discusión, la evaluación misma de la integral de superficies es 
lo de menos importancia. Se le puede escribir como la suma de integrales sobre la super¬ 



ficie curva y las caras superior e inferior (que aquí se designan con c, u y 1). Se recuerda 
también que Ep ( p ) es constante sobre la superficie curva, dado que p es constante. Así, 
en este caso (4-1) queda como 

<£)Eda = f E p (p)p-ñ c da + j E,,pñ u da+ jE 9 pñ,da 
= £» fd a +0+0=E p (p)2v P L=^ = ^ 

donde se han utilizado (1-76) y (2-16), esta última para encontrar la carga total dentro del 
cilindro, la cual es aquélla contenida en la recta de longitud L. Se puede observar que al 
despejar Ep, lalongitud arbitraria! se cancela,quedando Ep(p) = X/2npep. de manera que 



(4-11) 


lo que viene a ser exactamente el mismo resultado (3-9) que se obtuvo antes por integra¬ 
ción directa. 
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Ejemplo 

Plano infinito uniformemente cargado. Aquí se supone que o = const. y, para mayor 
claridad, que el plano coincide con el xy. La figura 4-4 muestra una vista de perfil de la 
situación. Dado que tanto la elección del origen como la orientación de los ejesx y y son 
completamente arbitrarias en este caso, E debe ser independiente tanto de x como de y. 
De manera similar, no hay aquí ninguna distinción básica entre derecha e izquierda o 
entre una dirección hacia afuera o hacia adentro del papel, por lo que E no puede tener 
componentes paralelas al plano. Por tanto, E solamente puede tener una componente z 
que, cuando mucho, podrá ser función de z, la distancia al plano. No existe tampoco 
ninguna diferencia real entre arriba y abajo, por lo que E siempre debe apuntaryaseahacia 
el plano o alejándose de él, dependiendo del signo de o. Así, E debe ser de la forma E = 
±E(z)z con el signo superior para z > 0 y el inferior para z < 0; E(z) puede ser positivo o 
negativo, pero la figura se dibujó para el caso en que E(z) es positivo. 

Estas consideraciones sugieren que la elección de la superficie de integración sea un 
cilindro recto que se extiende una distancia igual, D, hacia arriba y hacia abajo del plano, 
con caras paralelas al mismo y de área igual a A a ; en la figura, las normales exteriores se 
indican como ñ l( = z y ñ] = - z. E tiene la magnitud constante E(D) en estas caras. La 
superfice curva que conecta estas caras tiene sus lados perpendiculares al plano; una de 
sus normales exteriores se indica como y se puede observar que ñ,, • z = 0 para todas 
las porciones de la superficie curvada. También puede observarse que Q en es la carga 
recortada en el plano por la sección del cilindro y es, por tanto, igual a aA a. 



t 

Figura 4-4 Cálculo del campo de un plano uniforme infinito. 
De manera que en este caso, (4-1) se convierte en: 


(j)Eda = jE(D)zida + j E{D)(-z)-(-z)da + j E(z)z-ñ c da 
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= E(D )Aa + E( D ) Aa + 0= 2E(D )Aa = ^-"= — 


De aquí que E(D) = o¡ 2e 0 , que resulta ser independiente de D; por lo tanto, el campo 
eléctrico para este plano cargado está dado por 

E =±¿-2 (4-12) 

ze 0 

que es exactamente el mismo resultado (3-12) que se obtuvo por integración directa. 

Ejemplo 

Distribución de carga esféricamente simétrica. La distribución de carga está contenida 
dentro de una esfera de radio a. No es necesario suponer que la densidad de carga sea cons¬ 
tante, pero sí suponer que es independiente del ángulo, de manera que, cuando mucho, 
p = p(r); esto es lo que significa “esféricamente simétrica”. De esto se puede concluir que 
E es radial y que su magnitud es independiente del ángulo, por lo que se le puede expresar 
como E = Er{rfs. 

Dado que la magnitud de E es constante sobre una esfera de radio r se elige tal esfera 
como superficie de integración; su normal exterior es también r. Por lo tanto, el miembro 
izquierdo de (4-1) queda, al utilizar (1 -92), como 

(£)E-dti=<j) E r (r)i-rda= E r (r)<j) da = 4trr 2 E r (r ) (4-13) 


y, por lo tanto, 


E r (r) = 


Qe n 
4we 0 r 2 


donde 



(4-14) 


(4-15) 


y donde V{r) es el volumen de la esfera de radio r. Hay dos casos a considerar. 

1. Para puntos fuera de la esfera de carga, r > a. Aquí p(r ) = 0 si r > a, y el 
volumen de integración de (4-15) se reduce a V(a), es decir, el volumen total de la distri¬ 
bución de carga, de manera que 


0en= í y(a) P(r')dr' = Q (4-16) 

donde Q es la carga total contenida en la esfera. Así, (4-14) queda como 

E M =-^— 2 ('>«) ( 4 - 17 ) 

4m 0 r ¿ 

y el campo eléctrico afuera es el mismo que si toda la carga fuese una carga puntual 
situada en el centro de la esfera. Si se recuerdan (3-1) y (2-29) (en las que la carga total se 
escribió como Q'), se ve que éste es el mismo resultado obtenido por integración directa 
para la esfera de densidad de carga constante, pero ahora se puede apreciar que esta con¬ 
clusión es en general válida para cualquier esfera de carga, siempre y cuando la distribución 
de carga sea esféricamente simétrica. 
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2. Dentro de la esfera de carga, r < a. En este caso se puede utilizar (1-99) para 
escribir (4-1 5) en la forma 

Qi„= f 2n f f p(r')r' 2 sen0'dr'd0'd<p' = 4w f p{r’)r' 2 dr’ (4-18) 

-'o J o J o Jo 

lo cual, al sustituir en (4-14) da el campo interior como 

E r( r )=~^f p(r')r' 2 dr' ( r<a ) (4-19) 

No se puede proseguir si no se conoce la forma explícita de p(r'). 

Ejemplo 

Como un caso especial del ejemplo anterior, asúmase que p = const., es decir, que se tiene 
una esfera uniformemente cargada. En este caso la integral de (4-19) es 

f pr ,2 dr' = pf r' 2 dr’=\pr 3 
Jo Jo 

de manera que 

E Á r )=4j- (r<a) (4-20) 

->€ 0 



Figura 4-5 Campo de una esfera de carga uniforme, de radios, en función de la distancia 
r al centro. 

Esto puede ser expresado en función de la carga total Q por medio de (2-27); el resultado 
es 


EM ‘^¡ (,<a) <4 - 21) 

lo que demuestra que el campo aumenta linealmente con la distancia a partir de su valor 
cero en el centro; afuera de la esfera varía inversamente con el cuadrado de la distancia al 
centro, de acuerdo con (4-17). Nótese que tanto (4-17) como (4-21) dan el mismo valor 
0/4 7rt' 0 a2 en la superficie de la esfera de carga, donde r = a \ por tanto, el campo eléc- 
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trico es continuo a través de esta superficie. Estos resultados para la esfera uniformemente 
cargada se ilustran en la figura 4-5. 

Otras distribuciones de carga esféricamente simétricas, p(r), dan una dependencia 
diferente de E r con respecto a r dentro de la esfera, pero exactamente'la misma que se 
muestra en la figura 4-5 fuera de la esfera, cuando E r se expresa en función de la carga 
total contenida dentro de la esfera r-a. 

4-3 Cálculo directo de v - E 

Aunque ya se logró encontrar en (4-10) una forma de expresar la divergencia de E, ésta 
se obtuvo de manera indirecta, y resulta de interés ver cómo se puede obtener el mismo 
resultado por medio de un método directo que parte de la ecuación básica que define a E. 
Es conveniente comenzar con la expresión (3-3), la cual es apropiada para una distribución 
continua de carga. Si se realiza un producto punto con V en ambos miembros de (3-3), 
se tiene 


V-E= -r -— V• f (4-22) 

477C 0 J y> R 2 

Las derivadas en V se toman todas con respecto a las coordenadas, x,y y z del punto de 
campo, ya que es ahí donde se desea evaluar V-E(r). La integral definida de (4-22) se 
toma sobre un volumen de fuente específico, V': los límites de la integración serán cons¬ 
tantes o, cuando mucho, funciones de las variables del punto de fuente, es decir, de 
variables primas. (En el ejemplo de la sección 1-13, se ha visto un caso bidimensional en 
el que los límites contenían variables de integración.) Por lo tanto, la única dependencia 
de la integral con respecto ar puede ocurrir en el integrando y, dado que la integral defini¬ 
da puede ser interpretada como ellímite de una suma, se puede utilizar (1-116) generalizada 
al caso de la suma de más de dos términos e intercambiar el orden de diferenciación e 
integración. Si entonces se utiliza (1-117) observando que p(r') y dr' son constantes en lo 
que concierne a V, ya que sólo involucran coordenadas primas del punto fuente, se 
encuentra que (4-22) queda como sigue: 

(4 ‘ 23 > 

Pero de acuerdo con (1-147) se puede observar que el integrando es igual acero siempre que 
R ■+ 0, de manera que cualquier contribución a (4-23) debe provenir de la región que co¬ 
rresponde a R = | r — r' 1 = 0, es decir, de la vecindad inmediata al punto de campo. Así, 
para poder evaluar (4-23) que tiene la complicación de un integrando infinito en un punto, 
se utiliza un proceso de límite: se integra sobre un volumen pequeño pero finito, Ar , 
alrededor del punto de campo, P, y después se pasa al límite A t' -*■ 0. Es más fácil, pero 
no necesario, elegir A r ' como una esfera de radio R con centro en P, como se ilustra en 
la figura 4-6; se puede entonces hacer que R ->0. Nótese que, como siempre, R se dibuja 
hacia el punto de campo, es decir, liada el centro de la esfera. Dado que | r — r' | ^ o 
dentro de esta esfera, p(r') es casi constante e igual a p(r), de manera que se puede sacar 
de la integral; este procedimiento se vuelve más exacto a medida que R-+0. Al hacer esto 
se obtiene 



(4-24) 
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Se puede ahora hacer uso üe (1-135) para expresar las derivadas del integrando en función 
de las coordenadas primas; una vez hecho esto (incluyendo el cambio de signo), se puede 
aplicar el teorema de la divergencia (1-59) para convertir <,4-24) en una integral de super¬ 
ficie sobre la superficie A S' que encierra a A t': 

V-E=-f^d) (4-25) 

4^0 J&S' R 2 

Si ahora se recuerda (4-3), se puede observar que el integrando no es sino dSl, tomando en 
cuenta el hecho de que el ángulo entre R y da.' es de 180° , como se puede apreciar en la 



figura 4-6; por lo tanto, dado que P se encuentra dentro de AS 1 ', el integrando de (4-25) es 
exactamente igual a 47 t, de acuerdo con (4-5), y (4-25) queda 

V-E=-^ (4-26) 

€ o 

que es justamente lo que se había obtenido antes. Nótese que esta derivación viene a 
reforzar el hecho de que p debe ser evaluada en el punto en el que se conoce E(r ) y que 
el valor de V * E se desea obtener para ese mismo punto. 

Ejercicios 

4-1 El paralelepípedo rectangular de la figura 141 con a> b> c se rellena con carga de 
densidad constante, p. Se construye una esfera de radio igual a 2 a con centro en el origen. 
Encontrar el flujo $E°da a través de la superficie de esta esfera. ¿Cuál será el flujo si el 
centro de la esfera se coloca en el vértice (a,¿,c)? 

4-2 Una esfera de radio a con centro en el origen posee una densidad de carga dada por 
p = Ar 2 , donde A = const. Otra esfera de radio 2 a es concéntrica con la primera. Encon¬ 
trar el flujo )>E a a través de la superficie de la esfera mayor. 

4-3 La línea infinita de carga de la figura 4-3 se rodea con un cilindro infinitamente 
largo de radio p 0 cuyo eje coincide con ella. La superficie del cilindro posee una densidad 
superficial de carga constante, a. Encontrar E para cualquier punto. ¿Qué valor en partí- 
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cular de a hará que E = 0 para todos los puntos fuera del cilindro cargado? ¿Es razonable 
su respuesta? 

4-4 Una carga de densidad volumétrica constante tiene la forma de una plancha de 
grueso a. Las caras de la plancha son planos infinitos paralelos al plano xy. Tómese como 
origen el punto medio entre las caras y encuéntrese E para todos los puntos. 

4-5 Una esfera de radio a posee una densidad de carga que varía con la distancia, r, al 
centro de acuerdo con p = Ar m , donde A = const. Encontrar E para todos los puntos. 

4-6 Dos esferas concéntricas tienen radios a y b tales que b> a. La región entre ellas, es 
decir, r <2>, se rellena con carga de densidad constante. La densidad de carga es igual a 
cero en cualquier otro punto. Encontrar E para todos los puntos y expresarlo en función 
de la carga total Q. ¿Se reducen sus resultados a los valores correctos cuando a~K)? 

4-7 Un cilindro infinitamente largo tiene una sección circular de radio a. Se rellena con 
carga de densidad volumétrica constante, p ch . Encontrar E para todos los puntos dentro y 
fuera del cilindro. ¿Son ..us resultados consistentes con (4-11)? 

4-8 Dos cilindros coaxiales infinitamente largos tienen radios ay b tales que b~> a, como 
se muestra en la figura 4-7. La región entre ellos se rellena con carga de densidad volumé¬ 
trica dada por p c ^ = Ap n , en coordenadas cilindricas, siendo A y n constantes. La densidad 
de carga es igual a cero en cualquier otra parte. Encontrar E para todos los puntos. ¿Para 
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qué valores de n y a se deberían reducir sus resultados a los obtenidos en el ejercicio 4-7? 
¿Lo hacen? 

4-9 La región entre los cilindros coaxiales infinitamente largos de la figura 4-7 se rellenan 
con carga cuya densidad volumétrica es, en coordenadas cilindricas, p C h =Ae~ af> . Encon¬ 
trar E para todos ios puntos. ¿Bajo qué circunstancias simples se deberían reducir sus 
resultados de éste y del ejercicio 4-8 a los mismos valores de E? ¿Lo hacen? 

4-10 El campo electrostático promedio en la atmósfera terrestre en clima agradable se ha 
logrado evaluar experimentalmente y es aproximadamente igual a E = — E^Ae -0 ^ 4 Be 
~P p )&. Todas las constantes empíricas son positivas y z es la altura sobre la superficie 
(localmente plana). Encontrar la densidad de carga promedio en la atmósfera, en función 
de la altura. ¿Cuál es su signo? 

4-11 Cierto campo eléctrico está dado por E = E 0 (p/a) 3 p para 0<p<a, yE = 0en 
cualquier otro caso. Encontrar la densidad volumétrica de carga. 

4-12 Un campo eléctrico en la región r> a está dado por E r = 2A eos 8/r 3 , Eq =A sen 
6¡r 3 , E<p = 0, donde A = const. Encontrar la densidad volumétrica de carga en esta región. 
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potencial escalar 


Hasta ahora se han descrito los efectos electrostáticos completamente en función del cam¬ 
po vectorial E. Escribiendo en otra forma la expresión de E, se verá que es posible expresar 
sustancialmente la misma información en función de un campo escalar, lo cual es más con¬ 
veniente para muchos propósitos. 


5-1 Definición y propiedades del potencial escalar 


La definición básica del campo eléctrico está dada por la ecuación 3-1. Si se hace uso de 
(1-143) para remplazar R,-/R/ por —A (1/R/), y se usa (1-113) para escribir la suma de las 
derivadas como la derivada de la suma, se encuentra que (3-1) queda 




% 


4 t Te 0 Ri 

donde, como siempre, R¡ = |r — r,|. Por lo tanto, se puede ver que si se define 


< H r ) = 2 


Qi 


", 4*€o R, 


(5-1) 


(5-2) 


se puede escribir 


E(r) = — V<|>(r) 


(5-3) 


de manera que 


V XE = 0 


(5-4) 


de acuerdo con (1-48). El campo escalar recibe el nombre de potencial escalar o potencial 
electrostático. La unidad de medición del potencial escalar recibe el nombre de volt; de 
(5-3) se observa que el campo eléctrico también se puede expresar en volts/metro, que 
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de hecho, es su unidad más usada. Al combinarla con la unidad previa de newton/coulomb 
para E, se encuentra que 1 volt = 1 joule/coulumb. 

Dado que el rotacional del campo electrostático es igual a cero en todos los puntos, 
de acuerdo con (5-4), por medio del teorema de Stokes (1-67) se encuentra que 


<pE-í/s = 0 (5-5) 

donde C es una trayectoria cerrada arbitraria. Este resultado demuestra en forma explícita 
que el campo electrostático es un ejemplo de lo que se conoce como campo conservativo. 

En resumen, se ha encontrado que el campo electrostático vectorial se puede escribir 
como el gradiente negativo del potencial escalar, y que (5-2) viene a ser un método para 
calcular <p en cualquier punto de campo que se desee una vez dados los valores y locali¬ 
zaciones de las distribuciones de cargas puntuales fuente. Por ejemplo, si todo está dado 
en coordenadas rectangulares, se puede usar (1-14) para escribir (5-2) como 





_ <h _ 

47re 0 [ (x - x,) 2 + (y -y) 2 + (z - z,) 2 ] 1/2 


(5-6) 


Dado que <¡> es una cantidad escalar, resulta generalmente más fácil proceder indirectamen¬ 
te evaluando la suma (5-2) y después encontrando E por derivación de (5-3), en lugar del 
procedimiento directo de evaluar la suma vectorial (3-2); ésta es una de las razones por las 
que <¡> es de gran interés práctico. 

Si las cargas fuente poseen una distribución continua, se puede proceder exactamen¬ 
te como se hizo con las sección 2-4 y 3-1, utilizando (2-14) y (2-16) para escribir (5-2) en 
forma de integral; los resultados son: 


<í>(r) 


1 

f f>(r')dr 

4flre 0 . 

I y R 

1 

r o(r')da' 

47re 0 . 

>s R 

1 

r \(r')ds' 

1 

O 

J L ’ r 


(5-7) 

(5-8) 

(5-9) 


donde las integrales se toman sobre todos los volúmenes, superficies o líneas que contienen 
las cargas fuente o, de hecho, sobre todo el espacio,'ya que las densidades de carga respec¬ 
tivas desaparecen en las regiones donde no hay carga. Por último, si todas las posibilidades 
se encuentran simultáneamente presentes, se ve por (5-1) que el <p todal en un punto dado 
será la suma escalar de todas las contribuciones de (5 -2) y (5 -7) a (5 -9), y que el E total en un 
punto dado puede encontrarse como el gradiente negativo de este potencial escalar total. 

Queda cierta ambigüedad en los resultados, la cual surge al pasar de (5-1) a (5-2). 
Supóngase que, en lugar de (5-2), se hubiera elegido como definición de 4>a 


*(r)= 2 


<7, 


i-1 4 TT€o R i 


+ C 


(5-10) 
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donde C es una constante arbitraria. Cuando se sustituye esta ecuación en (5-3) se obtiene 
exactamente el mismo campo E dado por (5-1), ya que C- 0. En otras palabras, en prin¬ 
cipio el potencial escalar incluye una constante aditiva arbitraria y puede asignársele a ésta 
cualquier valor conveniente sin modificar ninguna característica esencial de un problema 
dado. No es conveniente estar acarreando esta constante en todos los cálculos, por lo que 
la práctica general es simplemente escoger C = 0, para quedar otra vez con (5-2) y las ecua¬ 
ciones que de ésa se derivan. Para entender el significado de esta convención, supóngase 
que todas las cargas en (5-2) ocupan una región finita del espacio; así, se puede elegir el 
punto de campo, r, tan alejado de todas las cargas que todas las R¡ -► 00 y <j> (r)-*0. En otras 
palabras, con la elección de (5-2) el potencial escalar se anula “en el infinito”. Mientras que 
esta convención estándar será la que nonnalmente se use en este libro, hay algunas situacio¬ 
nes en que resulta más conveniente elegir otros puntos, como la superficie de la tierra, pa¬ 
ra que tengan un potencial igual a cero; cuando esto ocurra, se mencionará explícitamente; 

Existe otra manera muy útil de expresar la relación entre E y 0. Considérese la integral 
de línea de E entre un punto inicial, P¡ , en r 1 y un punto final, P¡, en r 2 , como se ilustra 

J^E-ds — J^ 2 —V({>-ds= — j 2 d<p= -{4>2-4 >i)= - [ 0(r 2 ) “ 0(i“i) ] 

en la figura 1-22 donde se han utilizado (5-3) y (1-38). Utilizando (5-5) se puede escribir 
esto mismo como 


A<f> = <j>(r 2 ) — <f>(r i)— — j E-ds= J E-ds (5-11) 

lo que viene a ser una relación entre el cambio del potencial escalar, A0, y la integral de 
línea del campo eléctrico. Dado que el resultado depende únicamente de los valores de 0 
en los puntos extremos, el valor de la integral es independiente de la trayectoria , lo que, 
como se recordará, es otra forma de decir que el campo E es un campo conservativo. [Si la 
trayectoria es cerrada, r 2 —r 1 y (5-11) da (5-5) de nuevo.] Nótese que A0 dada por (5-11) 
para encontrar la diferencia de potencial entre dos puntos si se conoce el campo E por otros 
medios, tales como los que se vieron en los dos últimos capítulos, ya que se puede usar el 
valor conocido de E y evaluar la integral sobre cualquier trayectoria conveniente, conside¬ 
rando que dicha integral es independiente de la trayectoria que se siga. Como se verá más 
adelante, este procedimiento resulta de gran utilidad cuando se supone que las cargas se 
extienden hasta el infinito, de tal manera que 0 pudiera no ser igual a cero en el infinito o 
incluso tener un valor infinito allí, en otros puntos inconvenientes, o en otras situaciones 
en las que es difícil utilizar (5-7) a (5-9). 

Una superficie donde 0 es constante recibe el nombre de superficie equipotencial. Ya 
se vio en la sección 1-9 que el gradiente de un escalar es normal a la superficie de valor 
constante del escalar y tiene la dirección de la máxima razón de cambio del escalar. Como 
resultado de esto, y de acuerdo con (5-3), se puede observar que la dirección de E es per¬ 
pendicular a la superficie equipotencial y en el sentido en que 0 disminuye. Esto se ilustra 
en la figura 5-1, en la que las superficies equipotenciales se indican como curvas sólidas y 
las líneas punteadas indican la dirección de E en cada uno de los casos, para (¡> 3 > 0j > 0¡. 
(La curva que se define como tangente a la dirección de E en cada punto recibe el nombre 
de “línea de fuerza” o “línea de E”. Es convencional dibujarlas de tal manera que la den¬ 
sidad de las líneas sea proporcional a la magnitud de E, es decir, que el valor numérico de 
E es mayor en las regiones donde las líneas de campo se encuentran más juntas unas de otras 
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'.''i 

Figura 5-1. Superficies equipotenciales (sólidas) y líneas del campo eléctrico (punteadas). 

que en las regiones donde están más separadas.) Esta relación de ortogonalidad mutua, que 
ilustra en la figura, permite lograr una visualización de la situación al dibujar las líneas de 
campo una vez que se ha despejado 0para encontrar las superficies equipotenciales; tam¬ 
bién resulta útil a la inversa, es decir, dibujar las equipotenciales a partir de las líneas de 
campo conocidas. 

Ejemplo 

Carga puntual sola. Se tratarán de ilustrar algunas de estas ideas con el ejemplo más simple 
posible, es decir, el de una carga puntual, Q, situada en r en este caso, (5-2) se reduce a un 
solo término: 
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donde R — |r — r'|. Cuando esto se combina con (5-3) y (1-143), el resultado es 


E(r) = 


6R 

4t tc 0 R 2 


(5-13) 


que, desde luego, va de acuerdo con (3-2) aplicada a una sola carga. El valor de 0 dado por 
(5-12) como función de la distancia,/?, medida desde Q se muestra en la figura 5-2 para los 
dos signos posibles de Q. Las superficies equipotenciales se encuentran al depejar R de 
( 5 - 12 ) y dejar que 0 tenga un valor definido; la ecuación resultante es 


/? = 


í> 

47TÍ 0 <j> 


(5-14) 


de manera que estas superficies corresponden a R = conts., es decir, son esferas con centro 
en la carga Q. La figura 5-3 muestra esta situación en la que se ha supuesto que Q es positi¬ 
va, de modo que <¿>3 > 02 > 0i • De acuerdo con la figura 5-1, E debe ser perpendicular a 
estas esferas y, por lo tanto, debe estar dirigido radialmente hacia afuera, de acuerdo con 
(5-13). 

En principio, una ecuación como (5-7) representa una solución completa a un pro¬ 
blema de electrostática. Sin embargo, como ya se verá, algunos problemas no se enuncian 
de manera que permita usar (5-7) directamente, o resulta muy difícil hacerlo. Por ejemplo, 
podría darse la distribución de carga únicamente dentro de una región finita del espacio, 
siendo desconocida fuera de esta región, y los valores de 0 en las superficies limitantes de 
la región. Generalmente no puede usarse (5-7) en un caso así; sin embargo, se puede encon¬ 
trar otra manera de encarar el asunto. Si se combinan (5-3) y (4-10), se pueden eliminar E 
para encontrar, con el uso de (1-45), que 


V 2 0= — — (5-15) 

e o 

En otras palabras, el potencial escalar satisface esta ecuación diferencial que se conoce co¬ 
mo la ecuación de Poisson. En las regiones donde p =0, (5-15) se reduce a la ecuación de 
Laplace: 




100 


ti potencial escalar 


V 2 <j> = 0 (5-16) 

Se dejará hasta el capitulo 11 el estudio detallado del uso de estas ecuaciones y la justifi¬ 
cación de tales procedimientos. 

Por último, se puede decir aquí, que las ecuaciones fuente de E, (4-10) y (5-4), junto 
con los resultados (5-3) y (5-4), están en completo acuerdo con el teorema de Helmholtz 
enunciado en (1-106) a (1-108). 

A continuación se consideran algunos ejemplos más elaborados sobre el cálculo del 
potencial escalar para distribuciones de carga continuas. 

5-2 Distribución esférica y uniforme de carga 


Esta es exactamente la misma distribución de carga que se vio en la sección 2-5, es decir, 
una carga total, Q, contenida en una esfera de radio a con densidad constante de carga 
p - 3<2/47ra 3 . Se vuelve a utilizar el sistema coordenado que se muestra en las figuras 2-6 y 
2-7 ; el punto que en esas figuras se utilizó para denotar la posición de q, debe interpretarse 
ahora como el punto de campo, para el que se desea obtener 0. Como antes, R 2 =z 2 ■+ 
r' 2 — 2zr eos d', de tal manera que (5-7) queda 


<f> = 


P 

47re 0 



_ r' 2 senQ' dr'd6'd<p' 

(z 2 + r' 2 — 2zf'cosP') l,/2 


(5-17) 


donde se ha usado (1-99) y se ha sacado el valor constante de p de la integral. La integra¬ 
ción sobre dy' puede realizarse de una vez y da 27r. Si se hace otra vez p = cos 0', y se uti¬ 
liza (2-22), se encuentra que (5-17) queda como 


<t> = 


JL [\'2 dr , n - dB - 

2.e 0 J 0 J-i ( z 2 + r ' 2 -2zr'ii)' /2 


La integral sobre p puede encontrarse con la ayuda de tablas y es 


(5-18) 


(z 2 + r' 2 ~ 2zr'p) 


1/2 


zr 


— ~7 (l z + r ’\ 
, zr 


(5-19) 


Existen dos casos que deben ser considerados. 

l. Fuera de la esfera. Aquí, z > a: dado que debe suponerse que z es positiva, por 
simplicidad, y ya que r < a , se tiene que z > r , de modo que el paréntesis de (5-19) se 
vuelve (z + r’) — (z — r’)~ Ir’ y la integral sobrepes iguala 2/z. Al sustituir esto en (5-18) 
e integrar sobre r . se encuentra el potencial en un punto fuera de la esfera, 0 O , como 


ó = Q 

■ ° 3 e 0 z 4 tt€ 0 z 


(5-20) 


2. Dentro de la esfera. Aquí' z < a, de tal manera que r' puede ser mayor o menor 
que z. Cuando z < r <a, (5-19) se ve asi': 


-L[(r' + z)-(r' 
zr L 
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mientras que cuando r <z <z, (5-19) es igual a 2/z, como antes. Dado que la integral so¬ 
bre q adquiere estos diferentes valores para los diferentes rangos de r, se debe evaluar la in¬ 
tegral sobre r como la suma de dos integrales con integrandos adecuados al rango de que 
se trata; asi, la expresión para el potencial dentro de la esfera <j>¡, de acuerdo con (5-18), es 



Nótese que (5-20) y (5-21) dan el mismo valor de potencial, Ql4ire 0 a, para la superficie 
de la esfera, donde z —a. 

Se pueden generalizar fácilmente estos resultados a una posición arbitraria. El pun¬ 
to de campo se tomó sobre el eje z por simple conveniencia en la evaluación de la integral. 
El vector de posición del punto de campo resulta así r =zz, de modo que |r| =r =z y r = z; 
esto hace posible expresar los resultados para cualquier punto de campo en función de la 
coordenada esférica r, es decir, su distancia al origen, o sea, al centro de la esfera. Por lo 
tanto, (5-20) y (5-21) dan las siguientes expresiones generales del potencial en cualquier 
punto dentro o fuera de la esfera: 


<t>Á r ) = 


pa 3 _ Q 

3 € 0 r 4í re 0 r 


(5-22) 


* w- ^ (3 “ ! - r2) -8Íb( 3 ~?) <5 ' 23> 

Como comprobación del cálculo de <j>, se puede ver si da los campos eléctricos cono¬ 
cidos. Si se sustituyen (5-22) y (5-23) en (5-3), y se usa (1-101), se encuentra que los cam¬ 
pos eléctricos fuera 



Figura 5-4 El potencial en función de la distancia r desde el centro de una distribución es¬ 
férica y uniforme de carga, de radio a. 
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y dentro de la esfera son, respectivamente, 


E __ pa 3 f _ Qr 

3 € 0 r 2 47re 0 r 2 

(5-24) 

r . prf . Qrf 

3e 0 477 e 0 a 3 

(5-25) 


los cuales concuerdan con los resultados (4-17), (4-20) y (4-21) que se obtuvieron por me¬ 
dio de la ley de Gauss. 

De acuerdo con (5-22) y (5-23), los valores constantes de $ corresponden a valores 
constantes de r; en otras palabras, las superficies equipotenciales son esferas concéntricas 
con centro en el origen (es decir, en el centro de la distribución de carga). La figura 5-4 
muestra la gráfica del potencial en función de r: la pendiente negativa de esta curva da un 
campo eléctrico E r que ya se había mostrado antes en la figura 4-5, resultando de gran in¬ 
terés comparar las dos figuras con esto en mente. 

5-3 Distribución lineal y uniforme de carga 

Como un ejemplo de la aplicación de (5-11) para encontrar el potencial, considérese la carga 
lineal uniforme e infinita para la que ya se ha encontrado antes el campo eléctrico y que 
fue dado por (3-9) como E = ( \l2nc 0 p)p. Dado que E sólo tiene componente p, a partir 
de (5-3) y (1-85) se puede observar que 0 es independiente de <py z, es decir, que es fun¬ 
ción exclusiva de p. Esto ya demuestra que las superficies equipotenciales serán cilindros 
coaxiales cuyo eje coincidirá con la línea de carga, ya que 0 —const. implica que p =const. 
Ya que se puede utilizar la trayectoria más conveniente, tómese la que se ilustra en la fi¬ 
gura 5-5; la trayectoria está sobre un plano perpendicular a la distribución de carga, la cual 
lo intersecta en el origen. Se integrará a lo largo de la recta en la dirección constante de p 
a partir del punto inicial 1 hasta el punto final 2, cuyas distancias a la carga son p, y p 2 
respectivamente. De la figura puede observarse queds — pdp para este caso, por lo que el in¬ 
tegrando de (5-11) es E • pd p = E p dp de acuerdo con (1-21), de tal forma que (5-11) se 
convierte en: 


<MP2)-<KPi) = 


f p i Xdp 
J P , 2tt e 0 p 



(5-26) 


Este método proporciona la diferencia de potencial entre los dos puntos, pero se desea sa¬ 
ber el valor absoluto de 0 en cada uno de ellos. El término logarítmico en (5-26) puede 
escribirse como [(-lnp 2 ) —(—Inp,)] 



Figura 5-5. Trayectoria de integración utilizada para encontrar la diferencia de potencial 
debida a una línea de carga uniforme. 
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y, dado que la constante aditiva se cancelará en el miembro izquierdo, por comparación 
de ambos miembros de (5-26) se puede llegar a la conclusión de que 0 tiene la forma 

<í> ( P ) =-2“ ln P+C (5-27) 

donde C es alguna constante. Ahora, a medida que p -»• °°, el 1 np -+ 00 de tal manera que si 
se trata de mantener la convención de que 0 se anula en el infinito, se debe concluir que 
C es también igual a infinito. La razón de la presente dificultad consiste en que en este 
caso la carga no es finita, sino que se extiende hasta el infinito, mientras que la convención 
de que 0 se anula en el infinito partió de (5-2) y de la suposición de que toda la carga que¬ 
daba confinada a un volumen finito, como fue el caso en el ejemplo anterior de la esfera. 
Aunque en esta etapa todavía resulte incómodo este hecho, lo cierto es que el0 de (5-27) da 
el campo E correcto por medio de (5-3). A veces resulta más conveniente expresar (5-27) 
de otra manera; si se introduce una nueva constante p Q , haciendo que C = Xlnp 0 /27re 0 , 
entonces (5-27) luce de esta forma: 

(5 ' 28) 

Cuando p = p u , 0 (p 0 ) = 0, de tal manera que el significado físico de p G resulta serla dis¬ 
tancia escogida para que 0 sea igual a cero, ya que esto no puede ocurrir en el infinito. La 
derivada de 0, tal como se obtiene de (5-28) y que da E, no se afecta por la elección de p D , 
como tampoco se afecta la diferencia de potencial, la cual todavía es igual a (5-26). 

Dado que estos resultados se originaron de la suposición de que la carga lineal ya era 
infinitamente larga, resulta de gran utilidad volver a enfocar el problema desde un nuevo 
punto de vista, comenzando con una carga lineal uniforme de longitud finita para la cual 
se obtendrá un resultado finito, y después observando que ocurre a medida que la longitud 
de la línea crece hasta el infinito. Así se podrá obtener también una manera lógica para 
elegir p 0 . Considérese la distribución de carga que se muestraen la figura 3-8 para X = const., 
y calcúlese 0 para el punto general P (p, <p, z). Dado que la distribución de carga coincide 
con el eje z, r = z' z, mientras que r + 0 2 zz, de acuerdo con (1-81). Por lo tanto, R=pp 
+ (z — z')z, de manera que R = [p 2 + (z — z') 2 j 1 / 2 y, dado que ds = dz' para este caso, 
(5-90) se convierte en: 


0 = 


4 7T€, 


n 


dz' 


€ ° J - L ' [p 2 + {z-zf]' /2 
La integral es fácil de evaluar por medio de tablas, resultando 


(5-29) 


z + L, + [p 2 + (z + L,) 2 ] l/2 
z-L 2 +[p 2 + (z-L 2 ) 2 ] 7 

[Se deja como ejercicio verificar que cuando (5-30) se usa en (5-3), se obtiene la misma E 
que se encontró por evaluación directa en el ejercicio 3-11.] Supóngase ahora que la línea 
de carga es muy larga, pero todavía no infinita, es decir, qu eL 2 >p,L 2 >\z\,Li>p y L x 
>\z\, de modo que se pueda obtener una buena aproximación de 0 en situaciones en las 
que el punto de campo no está muy cerca de los extremos de la distribución de carga ni 
muy lejos de ella en relación a su longitud. El numerador del argumento del logaritmo en 
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(5-30) no presenta ningún problema y es aproximadamente igual a 2L 1( dado que se 
puede eccribir z + L í = L,, por lo que se puede despreciar a p en comparación con Li. 
Se debe tener mucho cuidado con el denominador, ya que el omitir z y p se anularía; 
por esta razón se le desarrolla en una serie de potencias en términos de una cantidad pe¬ 
queña apropiada, y se toma el ténnino no nulo de menor orden. Se utiliza la expresión 

(l±x) 1/2 =l±ix-|.v 2 ±... (5-31) 


aunque solamente se requiera de los primeros dos términos y el signo superior. Si ahora se 
factoriza/.j — z, el denominador queda como 


r 

? 

1/2 1 


/ 2 \l/2' 

- 

1 + P 2 

(L 2 ~z) 2 j 

J 

— 2-2 

[~ l + (' + r?) 1 


— ~ 1 + 1 + 


2L 2 2 


2Ln 


Al sustituirlo en (5-30) junto con 2 L x en el numerador, se obtiene 


<í>z^ ——ln 
4 7te n 


4L 2 L, 


27re. 


ln 


(4L 2 Lj) 


m t 


(5-32) 


que es exactamente de la forma (5-27) ó (5-28). Se llega asi a la misma expresión general 
de 0 a medida que se tiende al límite de una recta infinita. Nótese que (5-32) es indepen¬ 
diente de z, lo cual es razonable ya que si uno no se acerca demasiado a los extremos de 
esta recta muy larga, un desplazamiento paralelo ala recta lleva a un punto desde donde la 
distribución de carga parece ser esencialmente la misma. 

Si ahora se deja que L 2 y L, tiendan a infinito en (5-32), se vuelve a obtener un va¬ 
lor para 0. Esta manera de resolver el problema no ha hecho desaparecer los valores infi¬ 
nitos, pero permite tener una idea más clara de cómo se producen. 

Existe un caso muy interesante en el que esta ambigüedad en 0 desaparecen por la 
naturaleza misma del sistema. 


Ejemplo 


Dos cargas lineales paralelas y de signo opuesto. Considérese el sistema formado por una 
carga lineal uniforme muy larga de densidad X y otra de densidad -X. Se consideran valores 
de ¿ 2 yí, que se muestran en la figura 5-6. La distancia p en (5-32) para la variable en 
coordenadas cüíndricas, pero resulta claro que es la distancia perpendicular de la línea de 
carga al punto de campo P; en este caso, las distancias se indican como p+ y p . en la figu¬ 
ra. Si se supone que L 2 y ¿i son ya suficientemente grandes, se puede utilizar (5-32). De 
esta manera, los potenciales individuales debidos a estas dos cargas lineales son 



(4¿2¿.)' /2 ' 

P + 


2m a 


ln 


(4L 2 L,) l/2 1 


0- = 


P- 
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Figura 5-6. Dos cargas lineales paralelas de signo opuesto, 
de manera que el potencial total en P es 


<#>=<!>+ +<t>- = 



(5-33) 


y la dependencia en Z, 2 y ha desaparecido./4 llora se puede considerar que¿ 2 y Li tienden 
a infinito, y el resultado sigue siendo sin ambigüedades el mismo de (5-33). En un caso, 
específico, p + y p . deben ser evaluadas en función del sistema de coordenadas particular 
que se esté utilizando. Como ilustración de este punto, considérese el caso en que las car¬ 
gas lineales son paralelas al eje z y que la recta de longitud 2 a entre ellas descansa sobre el 
eje*, estando el origen a la mitad de la distancia entre ellas y P sobre el plano xy, como se 
indica en la figura 5-7. Se utilizan las coordenadas polares p y <p para especificar la posición 
de P. Al aplicar la ley de los cosenos, se encuentra que p 2 = a 1 +p 2 ~2ap eos ip y p 2 —= 
a 2 +p 2 + 2ap eos ip, de modo que (5-33) puede escribirse 


<Hp><p) 


> J ) ■ > J i 

4tt£o \p+ 2 ) 47re 0 \ a 2 + p 2 — 2apcos<p / 


(5-34) 



Figura 5-7. Geometría para el potencial de dos cargas lineales paralelas al eje z. 
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y de acuerdo con (5-3) y (1-85), las componentes de E son 




9<j> _ X (p-acosqp) _ (p + acostp) 
3 p 2tt£ 0 p + 2 p_ 2 


Xa(p 2 — a 2 )cos(p 

7T£ 0 p + 2 p_ 2 


(5-35) 


1 9<f> _ Xa(p 2 + a 2 )sén«p 
P 3<P 7T£oP + 2 p _ 2 


mientras que E z = — d(j)/d z = 0. 

Las superficies equipotenciales (f> = const. están dadas por (5-34) como 

_ e 4irto<J>/X _ cons t 

P + 


(5-37) 


Esta ecuación es más fácil de interpretar en coordenadas rectangulares; por inspección de 
la figura 5-7 se ve que resulta 


(x + af+y 2 =e4mifP /x 
(x-a) 2 +y 2 

lo que, con un poco de álgebra se puede expresar como 

(x-acothr,) 2 +y 2 = ( s ^) 2 (5-38) 



Figura 5-8. Equipotenciales (sólidas) y líneas de campo eléctrico (punteadas) para dos car¬ 
gas lineales de signo opuesto paralelas al eje z. 
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donde r¡ ~ 2 tt e o 0/A. Esto no es sino la ecuación de una circunferencia de radio a/senhíj 
cuyo centro está desplazado una distancia a coth?j sobre el eje x. En otras palabras, las 
superficies equipotenciales son cilindros cuyos ejes son paralelos al eje z cuyas interseccio¬ 
nes con el plano xy son las circunferencias dadas por (5-38). Estas circunferencias se indi¬ 
can como curvas sólidas en la figura 5-8. Nótese que aquéllas cuyo centro queda sobre el 
eje x positivo corresponden a 0 > 0, mientras que las que quedan sobre el eje x negativo 
corresponden a 0 < 0. Nótese también que el plano ys (x = 0), es la superficie equipoten¬ 
cial para 0 = 0; es fácil ver que esto es correcto a partir de la figura 5-7 en la que cada pun¬ 
to sobre el eje y tiene p + = p ., haciendo que 0 = 0, de acuerdo con 5-33). 

Las líneas de E son perpendiculares a estas equipotenciales como ya se sabe, y se 
muestran en la figura 5-8 como líneas punteadas. Los resultados de este caso pueden ser 
usados para ilustrar cómo se puede encontrar una ecuación explícita para estas curvas. Co¬ 
mo ya se ha mencionado, una línea de E se define tangente a la dirección de E en el punto 
correspondiente. Por lo tanto, sí da x ¡- representa un pequeño desplazamiento a lo largo de 
una línea de E (línea de fuerza), es necesariamente paralelo a E en ese punto; esto se mues¬ 
tra en la figura 5-9. Por lo tanto, se puede escribir 

ds lf =kE (5-39) 

dado que tienen la misma dirección, y donde k es una constante de proporcionalidad de 
dimensiones apropiadas. Se puede usar (5-39) para obtener una ecuación diferencial para 
la curva que describe la línea de E. 

Para poder aplicar (5-39) en el caso particular anterior, nótese que ds X j es igual a 
dr según se expresa en (1-82), donde r es el vector de posición de cada uno de los puntos 
de la curva. Dado que la línea de E descansa sobre el plano p<p, dz = 0 por lo que (5-39) 
queda 


dpp + pdq>q> = k(E p p + £,,<£>) 


(5-40) 


Al igualar componentes se obtiene 


dp = kE p y pdy=kE <p 


y se puede ahora eliminar k dividiendo la primera ecuación por la segunda. El resultado es 


ldp = ^l 

P dcp E v 


(5-41) 


El miembro derecho de (5-41) es una función conocida de p y <p, que, en principio, hace 
posible integrar esta ecuación para encontrar p en función de <p, es decir, la ecuación de la 
línea de fuerza. 

En este caso, si se sustituye (5-35) y (5-36) en (5-41), se encuentra que 
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J dp = (p 2 ~ a 2 ) eos y 
P (p 2 + £7 2 ) sintp 


o sea, 

{p 2 + a‘-)dp _ eos <pdcp (5-42) 

p(p 2 — a 2 ) *‘«<P 

Esta ecuación puede integrarse con ayuda de tablas para tener 

lnf--— ) = lnsen<p + lnÁÍ 

V P ) 

donde la constante de integración se escribe en función de la constante K. De este resul¬ 
tado se desprende que la ecuación deseada es 

p 2 — a 2 = Kpsentp (5-43) 

Para cada valor de K se obtiene una línea de fuerza correspondiente. Si se expresa (5-43) en 
coordenadas rectangulares con la ayuda de (l-74)y (1-75), se ve que puede escribirse como 

x 2 + {y-{K) 2 = a 2 + ({K) 2 (5-44) 

lo que demuestra que las líneas de E también son arcos de circunferencia; una circunferencia 
dada tiene un radio ( a 2 + 1 /4A' 2 ) 1 / 2 y su centro se encuentra desplazado una distancia 
1/2 K sobre el eje y. Estas son precisamente las curvas graficadas con líneas punteadas en 
la figura 5-8 y se puede apreciar, como era de esperarse, que se originan en las cargas posi¬ 
tivas y terminad en las negativas, ya que de (5-43) se desprende que cuando 0 ó jr, p = 
±a ó, de acuerdo con (5-4), que x = ±a cuando y = 0. 

5-4 El potencial escalar y la energía 

En general, los cambios en potencial están relacionados con cambios en energía. Considérese 
una carga puntual, q, en equilibrio bajo la acción de una fuerza electrostática F^, y una 
fuerza mecánica F q m . Esta condición se describió en (2-9) sólo para dos cargas, pero es 
claro que se puede extender al caso en que más de una carga esté actuando sobre q. En este 
caso, es apropiado usar (3-1), de manera que la condición de equilibrio es 

F 1? + F í ,m = ? E + F í ,m =0 


o sea. 


F ,,= -? F (5-45) 

Supóngase ahora que la carga se mueve infinitamente despacio desde un punto inicial, rj, 
a un punto final, r 2 , siguiendo una trayectoria dada. En estas circunstancias, la velocidad 
siempre será esencialmente cero y constante, de tal forma que la aceleración es igual a cero. 
Por lo tanto, la carga siempre estará en equilibrio, o casi en equilibrio, de modo que se puede 
aplicar (5-45). Se ha establecido este procedimiento para poder calcular la cantidad de tra- 



El potencial escalar y la energía 


109 


bajo reversible en sentido termodinámico que realiza la fuerza mecánica externa y, al man¬ 
tener la velocidad igual a cero, se puede asegurar que no existen efectos disipativos o de 
fricción. Si W,_^ 2 es el trabajo realizado por el agente externo que ejerce la fuerza mecá¬ 
nica, se obtiene 

w \-‘j’f ¡ 2 E-ds = q[(/>(r 2 )-<f>(r l )] (5-46) 

al usar (5-1 1). En otras palabras, el trabajo realizado sobre la carga es igual a la carga mul¬ 
tiplicada por la diferencia de potencial. Bajo tales circunstancias, el trabajo realizado puede 
ser igualado al cambio en energía potencia, AU C , de la carga, de manera que (5-46) se vuelve 

A U e = ?[<f»(r 2 ) ~ <Mr,)] = q A0 (5-47) 

Nótese que este cambio A U l: es independiente de cualquier constante aditiva que pueda 
ser incluida en 0. Dado que el miembro derecho de (5-47) ya tiene la forma de una dife¬ 
rencia, es natural escribir el miembro izquierdo de la misma manera, es decir, A U e = U e 
= U c (r 2 ) - U,. (r t ) y, por comparación, se puede definir la energía potencial de una car¬ 
ga q en r, U e (r), como 

U,(r) = í/(¡>(r) (5-48) 

Como es usual con la energía potencial, se puede sumar cualquier cantidad constante ar¬ 
bitraria al miembro derecho de (5-48) sin afectar la diferencia, de manera similar a como 
se haría con 0. es decir, como en (5-10). Generalmente se usará la forma (5-48) debido a 
que posee la conveniente propiedad de que cuando 0 se anula en infinito, U e también lo 
hace. Dado que la energía ü e se mide en joules, de (5-48) se deduce que la unidad de 0, 
el volt, es igual a 1 joule/coulomb. 

Ejemplo 


Dos cargas puntuales. Considérese un sistema de dos cargas, q y Q, separadas una distancia 
R según se muestra en la figura 5-10. El potencial en la posición de q está dado por (5-12) 
y cuando se le sustituye en (5-48) se encuentra que 


U = 

e 47Tt 0 R 


(5-49) 



Figura 5.10 Posiciones relativas a dos cargas puntuales. 
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Esta energía puede interpretarse como el trabajo necesario para llevar a q desde el infinito 
a su posición r , mientras la carga Q permanece fija en r'. Pero, debido a la simetría de la 
expansión, también se le puede interpretar como el trabajo requerido para llevar a Q desde 
el infinito hasta r’ manteniendo a q fija en r. En otras palabras, es más correcto considerar 
a U e como la energía potencial mutua del sistema de dos cargas, en vez de asignarla a una 
de las cargas o a la otra. Se volverá a considerar este asunto de la energía potencial de un 
sistema de cargas con mayor detalle en el capítulo 7, 

Ejercicios 

5-1 ¿Puede el vector E = (yz — 2x)x + xzy + xyz ser un posible campo electrostático? 
Si la respuesta es afirmativa, encontrar el potencial 0 a partir del cual se puede obtener E. 
5-2 ¿Podría interpretarse al vector A del ejercicio 1-15 como un campo eléctrico conser¬ 
vativo? Si la respuesta es afirmativa, encontrar el potencial 0 a partir del cual se podría ob¬ 
tener por medio de (5-3). 

5-3 Dos cargas puntuales q y — q se encuentran sobre el eje z en z = a y—a respectivamen¬ 
te. Encontrar 0 en cualquier punto (x, y, z ). Demostrar que el plano xy es una superficie 
equipotencial y encontrar su potencial. Explicar el resultado. 

5-4 Considérese la distribución de carga del ejercicio 3-2. Encontrar el potencial en el 
centro del cuadrado. ¿Por qué no es posible encontrar E en el centro del cuadrado a par¬ 
tir de este resultado? 

5-5 Considérese un cubo de lado a con la localización y orientación del cuerpo mostra¬ 
do en la figura 1-41. Hay una carga puntual, q, en cada uno de los vértices. Encontrar 0 en 
el centro de la cara para la cual x = a. 

5-6 En una cierta región del espacio, el campo eléctrico E es constante. Demostrar que 
un potencial adecuado para este caso es 0 — — E*r + 0 O , donde 0 O es constante. ¿Cuáles 
son las superficies equipotenciales? 

5-7 Obtener los resultados (5-22) y (5-23) utilizando (5-11) y los campos dados por (5-24) 
y (5-25). 

5-8 Una esfera de radio a posee una carga total, Q, distribuida uniformemente en todo 
su volumen. El centro de la esfera se encuentra en el punto (A, B, C ). Encontrar el poten¬ 
cial 0 en cualquier punto (x, y, z,) fuera de la esfera y, a partir de éste, las componentes 
rectangulares de E en ese punto. 

5-9 Una esfera de radio a posee una densidad de carga que varía con la distancia r al cen¬ 
tro, de acuerdo con p = Ar", donde A =const. yn^O. Encontrar <j >para todos los puntos 
dentro y fuera de la esfera, por medio de (5-7), y expresar los resultados en función de la 
carga total Q de la esfera. 

5-10 Encontrar 0 para todos los puntos dentro y fuera de la esfera de carga del ejercicio 

4- 5 por medio de (5-11). Graficar 0 en función de r. 

5- 11 Encontrar 0 en todos los puntos para la distribución de carga del ejercicio 4-6. Expre¬ 
sar la respuesta en función de la densidad de carga constante, p, y graficar 0en función der. 
5-12 Encontrar 0 para todos los puntos fuera y dentro del cilindro descrito en el ejercicio 
3-13. 

5-13 Considérense la distribución de carga del ejercicio 3-10 y la figura 3-7. Encontrar 0 
en un punto arbitrario sobre el eje z. ¿Por qué el resultado da el valor correcto de E z pero 
no así el de E x ? 

5-14 Una esfera de radio a posee una densidad de carga superficial, a pero no tiene den¬ 
sidad volumétrica de carga. Encontrar 0 para todos los puntos fuera y dentro de la esfera, 
por medio de (5-8). 

5-15 Un plano infinito cargado con densidad superficial a constante coincide con el pla¬ 
no xy. Utilizar la expresión de E dada por (3-13) para encontrar un potencial 0 a partir del 
cual se pueda calcular E. ¿Cuáles son las superficies equipotenciales en este caso? 

5-16 Encontrarel potencial producido por elplanodel ejercicio anterior, pormediode(5-8). 
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5-17 Existe carga distribuida con densidad superficial a constante sobre un círculo de ra¬ 
dio a en el plano xy con centro en el origen. Demostrar que el potencial de un punto sobre 
el eje z está dado por 

^2e 0 [ (a2 + 22) ' /2 ~ |z l] (5-50) 

Verificar que esto da (3-15 ). ¿Qué ocurre con0 a medida que a se vuelve muy grande? ¿Cuál 
es el menor valor de z para el que el potencial producido por este círculo puede calcularse 
como si se debiera a una carga puntual, sin incurrir en un error mayor del 1 por ciento? 
5-18 Demostrar que el potencial dado por (5-30) da el E correcto encontrado en el ejer¬ 
cicio 3-11. 

5-19 Como una verificación simple de los resultados (5-34) a (5-36), demostrar que éstos 
se reducen a los resultados esperados para los casos especiales p = 0 y <p = 90°. 

5-20 El parámetro K, que caracteriza una determinada línea de fuerza en (5-43), puede 
relacionarse con la magnitud E del campo eléctrico en el punto donde la línea cruza el eje 
y, es decir, cuando ip — 90°. Demostrar que 

2 _ « 2 (45 — 5) 2 
16(5-1) 


donde 8 - \¡ne 0 aE. 

5-21 Considérese la distribución de carga de la figura 5-7. Si se realiza un movimiento des¬ 
de un punto sobre el eje x para el que x = b >a hasta otro punto sobre el mismo eje para 
el que x = — b, ¿cuál es el cambio en el potencial? 

5-22 Expresar 0 para la distribución de carga de la figura 5-7, en coordenadas rectangula¬ 
res, y utilizar este resultado para encontrar E x y E y . 

5-23 Considérese la distribución de carga del ejercicio 5-3. ¿Cuánto trabajo debe realizar 
un agente externo para cambiarla separación entre las cargas de 2 a a al Ilustrar este proce¬ 
dimiento con una gráfica de U e contra la separación R. 

5-24 Considérese la carga lineal de la figura 3-8, con/,! = 0. La carga por unidad de lon¬ 
gitud es proporcional al cubo de la distancia al origen. Encontrar el potencial de un punto 
P sobre el eje x, para el que x = a. A partir de este resultado, encontrar E z en P; si no lo 
puede hacer, explicar la razón. ¿Cuánto trabajo debe realizar un agente extemo para mo¬ 
ver una carga puntual, q , muy lentamente a lo largo del eje x desde P hasta el infinito? 




Capítulo 



Conductores en campos 
electrostáticos 


La ley de Coulomb supone que el espacio entre las cargas es vacío. Es interesante, desde 
luego, investigar qué es lo que ocurre cuando las cargas eléctricas se encuentran en presencia 
de materia, de tal manera que por lo menos parte de la región de interés no esté vacía. No 
se estudia aquí el problema completo en este capítulo sólo se considera el caso en el que 
una clase particular de materia, llamada conductora, está presente. Debido a las propiedades 
especiales de los conductores se podrán deducir algunas consecuencias muy interesantes e 
importantes que surgen en su presencia. 


6-1 Algunos resultados generales 

En términos generales, se puede definir un conductor como una región en la que las cargas 
son libres de moverse bajo la influencia de un campo eléctrico. El ejemplo más común es 
el de los metales, en los cuales las cargas móviles vienen a ser los electrones “libres”; pero 
no es el único caso, y no es necesario de ningún modo restringir este estudio a tal ejemplo 
específico. Sin embargo, sé 7 se asume que se van a tratar situaciones completamente está¬ 
ticas a escala macroscópica. 

Si un campo eléctrico estuviera presente en un conductor, las cargas se moverían 
y no podría existir el estado estático que se está suponiendo. Por lo tanto, la conclusión es 
que E debe ser igual a cero en todos los puntos de un conductor. De (5-3) se desprende 
ahora que <p es constante dentro del conductor, es decir, que el conductor es un volumen 
equipotencial. Por ello se tiene que 

®X r ) 0 dentro de un conductor (6-1) 

<í>(r) = const. 

Considérese ahora la situación en la superficie de un conductor. El campo eléctrico 
en la región al vacío que lo rodea puede muy bien no ser igual a cero. Supóngase que E 
forma un ángulo con la superficie tal como se muestra en la figura 6-1 a. Se puede imagi¬ 
nar a E descompuesto en dos componentes, E,, perpendicular (normal) a la superficie, y E f 
paralela a la superficie (la componente tangencial). Ahora, si E r no fuese igual a cero,habría 
una fuerza tangencial sobre las cargas móviles, por lo que se moverían paralelamente a la 
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< a > (b) 

Figura 6-1 (a) Dirección hipotética de E en la superficie de un conductor. ( b ) Dirección 

real de E. 


superficie, rompiendo la situación estática que se había asumido. Por lo tanto, E f = 0, 
siendo la única posibilidad que E„ i= 0;en otras palabras, en la superficie de un conductor 
E debe ser normal a la superficie, como se ilustra en la figura 6-1 b. Pero, como se apreció 
en la figura 5-1, la dirección de E es perpendicular a las superficies equipotenciales; por lo 
tanto, la superficie 


E„(r)^0 

E,(r) = 0 en la superficie de un conductor (6-2) 

<>(r) = const. 

(Puede ocurrir, desde luego, que en alguno o algunos puntos en particular de la superficie, 
la componente normal E„ también sea igual a cero, pero de cualquier manera es la única 
componente que puede ser diferente de cero en la superficie). 

Apliqúese ahora la ley de Gauss (4-1) a una superficie arbitraria cerrada que se 
encuentre completamente dentro del conductor, como laS que se muestra en líneas pun¬ 
teadas en la figura 6-2. Dado que E = 0 en todos los puntos del interior del conductor, 
también será cero en todas las partes de S por lo que, en este caso, (4-1) queda 



y por tanto, la carga total dentro de S, Q en , debe ser cero. Debido a que la superficie S 
es completamente arbitraria, puede ser deformada como se desee, aún para hacerla coin¬ 
cidir con la superficie del propio conductor, y Q en seguirá siendo cero. De esta manera se 
puede concluir que la carga Q en = 0 en todos los puntos en el interior del conductor. En 
otras palabras, se ha demostrado que la carga neta en el interior del conductor siempre 



Figura 6-2 La superficie S se encuentra 
completamente dentro de un conductor. 
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es igual a cero, de manera que cualquiera que sea la carga neta presente en el conductor 
esta debe localizarse completamente en su superficie. Faraday fue el primero en demostrar 
experimentalmente este hecho con su famoso "cubo de hielo” experimento en el que 
medía la distribución de carga en una simple cubeta de metal. Nótese que este resultado 
es conclusión directa de la ley de Gaass, la que a su vez no es sino una consecuencia de la 



Figura 6-3 Cálculo del campo eléctrico en la superficie de un conductor. 


naturaleza del cuadrado inverso de la ley de Coulomb. De hecho, esta conclusión viene a 
ser la base de las pruebas experimentales más exactas que se han realizado para determinar 
la exactitud del exponente 2 en la ley de Coulomb, ya que dichos experimentos buscan, 
esencialmente, desviaciones de la predicción de que Q en = 0; los resultados han demostrado 
que el exponente es, en efecto igual a 2 con una tolerancia de unas pocas partes en 10 16 . 

La figura 6-3 muestra la situación que existe en la superficie de separación entre una 
región conductora (1) y la región de vacío (2), en la que ñ es la normal exterior del 
conductor. Se dibuja un pequeño cilindro de sección A a cuyo lado curvo es paralelo a ñ 
de manera que su forma exterior ñ c , sea paralela a la superficie de separación. La cara 
superior del cilindro se encuentra completamente en la región de vacío, en laque E4 0, 
mientras que su cara inferior se encuentra completamente dentro del conductor, donde 
E = 0; se torna Aa lo suficientemente pequeña para que E sea prácticamente constante 
sobre toda la cara superior. Se aplica ahora la ley de Gauss a este pequeño cilindro, 
notando que Q en = oAa en este caso;por lo tanto, 

(f)E-da = f E -ñda+ f E -ñ c da+ f E-da = EAa= 

•'S •'tapa -Mado Afondo e 0 

dado que E-n = E = const. en la primera integral, E-r^. = 0 en la segunda y E = 0 en la 
tercera. Así, el valor de É’en la superficie de un conductor es igual a o/e 0 , y, si se combina 
éste con (5-3) y (6-2) se llega a 


'en la superficie 


. _ u 

= -n- V<j> = — 


(6-4) 


Si o es positiva, E se dirige hacia afuera de la superficie, mientras que si a es negativa E se 
dirige hacia la superficie conductora; estos signos son consistentes con la dirección de la 
fuerza que sería ejercida sobre la carga de prueba positiva que se colocase cerca de la su¬ 
perficie. Nótese que el E de (64) es exactamente el doble del valor de E debido a un 
plano cargado con la misma a, según se encontró en (4-12) por medio de un cálculo similar. 
Una manera poco ortodoxa de explicar esta diferencia es que el flujo total de E porunidad 
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de área que puede ser producido por una densidad superficial de carga dada es a/e 0 ;en el 
caso del plano cargado se puede decir que este flujo total se dirige igualmente hacia 
afuera a través de sus dos caras, mientras que en el conductor, dado que el campo eléc¬ 
trico en el interior debe ser igual a cero, sólo hay una dirección posible para este flujo 
total. Como se verá en los ejemplos que siguen, a no necesariamente debe ser constante, 
sino que puede variar con la posición en la superficie; cuando esto ocurra, E también 
variará con su posición en la superficie (pero siempre será normal a ella). Por ejemplo, 
supóngase que el conductor es originalmente neutro, es decir, que no posee carga neta. 
En ese caso, cuando se produce un campo en sus alrededores al mover otras cargas externas 
desde el infinito, las cargas móviles del conductor ya no están en equilibrio, generalmente, 
con respecto a la nueva situación y habrá que reajustar sus posiciones. Así, por un período 
de tiempo corto existirá un flujo de cargas alrededor del conductor, pero el equilibrio 
volverá a establecerse y entonces (6-1), (6-2) y (64) quedarán satisfechas. Pero dado que 
el conductor originalmente no tenía carga neta, no puede tener carga neta en su nueva 
situación, es decir, § s a da = 0, demostrando así que a no puede ser del mismo signo en 
todos lados y, por tanto, no puede ser constante. Por otro lado, un agente extemo podría 
transferir una cantidad neta de carga al conductor, es decir,lo podría “cargar”. La densidad 
superficial de carga en este caso podría ser del mismo signo en todas partes, y hasta podría 
ser constante si hubiera la suficiente simetría. 

Ejemplo 


Conductor esférico aislado. Supóngase que existe una carga neta, Q, en una esfera conduc¬ 
tora de radio a. Si está aislada, no existe razón para preferir una dirección sobre otra, de 
manera que existe simetría esférica. Como resultado, la carga Q se distribuirá uniforme¬ 
mente sobre la superficie con una densidad constante o = Q/4na 2 , y el campo eléctrico en 
la superficie estará dado por (6-4) como E = Q/4neQa 2 . Más aún, dado que el campo E 
en la superficie se encuentra en la dirección normal, será radial. 

Se puede llegar a estas mismas conclusiones de otra manera. Se ha visto en repetidas 
ocasiones que, debido a la simetría esférica, la carga Q puede ser tratada como si fuera una 
carga puntal en el centro de la esfera, en lo que respecta a los efectos fuera de la esfera. El 
potencial afuera es exactamente el dado por (5-22), es decir, 2/4ne 0 r, mientras que el po¬ 
tencial es constante e igual al potencial en la superficie ( r—a ), de acuerdo con (6-1) y 
(6-2); de esta forma se obtiene 


4 > = 


Q 

4m 0 r 


(r >a) 



( r<a ) 


(6-5) 


El campo eléctrico afuera estará dado por (5-24) y es E - Qr¡4iTe tí a~ cuando se evalúan 
en la superficie, esto concuerda exactamente con el resultado obtenido en el párrafo 
anterior a partir de (64). Dentro de la esfera, E = 0, debido al valor constante del potencial 
dado por (6-5) para r 


No se han agotado todavía las posibilidades de aplicación de la ley de Gauss. Consi¬ 
dérese ahora un conductor que contiene una cavidad en su interior, tal como se muestra 
en la figura 6-4. La superficie total del conductor tiene ahora dos partes: una superficie 
exterior, S 0 , y una superficie interior S¡. Considérese otra vez una superficie arbitraria, 
S, que quede completamente dentro del cuerpo conductor, de manera que E = 0 en todo 
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punto de S. En este caso también se aplica (6-3), de tal forma que Q en = 0, es decir, que 
no puede existir carga neta dentro de la superficie S. 

Supóngase ahora que existe una carga dentro de la cavidad, que se indica como Q cav . 
Para que Q en sea igual a cero para S, debe existir una carga igual y opuesta en algún lugar 



Figura 6-4 Cargas en un conductor con una 
cavidad en su interior. 


dentro de S, o sea, sobre el conductor. Pero antes se encontró que cualquier carga de un 
conductor debe localizarse enteramente sobre su superficie; por tanto, esta carga, Q¡, debe 
encontrarse sobre la superficie interior S¡. Así, se tiene que Q en = 0 = Q cav + Q¡, o sea, 

Q¡ Q superficie interior Qc av (6-6) 


que es un resultado siempre verdadero. 

Si el conductor era neutro antes de que se insertara Qcav, debe permanecer neutro 
después; por lo tanto, una carga Q 0 = — Q¡ = + Q cav deberá aparecer en el resto de la 
superficie, es decir, sobre la superficie exterior S 0 , como se indica en la figura. De esta 
manera, una carga dentro de la cavidad puede hacer sentir su presencia para alguien que 
se encuentre fuera del conductor, por medio de la carga inducida Q 0 que se produce sobre 
la superficie exterior y el campo eléctrico debido a ésta. 



Figura 6-5 La superficie S' se encuentra 
completamente dentro de la cavidad. 


Considérese el caso Q cav = 0, entonces siempre la carga en la superficie interior 
será igual a cero, de acuerdo con (6-6). ( Q 0 , por otro lado, será cero solamente si el con¬ 
ductor era neutro originalmente y si se mantuvo así). Considérese ahora una superficie 
cerrada, S', que se encuentra totalmente dentro de la cavidad, como se muestra en la figura 
6-5. Dado que no existe carga en ningún lugar de la cavidad, S' nunca podrá encerrar carga 
alguna y 
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de acuerdo a (4-1). Pero S' es completamente arbitraria y, por tanto, puede agrandarse, 
achicarse o deformarse de cualquier otra manera; así el resultado obtenido siempre será 
verdadero si E = 0 en todo punto de la cavidad, lo que significa que el potencial es cons¬ 
tante dentro de la cavidad. En otras palabras, si no existe carga dentro de una cavidad 



Figura 6-6 El conductor C' se encuentra en una 
cavidad del conductor C. 


contenida por un conductor, el campo eléctrico siempre será cero en la cavidad, y la cavidad 
será un volumen equipotencial. De hecho, el potencial en la actividad siempre será el mis¬ 
mo que el del propio conductor, debido a (5-11). 

Éstas conclusiones generales son válidas, desde luego, aún en el caso de que exista 
otro conductor dentro de la cavidad como se ilustra en la figura 6-6. Mientras que el 
conductor C no posea carga, no habrá campo eléctrico dentro de la cavidad, y C' siempre 
tendrá el mismo potencial que C, el conductor envolvente. Por tanto, sin importar qué 
carga se coloque en o fuera de C, o de qué signo o distribución sea, no existirá ningún 
campo eléctrico en C' y sus cargas móviles no serán afectadas. En la terminología usual, 
el conductor interno estará completamente blindado ; este principio del blindaje electros¬ 
tático tiene aplicaciones prácticas tales como el blindaje de los componentes electrónicos 
en circuitos, al encerrarlos en recipientes metálicos. 


6-2 Sistemas de conductores 

Considérese un sistema que consista de n conductores que se numeran de alguna manera, 
es decir, 1,2, . n. Se supone que los conductores están cargados con cargas 

totales Oí, Q 2 , ■ • • , Q¡ . Q n - Se sabe que cada carga se encontrará en la superficie 

del conductor respectivo, de manera que pueden ser descritas por las correspondientes 
densidades superficiales de carga a,, a 2 , . . . , o¡, . . . , o n . Aunque todavía no es posible 
calcular todas estas cantidades, es de esperarse que en general las densidades de carga no 
sean constantes, sino que varíen con la posición de alguna manera. De cualquier modo, el 
potencial en cualquier punto P, que se indica como 0 p, puede en principio, encontrarse 
a partir de (5-8) y es 


a =_L f °( r ') da ' 

* P 477€ n J s R 


n 


= 2 


./=! 


1 í a j( T j) da j 

4iT€ 0 J Si Rj 


(6-7) 
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Aquí se ha expresado el potencial total como la suma de las contribuciones de cada uno 
de los conductores: Sj es la superficie del conductor /, da¡ es el elemento de área de esa 
superficie en la posición r ; -, y R- — |r - r-| es la distancia de da¡ al punto de campo P en 
r p. Estas relaciones se ilustran en la figura 6-7, aunque no se muestran los vectores de 
posición por simplificar. Ahora, (6-7) es completamente general, y por lo tanto debe ser 



Figura 6-7 Cálculo del potencial debido a varios conductores cargados. 

cierta en particular cuando se elige a P como cualquier punto sobre la superficie equipo¬ 
tencial del conductor i cuyo potencial es así, se puede escribir donde Ay,- esla distancia 



del punto r ; - del conductor / al punto particular en cuestión del conductor i. Dado que i 
puede ser cualquiera de los conductores, (6-8) realmente representa un sistema de n 
ecuaciones, cada una de las cuales tiene n términos en su lado derecho. [Nótese que la 
suma en (6-8) también incluye el término j = i, es decir que incluye la integral sobre la su¬ 
perficie del conductor cuyo potencial total se está calculando]. 

Resulta conveniente para los propósitos de este estudio escribir (6-8) en función 
de las cargas totales Q¡. La densidad superficial promedio de carga del conductor /, <2r/>, 
será justamente la carga total dividida entre la superficie total, es decir, <af> = Qf/Sj. La 
densidad de carga real, a¡, en un punto dado generalmente no es igual al promedio, pero 
será proporcional a él; esto hace posible escribir 

%/j f 6 - 9 » 

donde f¡ es un factor que describe cómo difiere la densidad de carga real de la promedio, 
y será por lo tanto una función de la posición en la superficie del conductor /. De esta 
manera, o¡~Qj, y cuando se sustituye (6-9) en (6-8) se obtiene 
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n 



)= i 


Qj r -í da J 

4 irt 0 SjJ Sl Rj, 


(i= 1,2.«) 


Estas ecuaciones se pueden escribir en la forma 


donde 


4>¡='2p ij Qj (i = h2,...,n) 

7=1 

1 f fjty 

P,J 47 T€ 0 SjJ S . Rj¡ 


( 6 - 10 ) 


( 6 - 11 ) 


( 6 - 12 ) 


lo que demuestra que el potencial de cualquier conductor depende linealmente de las cargas 
de todos los conductores, incluyendo la propia. Si (6-11) se escribe en forma explícita, se 
obtiene el conjunto de ecuaciones 

‘í’l == / 7 llí?l +PlnQn 

§2—Pl\Q\+P 22 Q 2 + • ■ ■ + PlnQn (6-13) 

< # > n =/ , «l(?l+/’«2(?2+ +PnnQn 


El conjunto de coeficientes t’ t j definidos por (6-12) recibe el nombre de coeficientes 
de potencial y, en general, su número total es n 2 . Nótese que (6-12) ya no contiene 
referencia alguna a los potenciales o cargas, de manera que los p¡¡ representan relaciones 
puramente geométricas. Si se conocen las distribuciones de carga, de manera que los fac¬ 
tores f¡ sean conocidos, entonces en principio se podrían calcular todos los coeficientes 
p¡j a partir de (6-1 2); todavía no se lian considerado los métodos de resolución de problemas 
electrostáticos que podrían proporcionar tal información. Sin embargo, estos coeficientes 
son siempre medidles en principio, puesto que de (6-11) se observa que 


3 <& .. 


(6-14) 


de manera que P¡¡ se puede interpretar como la razón del cambio producido en la potencial 
del conductor i al cambio de la carga del conductor/ cuando las cargas en todos los otros 
conductores se mantienen constantes. 

Los Pij tienen una propiedad de simetría muy útil e interesante. Si se elimina f¡ de 
(6-12) por medio de (6-9), se encuentra que 


PuQj = 


1 r a J da j 

4vc 0 J s Rj¡ 


(6-15) 


que también se desprende de la igualación de los términos correspondientes en las sumas 
de (6-8) y (6-11). También se tiene que 

£?,= / a , ¿a. 

J s¡ 


(6-16) 
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de acuerdo con (2-16), y si se multiplican estas dos últimas ecuaciones entre sí, se obtiene 


PijQiQj 


1 r r a ¡°j da¡ düj 
4^0 ■'sjsj Rj¡ 


Si ahora se intercambian los índices i y / en (6-17). se obtienen 


PjiQjQi 


1 r í QjQidajda, 
-s.-'s, R,j 


(6-17) 


(6-18) 


Ahora, R¡¡ - R ¡¡, además, las integraciones son independientes entre sí de manera que se 
puede intercambiar el orden de integración en (6-18). Una vez hecho esto, se observa que 
la integral de (6-18) es exactamente igual a la de (6-17); por lo tanto, los miembros 
izquierdos son también iguales entre sí, haciendo que PijQiQj = PjiQjQi, o sea, 

Pj,-P v ( 6 - 19 > 


El contenido físico de esta propiedad de simetría de los p puede expresarse de acuerdo con 
(6-19) y (6-11) como sigue: si una carga Q en un conductor j lleva al conductor i a un 
potencial 0, entonces la misma carga Q colocada en i llevará a/ al mismo potencial 0. 

Algunas veces, si el problema es lo suficientemente simple, los pi¡ pueden encontrarse 
más fácilmente a partir de (6-11) que de (6-12). 

Ejemplo 

Esfera conductora aislada. Este es un ejemplo que se resolvió en la última sección; el 
potencial en la superficie está dado por (6-5) y es 0 = QI4ne 0 a. Para un solo conductor, 
(6-11) se reduce a <p = PuQ y, por comparación, se observa que 

<«»> 

Así ha sido posible encontrar el único coeficiente de potencial para este caso simple, que 
resulta ser dependiente de las propiedades geométricas del sistema 


6-3 Capacitancia 

Uno de los usos más antiguos de los conductores en la electrostática fue para el almacena¬ 
miento de la carga eléctrica; el conductor puede ser cargado, por ejemplo, al proporcionarle 
un potencial definido por medio de una batería. Para tal aplicación, resulta de interés 
natural encontrar la “capacidad” del conductor para almacenar carga, en un sentido muy 
similar al de la capacidad de un barrril respecto al número de manzanas que puede contener. 
Hoy en día, tales sistemas reciben por lo general el nombre de capacitores y la medida 
cuantitativa de su capacidad se llama capacitancia. De manera general, solamente existen 
dos sistemas de conductores de interés a este respecto: un solo conductor aislado, y un 
sistema de dos conductores con cargas iguales pero de signo opuesto. 

Para un conductor aislado, la suma (6-11) se reduce a un solo término 


Q-PtiQ 


(6-21) 
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En este caso, la carga es siempre directamente proporcional al potencial y la capacitancia, 
C, de un solo conductor se define como la relación: 

C=-^ = — (6-22) 

<í> P 11 

y será una propiedad definida del conductor y relacionada con su geometría. Por ejemplo, 
se puede considerar la esfera para la que se encontróp n mediante (6-20); su capacitancia 
es entonces 


C esfera = 4 ^0« ( 6 ‘ 23 ) 

y es directamente proporcional al radio. Puesto que las unidades de e n estaban dadas 
originalmente en farads/metro en (2-4), se observa en (6-23) que la unidad de capacitancia 
es el farad; también se puede observar (6-22) que 1 farad = 1 coulomb/volt, que es, desde 
luego, consistente con el resultado previo de 1 coulomb 2 /joule dado después de (24). 

Cuando se considera un sistema de solamente dos conductores, el sistema de ecua¬ 
ciones (6-13) se reduce a 


junto con 


$1 ~PuQ\ ^PizQz 

§ 2 = P 2 \Q\ +P 22 Q 2 

(6-24) 

P\2 ~Pz\ 

(6-25) 


de acuerdo con (6-19). Así, las relaciones potencial-carga para este sistema generalmente 
requieren del conocimiento de tres cantidades: p n , p 2 2 y Pn ■ Cuando los dos conductores 
se usan como un capacitor, sin embargo, se observa una situación algo más especial—se 
supone que los dos conductores se conectan entre sí por alguna trayectoria conductora y 
que el proceso de carga de este sistema es una transferencia de carga de un conductor al 
otro. En estas circunstancias, la carga en uno de los conductores será siempre igual y de 
signo contrario a la carga del otro. 

De esta manera, se toma como definición general de capacitor la siguiente: cuales¬ 
quiera dos conductores con cargas iguales y signo opuesto, Q y - Q. Aún así, no resulta 
inmediatamente evidente que se pueda siquiera definir una capacitancia en este caso. Sin 
embargo, haciendo Q x -Q)¡Q 2 ~ -Q en (6-24), se obtiene 

<t>\ = (Pu~Pn)Q 
§2~(Pl\ ~P2l)Q 

de manera que la diferencia de potencial entre los conductores es 

A<j> = </ ) | ~<j>2 = (pn ^Pn~P\2~Pz\)Q (6-27) 

y se puede observar que para un capacitor con cargas iguales y opuestas la carga y la 
diferencia de potencial son siempre proporcionales entre sí, de tal forma que es siempre 
posible caracterizar el sistema por medio de un solo parámetro. A esta cantidad se le deno¬ 
mina capacitancia, C, y se le define como 


(6-26) 
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(6-28) 


por analogía con (6-22). A comparar (6-28) y (6-27). y utilizando (6-25), se observa que 
la capacitancia puede expresarse en función de los coeficientes de potencial como 


Pu+P22-2P\ 2 


(6-29) 


de manera que, también en este caso de dos conductores, la capacitancia es esencialmente 
una propiedad que re neja las relaciones geométricas del sistema. 

Ejemplo 


Capacitor esférico. Considérense los dos conductores que se muestran en la figura 6-8. Las 
superficies limitantes son esferas concéntricas de radios a, h y r. Al conductor interno se 
le llama 1, y al externo 2. Se asume que 2 encierra completamente a 1. Los p necesarios 
para encontrar C pueden obtenerse a partir de las relaciones generales (6-24) si se consi¬ 
deran casos especiales apropiadamente elegidos. Antes que nada supóngase que Q\ = 0, 
mientras que Q 2 =£ 0, de manera que (6-24) queda como 

l ?[ = PnQz y ‘Pi~PiiQi (6-30) 

de (6-6) se desprende que Q 2 se encuentra completamente sobre la superficie exterior de 
radio <•: por lo tanto, si se utiliza rl radio apropiado <■ en lugar de a en (6-5), el potencial 
de 2 estará dado por 




O 

477f 0 r 


de manera que, de (6-30), se obtiene 


Pn = 


1 

477e 0 r 


(6-31) 


(6-32) 


Dado que no existe carga en la cavidad, lo visto anteriormente en relación a las figuras 
6-5 y 6-6 indica que 0, = <p 2 , de manera que, de acuerdo con (6-30), 


P\:=P:2 


(6-33) 


Para encontrar p, [, asúmase que (3, =P 0, mientras que Q 2 = 0; la segunda es el 
valor neto sobre el conductor 2, dado que la superficie interior de radio b debe poseer 
una carga - (3, de acuerdo con (6-6). En este caso. 


6¡ = P\\Q] y <t>i=PnQ\ (6-34) 

Se pueden relacionar estas dos expresiones por medio de (5-1 1 ); el campo de la región 
vacía para la que a < r < b puede obtenerse a parlir de la ley de Gauss, y el resultado será 
otra vez que, en esta región. (?, actúa como si fuera una carga puntual, de tal modo que 
el campo será radial y estará dado por (4-17) con Q remplazada por £3,. Al combinar 
todo esto se obtiene 
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<t> i — <#>2 = f 2 E-ds= ( b E r dr 
J 1 J a 

= fb Qidr _ Q i / 1 1 \ 

-C 47r£ 0 r 2 ' « W 


(6-35) 


El miembro izquierdo puede escribirse como (p u — p 2l )Q , debido a (6-34); al cancelar 
0, en ambos miembros y utilizar (6-33) y (6-32) queda por último, 


1 1 

r i_i^ 

1- 1 1 

'i _I + I) 

47re 0 ' 

v a b ) 

' 4 7T£ 0 ' 

ya b c) 


(6-36) 


Debido a (6-33), la expresión general para C dada en (6-29) se simplifica así; 

1 = 47re 0 = 4 ir€ 0 ab 

P\i P 22 b ~ a 

utilizando también (6-36). Así, se ha podido encontrar la capacitancia de este capacitor 


(6-37) 



Figura 6-8 


Capacitor esférico. 


en particular por la evaluación del resultado general (6-29), expresado en función de los 
coeficientes de potencial. 

Sin embargo, en la mayoría de los casos simples ésta no es la manera más conveniente 
de proceder. Lo que generalmente se hace es encontrar la diferencia de potencial a partir 
de una solución diferente y anterior al problema. De ordinario, ésta incluirá el conocimien¬ 
to del campo eléctrico. Después se puede encontrar V0 usando (5-11) para integrar E 
sobre cualquier trayectoria conviente entre los dos conductores. Cuando los dos conduc¬ 
tores forman un capacitor, generalmente reciben el nombre de “placas” Yaque, de acuerdo 
con (6-27), A <p deberá ser proporcional a la carga Q. la relación de estas dos dará la capa¬ 
citancia, de acuerdo con (6-28), por lo tanto, se tiene 


A0 = 0 + 



(6-38) 


Resulta conveniente escribir el integrando de esta manera porque E generalmente estará 
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dirigida desde la placa de mayor potencial, cargada positivamente, a la placa de menor 
potencial cargada negativamente, de manera que E-ds será positivo, dando así el signo 
correcto para A <p. A continuación se estudian dos ejemplos desde este punto de vista. 

Ejemplo 


Capacitor esférico. Este es el mismo sistema que se muestra en la figura 6-8, para el cual 
se encontró C por el método anterior. Asúmase ahora que la esfera interior de radio a posee 
carga positiva, Q \ entonces la esfera exterior de radio b poseerá la carga - Q de acuerdo 
con (6-6). Como antes, al aplicar la ley de Gauss a una esfera de radio r tal que a<r<b 
resulta que E - ( Q/4ne 0 r 2 )r, de acuerdo con (4-17). Si se integra de la placa positiva a la 
negativa en una dirección radial, de manera que ds = dri, entonces (6-38) queda 


f E-¿s= f b Q dr 2 

J + J a 47r« 0 r 


JL/'I 

47reo V a 



(6-39) 


lo que da el mismo valor para C que se encontró anteriormente en (6-37); esta vez el 
resultado se obtuvo de una manera mucho más fácil. 


Ejemplo 

Capacitor de placas paralelas. Este sistema consiste de dos placas conductoras, cada una 
de superficie A , que son paralelas entre sí y están separadas una distancia d que es muy 
pequeña comparada con sus dimensiones lineales. Las placas no necesitan ser cuadradas, 
pero cualquiera de sus dimensiones lineales deberá ser del orden de \/A , de manera que, de 
hecho, d <sjA por hipótesis. Una vista de perfil de este capacitor puede observarse en la 
figura 6-9. En estas circunstancias, las placas pueden ser consideradas como si fueran de 
dimensiones infinitas, con lo que se llega a las mismas conclusiones que para un plano 
infinito cargado, como en la sección 4-2: E es constante en magnitud y su dirección es 
normal a las placas, como se indica por las líneas punteadas de la figura. Dado que E sólo 
existe entre los conductores, su magnitud viene a ser la que resulta de (6-4), esto es , 
E ~ a/e Q . (Este valor de E es también el mismo que se encontró para los dos planos del 
ejercicio 3-9 y la figura 3-6). La trayectoria de integración más simple es la que sigue la 
dirección de E.indicada por ds en la figura 6-9. Así, E • ds = Eds - (a/e 0 )ds y (6-38) queda 



-f 

£ o J+ 


ds = 



(6-40) 


donde o = Q¡A ; resulta exacto considerar a cr como constante porque las placas son efec¬ 
tivamente de dimensiones infinitas, correspondiendo a una distribución superficial de 
carga uniforme. Al despejar C de (6-40), se obtiene la conocida expresión para la capa¬ 
citancia: 


C = 


eoA 

d 


(6-41) 


Como un punto interesante, tanto este sistema como el del capacitor esférico ilustran de 
una manera gráfica por qué a los capacitores a menudo también se les llama “condensa¬ 
dores”. Debido a que la distribución de campo queda circunscrita a la región finita entre 
las placas, se dice que el campo eléctrico ha sido “condensado” en esta región, en lugar 
de extenderse por todo el espacio, como fue el caso de la mayoría de los ejemplos previos. 

En este caso, las placas no son en realidad infinitas, pero se ha supuesto que el 
campo eléctrico es constante en todo punto entre las placas e iguales a ( o/e 0 ), y al llegar 
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a los bordes de las placas se vuelven cero abruptamente. Uno de los ejercicios consiste en 
demostrar que esto no es posible debido a la naturaleza conservativa del campo eléctrico. 
Lo que en realidad ocurre es que las líneas de E sufren una curvatura hacia afuera a medida 
que se aproximan a los bordes de las placas, y por lo tanto deben extenderse a la región 



Figura 6-9 Capacitor de placas paralelas. 


exterior más allá de las placas como se indica en la figura 6-10. Sin embargo, si las placas 
son “lo suficientemente grandes”, no existirá un error considerable al despreciar estos 
“efectos de borde”; dado que en la práctica se suele hacer así, en este libro se continuará 
haciendo esta aproximación. 



Figura 6-10 Apariencia general del campo en un capacitor de placas paralelas. 

Posiblemente estos dos ejemplos sean suficiente prueba de que la mayoría de los 
problemas relacionados con el cálculo de la capacitancia por medio de (6-38) deben tener 
una gran simetría, de manera que E pueda encontrarse fácilmente, generalmente por medio 
de la ley de Gauss. Más adelante se podrán manejar problemas de mayor complicación 
cuando se huyan estudiado algunos métodos sistemáticos para encontrare! potencial 0 en 
función de ia posición. 

Ejercicios 

6-1 Supóngase que los dos conductores que se muestran en la figura 6-8 no están cargados 
originalmente. A continuación, el conductor interior de radio a recibe una carga Q. 
Encontrar la distribución final de carga estática. Encontrar el potencial 0 para todos los 
valores de r y graficar el resultado. 

6-2 Un cilindro conductor infinitamente largo, de radio a, posee una carga total q¡ por 
unidad de longitud. Si p es la distancia perpendicular al eje del cilindro, demuestre que el 
potencial fuera del cilindro se puede expresar como 

Mp)= iZM'p) ip>a) (6 ~ 42) 

donde p 0 - eonst. ¿Cuál es el potencial dentro del ciLindro? Verificar que (6-4) se satisface 
en este caso. ¿Se puede definir, en este caso, un valor apropiado y único para gu? 
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6-3 El farad es, de hecho, una unidad de capacitancia enorme. Para ilustrar este hecho, 
considérese a la Tierra como una esfera conductora de radio 6.37 X 10 6 metros y encuén¬ 
trese su capacitancia. 

6-4 Cuando se despejan las cargas del sistema de ecuaciones (6-13), el resultado es otro 
sistema de ecuaciones lineales de la forma Z donde las c l; - son combinaciones de los p¡¡. Si 


Q,= S c,y<í>, 0'=l,2,...,/t) (6-43) 

7=1 

los índices son los mismos, las c tí reciben el nombre de coeficientes de capacitancia, y las 
c¡j, siendo i #/, reciben el nombre de coeficientes de inducción. Encuentre estos coefi¬ 
cientes para el sistema de dos conductores que se describen en (6-24) y verifique que 
t' 2 i = c i 2 • Demuestre que la capacitancia de este sistema está dada por 


C U C 22 c 12 
C U "E 7*22 T 2C|2 


(6-44) 


6-5 Utilizando los resultados del ejercicio anterior, encontrar los coeficientes c ¡; - para el 
capacitor esférico de la figura 6-8, y verificar que dan el mismo resultado (6-37) para la ca¬ 
pacitancia . 

6-6 Un capacitor, C t , recibe carga y como resultado aparece una diferencia de potencial, 
A,j, entre sus placas. Otro capacitor, C¡ , se encuentra sin carga. Una de las placas de C 2 se 
conecta a una de las placas de C x por medio de un conductor de capacitancia despreciable; 
las placas restantes se conectan de manera similar. Encontrar la carga en cada uno de los 
capacitores y la diferencia de potencial, A y ;', entre las placas respectivas, para el estado 
de equilibrio resultante. 

6-7 Las placas de dos capacitores, C x y C 2 , se conectan por medio de conductores de 
capacitancia despreciable como se muestra en la figura 6-1 la, es decir, se conectan en 
“paralelo”. Si se aplica una diferencia de potencial A <p entre las terminales T y T', demos¬ 
trar que esta combinación es equivalente a un solo capacitor de capacitancia C p - Ci - 
C 2 . De manera similar, demostrar que la capacitancia equivalente para una combinación 
en “serie”, como la que se muestra en ( b ), puede encontrarse a partir de 1/C S = (1/cj) 
+ (1 /C 2 ). 





(b) 


(a) 

Figura 6-11 (a) Capacitores en paralelo. (6) Capacitores en serie. 


6-8 Considérese el capacitor esférico de la figura 6-8 en el caso en que ay b son casi 
iguales. Encontrar una expresión aproximada para C y escribirla en forma tal que muestre 
explícitamente la diferencia 6 = b - a, donde 5« a o b. Interpretar el resultado con la 
ayuda de (641). 
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6-9 La diferencia de potencial, A ¡p, entre las placas de un capacitor esférico se mantiene 
constante. Demostrar que el campo eléctrico en la superficie de la esfera interior tendrá 
un valor mínimo sis = b. Encontrar este valor mínimo de E. 

6-10 Se fabrica un capacitor con dos conductores infinitamente largos de superficies 



Figura 6-12 Capacitor de placas cil índricas 
coaxiales. 


cilindricas coaxiales, como los que se muestran en la figura 6-12. Demostrar que la capa¬ 
citancia de una sección de longitud L de este sistema está dada por 


C = 


2 ire 0 L 

Kl) 


(6-45) 


¿Por qué el resultado no depende de c? ¿Se requiere que el conductor interior de radio a sea 
un cilindro sólido? 

6-11 La figura 6-13 ilustra la suposición que se hizo acerca de E cuando se despreciaron 
los efectos de borde para un capacitor de placas paralelas, es decir, se hizo la suposición de 
que E cambiaba a cero abruptamente al llegar al borde. Demostrar que eso es impo¬ 
sible debido a que A X E = 0, calculando la integral $E-ds sobre la trayectoria rectangular 
que se indica, la cual está parte en la región de E =£ 0 y parte en la región de E = 0, y 
demostrar entonces que el teorema de Stokes (1-67) induce a contradicción. Demostrar 
en forma cualitativa que se evitaría esta contradicción con las líneas de campo que se 
muestran en la figura 6-10. 



Figura 6-13 Campo eléctrico para el ejercicio 6-11. 

6-12 Un conductor plano de grueso t y caras paralelas, cuya sección es > A se inserta 
entre las placas del capacitor de la figura 6-9. Las caras del conductor plano son paralelas 
a las placas del capacitor original. Demostrar que la capacitancia aumenta en 
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A C = 


f-ptA 

d(d-t) 


¿Por qué es este resultado independiente de la distancia del conductor plano a cualquiera 
de las placas originales? 

6-13 Supóngase que las placas de un capacitor de placas paralelas son rectangulares pero 
no exactamente paralelas. La separación en uno de los bordes es d - a y en el otro d +a, 
siendo a « d. Demostrar que la capacitancia estará dada aproximadamente por 



donde A es el área de una de las placas. (Sugerencia: recordarlos resultados del ejercicio 6-7). 
6-14 Dos esferas conductoras tienen sus centros separados por una distancia c. El radio 
de una de las esferas es a y el de la otra es b. Demostrar que cuando a y c > b, la 
capacitancia del sistema será, aproximadamente, 


C - 


■MH-r)" 


[Sugerencias: imaginar cargas iguales y opuestas sobre las esferas; ¿cómo se “vería” una 
de ellas desde la otra?; ¿seguiría (6-5) siendo aproximadamente correcta?] 

6-15 Dos cilindros conductores infinitamente largos tienen sus ejes centrales paralelos 
y separados por una distancia c. El radio de uno de ellos es a y el del otro es b. Si c 
> a y c > b, encontrar una expresión aproximada para la capacitancia de una sección de 
longitud L de este sistema. 
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En la Sección 54 se tocó ligeramente la cuestión de ia energía en su relación con el poten¬ 
cial, considerando la energía potencial de una y de dos cargas puntuales. Aquí se extienden 
estas ideas a un sistema compuesto por un número arbitrario de cargas. Se calculará la ener¬ 
gía potencial, U e , de este sistema, es decir, la cantidad de trabajo reversible que debería rea¬ 
lizarse por un agente externo para producir la configuración dada, en contra de las fuerzas 
electrostáticas conservativas entre las cargas. Después de eso, se podrá aplicar este concepto 
a una gran variedad de situaciones, y su utilidad resultará evidente. 


7-1 Energía de un sistema de cargas 

Anteriormente se encontró la expresión (5-49) para la energía potencial mutua de dos car¬ 
gas puntuales. Si a estas cargas se les denomina q¡ y q¡, en lugar de q y Q, la energía poten¬ 
cial de este par estará dada por 

u 

“ J 477 C 0 Rj 

donde R¡¡ es la distancia que las separa y, como siempre. R¡¡ = [r¡ —r¡]. Considérese ahora 
un número total, N, de cargas puntuales en una configuración dada de manera tal que cada 
carga así como la distancia entre ellas, sean conocidas. Numérense las cargas de alguna mane¬ 
ra, de modo que i y /puedan tener, independientemente, los valores 1,2 ,... ,N. La energía 
potencial total del sistema, U e , deberá ser, entonces, la suma de téminos como (7-1), donde 
dicha suma se toma sobre todos los pares de cargas que se puedan formar a partir de las N 
cargas: 


(7-1) 


u,~ 2 U„ (7-2) 

todos los pares 

En esta suma debe excluirse el caso enqueí =/, es decir,en el que una carga dada se apare¬ 
ja consigo misma, debido a que esto implicaría que una carga ejerce una fuerza sobre sí mis¬ 
ma, posibilidad que ya se excluyó en relación con (3-2). 

Resulta conveniente expresar (7-2) en función de una doble suma sobre los índices 
i y / en la que cubra independientemente el rango completo de N valores. Sin embargo, al 
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hacer esto se estará tomando en cuenta cada pareja dos veces, y debe corregirse. Por ejemplo, 
considérese la contribución de la pareja (j 3 a (7-2), es decir, [/ e34 . En una forma do¬ 
ble como la que se pide, esta pareja ocurrirá una vez cuando i = 3 y / = 4 y otra vez cuando 
i = 4 y / = 3, dando un total de U e34 + U e43 = 2U e34 , de acuerdo con (7-1), dado que 
R 43 = R 34 . Así, se deberá dividir el resultado obtenido de la doble suma entre 2;de esta 
manera se puede escribir (7-2) como 


I « ív 1 A A n.n. 

u = - y y u =- y y j 

U e J ¿a ¿a u e¡j J " d-TTE R 

Z. , _ i ; = i Z I=] j = | HITE 0 I\jj 


= 1 j = 
j*¡ 




(7-3) 


que es el resultado que se desea para la energía electrostática. 

En particular, si todas las posiciones de las cargas se dan en coordenadas rectangula¬ 
res, se puede utilizar (1-14) para obtener una expresión explícita de U e : 



A' A' 

2 2 

i= 1 7=1 
J >< 


_ Vh _ 

477€ 0 [ (x, - Xjf + ( V, - yj) 2 + (z, - Z^-) 2 ] 1/2 


(7-4) 


Se puede escribir (7-3) de otra manera al reagrupar términos: 


1 N 

u e =~ y q, 

z / = .l 



4 iKoRij ) 


(7-5) 


Si ahora se recuerda (5-2), puede observarse que el término en paréntesis es justamente 
0,- = 0, (r ( ), es decir, es el potencial escalar en la posición de q¡ debido a todas las demás 
cargas. Por lo tanto, se puede escribir (7-5) como 

t /,= ; 2^,(0 ( 7-0 

¡= i 

Cuando se maneja la energía potencial de un sistema, resulta natural preguntarse dón¬ 
de se “almacena” o “localiza” la energía. En mecánica, es posible considerar a la energía 
potencial, 1 kx 2 , de un resorte estirado, por ejemplo, como aquélla asociada con el cam¬ 
bio de las posiciones relativas de las porciones bajo esfuerzo del resorte, de manera que la 
energía potencial podría estar "almacenada” en las posiciones de estas partes del resorte. 
La forma (7-6) que se ha obtenido se presta para una interpretación similar. Dado que la 
contribución a la suma proveniente de una carga dada involucra solamente el valor del po¬ 
tencial escalar en la posición de esa carga, se puede, si se desea, asociar una porción de la 
energía potencial con esta carga y considerarla “localizada” ahí. 


2 ( p( r ) < í > ( r )'7 T 

(7-7) 

5 f o( r )ó( r)í/a 

(7-8) 

) J\(r)ó(r)ds 

(7-9) 


Si las cargas se encuentran distribuidas en forma continua, se puede cambiar la suma 
de (7-6) por una integral, por medio de (2-14) y (2-16). De esta forma se obtienen las siguen- 
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tes expresiones para las energías debidas a distribuiciones volumétricas, superficiales o li¬ 
neales de carga, respectivamente: 

Las integrales deben tomarse sobre toda la región que contiene la carga del tipo particular 
de que se trate. 

Si la distribución de cargas es tal que consista de dos o más de las posibilidades conside¬ 
radas, las energía total de este sistema será la suma de las cantidades obtenidas de (7-6) y 
(7-7) hasta (7-9); inclusive para cada una de las partes, el protencial0 debe encontrarse como 
el resultante de todas las cargas de cada una de las distribuciones. 

En realidad, la región de integración de las integrales anteriores puede extenderse del 
volumen que realmente ocupan las cargas a todo el espacio, dado que en las regiones donde 
no hay carga p = 0, y estas regiones no contribuirán en nada a (7-7). Por tanto, puede igual¬ 
mente escribirse (7-7) como 


U=\f p(r)<f>(r)dr (7-10) 

J todo el espacio 

y (7-8) y (7-9) tendrán expresiones similares. 

Ejemplo 

Distribución esférica y uniforme de carga. Como una ilustración del uso de (7-7), considé¬ 
rese el caso de una esfera de radio a que posee carga a densidad volumétrica contante, p. 
Este ejemplo ya se vio en la sección 5-2 y el potencial <¡) fue dado por (5-22) y (5(-23). Sin 
embargo, de acuerdo con (7-7), únicamente se requiere del potencial dentro de la esfera, que 
está dado por (5-23) como 


</.(r)=¿-(3 a 2 -r 2 ) (7-11) 

Al sustituirlo en (7-7), usar (1-99) y sacar de la integral todas las constantes (incluyendo a 
p ), se obtiene 


U e =~— f 2 ” f f (3 a 2 —r 2 )r 2 senOdrdOdcp 
17*0 7o J o 7o 


(7-12) 


La integral sobre los ángulos da 4 ti, de manera que 

" 2 ,2 . 4 w ._ 4 V * 5 




<7-13) 


Al expresar esto en función de la carga total de la esfera, usando Q = (4jtú 3 /3)p, se obtiene 



(7-14) 


que es menor que la energía de dos cargas puntuales Q que se encuentran separadas por una 
distancia igual al radio de la esfera. 


7-2 Energía de un sistema de conductores 

Debido a sus propiedades especiales, algunos de los resultados obtenidos pueden escribir¬ 
se de manera simplificada en el caso de los conductores. Como se vio en la sección 6-1, la 
carga sobre un conductor queda localizada completamente en su superficie. Además, de 
acuerdo con (6-2), el potencial es constante solare su superficie, de manera que ó puede sa 
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carse de la integral de (7-8). Al aplicarse (7-8) al conductor i del sistema dé n que se consi¬ 
deró en la sección 6-2, se encuentra que su energía está dada por 

U* = í<¡>* [ o¡ da , = { Qfr (7-15) 

donde Q¡ es su carga total dada por (6-16). La energía total del sistema estará dada por la 
suma de términos similares a (7-15), así que 

V e ={t Qfo (7-16) 

/-i 

La energía también puede expresarse completamente en función de las cargas si se utiliza 
( 6 - 11 ): 

V.-iiíft Q,Qj (7-17) 

En el caso especial de que únicamente existan dos conductores, usando (6-25). 

V' = \PnQ'+PnQxQ 2 + \P* 2 Ql (7- 18 ) 

Estos resultados pueden escribirse de una manera todavía más compacta y útil en el 
caso donde el sistema pueda describirse en función de un solo parámetro, es decir, la capa¬ 
citancia C. 


Ejemplo 


Conductor aislado. En este caso, (7-16) se reduce a un solo término: L ¡20; si también se uti- 
za (6-22), se puede escribir 


U'-m 


m SÍ 

2 C 


LC * 2 


(7-19) 


Aplicando esto a una esfera conductora y usando (6-23), se encuentra que su energía es 


Í4“ 



(7-20) 


que viene a ser menor que la energía dada por (7-14) para el caso en que la misma carga se 
encuentra distribuida en todo el volumen de la esfera en lugar de estar limitada a su super¬ 
ficie, como es el caso de (7-20), 


Ejemplo 

Capacitor. Aquí se tienen cargas iguales y opuestas en las placas. Así, si Q¡ = Q y Q¡ = — Q 
en (7-18), al utilizar (6-29) y (6-28) se encuentra una expresión general para la energía de 
un capacitor, que es 


V, ■ i Q&<t> “ ^ “ i C(A0) 2 (7-21) 

lo cual resulta muy similar a (7-19) para un solo conductor. Este resultado será muy útil 
más adelante. 
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Como se puntualizó muy brevemente en el párrafo que siguió a (7-6), la expresión para la 
energía se presta a una interpretación según la cual la energía del sistema se encuentra direc¬ 
tamente asociada con las cargas del sistema y sus posiciones. Este punto de vista es natural¬ 
mente consistente con la noción de acción a distancia de la ley de Coulomb y su énfasis sobre 
las cargas y sus posiciones relativas. Por otro lado, si el interés primario se centra en la des¬ 
cripción de los fenómenos en función de los campos, es natural que se quiera hacer lo mismo 
con la energía. Resulta apropiado utilizar (17-10) como punto de partida. 

Se puede escribir p = £ 0 V.E, por (4-10), de manera que (7-10) puede también escri¬ 
birse como 


f<p(V-E)dr (7-22) 

El integrando puede modificarse por medio de (1-117), (5-3) y (1-17): 

<í>( V • E) = - E • (V<¡>) + V • (<¿>E) - E 2 + V • (*E) (7-23) 

Al sustituir esto en (7-22) se obtiene 

U, - ^ Je 2 dr + V • (<¡>E)dr (7-24) 

y usando el teorema de la divergencia (1-59) para escribir la segunda integral como una in¬ 
tegral de superficie, el resultado final es 

£/, - y ¡E 2 dr + % $ s (<j>E)-da (7-25) 

En este punto resulta conveniente hacer una pausa y considerar el hecho de que la integral 
inicial en (7-10) debe tomarse sobre todo el espacio; para poder hacerlo, lo mejor es con¬ 
siderar V en (7-25) como un volumen extremadamente grande, de modo que S sea su super¬ 
ficie limitante, también extremadamente grande, Después puede hacerse que V tienda a 
infinito; así, la superficie S deberá también ser infinita. Supóngase que la distribución de 
cargas siempre queda confinada a un volumen finito, el cual puede ser, sin embargo, muy 
grande. Puede así elegirse a V lo suficientemente grande para que pueda englobar a todas 
las cargas. A medida que V crece, S se aleja tanto que la distribución de carga parecerá es¬ 
tar confinada a un volumen muy pequeño, de modo que desde cualquier punto deSla carga 
total parecerá una carga puntual a una distancia R Entonces, en lo que toca a la integral de 
(7-25), a medida que R -* de acuerdo con (5-12) y (5-13) se puede observar que 

( 7-26 ) 

de forma que la magnitud del integrando disminuye según/? 3 . La superficie de integración 
aumenta, pero será proporcinal a/? 2 ; por lo tanto, para una R muy grande, 

0 (7-27) 
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de manera que cuando V en (7-25) crece lo suficiente para incluir a todo el espacio, la inte¬ 
gral de superficie se anula, y la expresión de la energía queda como 

U e = f (7-28) 

J todo el espacio 

donde E 2 - E. E. Por lo tanto, se ha logrado expresar la energía completamente en función 
del campo eléctrico. [Aunque las cargas no aparezcan en forma explícita en (7-28), no han 
desaparecido, desde luego, debido a que son las fuentes mismas del campo eléctrico.] 

La forma de (7-28) como integral de volumen, en la que regiones donde E =é 0con¬ 
tribuyen a la integral mientras que aquéllas para las que E = 0 no contribuyen, se presta a 
una interpretación muy sencilla y natural: la energía electrostática está distribuida en for¬ 
ma continua a través del espacio con una densidad de energía, u ( ,. dada por 

u e = 2 e oE 2 (7-29) 


de manera que la energía total puede escribirse 

U e — J ifih (7-30) 

todo el espacio 

Las unidades de u e son joule/ metro 3 . 

Resulta evidente que esta initerpretación es posible pero no necesaria, así como (7-29) 
no es la única posibilidad. Por ejemplo, se podría sumar a u,, cualquier cantidad x cuya in¬ 
tegral de volumen sobre todo el espacio sea igual a cero, sin estar en desacuerdo con (7-28). 
Sin embargo, (7-29) es sencilla, posible y muy atractiva desde el punto de vista de expresar 
las cosas en función de campo. El punto de vista aceptado es tomar a (7-29) como correcta; 
se podrá justificar esta interpretación en mayor detalle másadelante y, de hecho, (7-29) re¬ 
sultará útil y exacta aún en campos que varían con el tiempo. 

La energía calculada a partir de (7-28) deberá estar, desde luego, en concordancia 
con la obtenida por (7-6) o sus variantes. A continuación se verifica que así sucede en un 
caso particular para el que ya se han encontrado anteriormente E y U L .. 


Ejemplo 


Esfera conductora aislada. En (6-5) se encontró ya la solución para este caso en función del 
potencial <p. Así, el campo eléctrico producido por este sitema es 


E = 


Q i 

4 m 0 r 2 


(r>a) 


E = 0 (r<o) 


(7-31) 


de manera que no existe energía contenida dentro del volumen de la esfera, de acuerdo con 
(7-29); la región de integración de (7-30) se reduce a todo el espacio fuera de la esfera. Al 
utilizar (7-31) en (7-29), la densidad de energía u e resulta ser 


u t , — 


Qf 

32ttV 4 


(r>a) 


u t . = 0 


(r<a) 


(7-32) 
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y en esta manera, por medio de (1-99), (7-30) queda como 

Q 2 




2w f°° 1 .2 tpnUJI^. Ql 


riv r* r° 

327 T 2 e 0 Á¡ Jo Ja r 4 T 87T€ 0 a 


- -r 2 sen 9drd0d<p = 


(7-33) 


lo que está en completa concordancia con (7-20). 


Una aplicación muy útil de (7-28) es la de calcular la capacitancia. Si se ha encontra¬ 
do E por otros métodos, se puede entonces evaluar (7-28). Se cabe que en tal caso Ue será 
proporcional a Q 2 ó <p 2 ó (f\<p) 2 , dependiendo de la cantidad dada, de modo que cuando 
U e se encuentra de esta manera, puede usarse inmediatamente en (7-19) o en (7-21) para 
evaluar C. Esto resulta un procedimiento mucho más conveniente que el uso de (6-38). 

Ejemplo 

Capacitor de placas paralelas. Este sistema se ilustra en la figura 6-9; se encontró que el cam¬ 
po tenía una magnitud constante E = a/€E 0 entre las placas, y cero en cualquier otro punto. 
Por lo tanto, 


, f 2 = °L = _0l 

2 e oE lc ,2 




(7-34) 


y es constante en el volumen Ad entre las placas y cero en cualquier otra parte. Al susti¬ 
tuir esto en (7-30) se obtiene. 


U. 


= f u e dr =u e ( volumen) = ( = 

J \2e 0 A 2 ) 


Q 2 d _ Q 2 
2 íqA 2 C 


(7-35) 


lo que lleva otra vez al valor de C dado en (6-41). 


7-4 Fuerzas electrostáticas sobre conductores 

En genera], dos conductores cargados ejercerán fuerzas el uno sobre el otro y, en principio, 
estas fuerzas pueden calcularse por medio de la ley de Coulomb. A menudo resulta desea¬ 
ble evaluar estas fuerzas de otra manera. Una situación similar suele encontrarse en mecánica, 
cuando resulta conveniente calcular las componentes de una fuerza como razones espacia¬ 
les de cambio de la energía potencial. Además, las consideraciones energéticas proporcionan 
otro punto de vista y pueden, por tanto, auxiliar en su comprensión total. 

Se desea desarrollar un método similar para las fuerzas electrostáticas; sin embargo, 
esta sección se limitará a los conductores. Más aún, no se hará una generalización completa, 
sino que se considerará el campo particular del capacitor de placas paralelas. Esto será sufi¬ 
ciente para ilustrar todas las características generales del problema, con base en un sistema 
simple y de fácil visualización. Sin embargo, como se verá lo obtenido se podrá enunciar de 
tal manera que sea aplicable en forma general. 

En la figura 7-1 se muestra un capacitor de placas paralelas de capacitancia C. Por me¬ 
dio del interruptor S, las terminales T y T’ pueden conectarse a una batería, B, que produ¬ 
cirá una diferencia de potencial A(¡> entre las placas, cargando de esta manera el capacitor 
al valor Q — C A 0. Debido a sus cargas opuestas las placas se atraerán entre sí, 



138 


Energía electrostática 



Figura 7-1 Fuerzas sobre una placa de un capacitor de placas paralelas. 


de modo que existirá una fuerza electrostática, F e , sobre la palca positiva en la dirección 
señalada. Para poder mantener el sistema en equilibrio, F¡, debe balancearse por medio de 
una fuerza mecánica, F m , igual y opuesta. El propósito es encontrar estas fuerzas a partir 
de consideraciones energéticas. 

Sea x la separación entre las placas. Imagínese ahora que esta separación cambie muy 
lentamente en una cantidad dx. En estas condiciones, el trabajo realizado por la fuerza me¬ 
cánica sobre el sistema estará dado por F m dx y, ya que éste será trabajo reversible, como 
se vio en la sección 5-4, será igual al cambio en la energía total dU t de todo el sistema, es 
decir, dU, = F m dx. Pero dado que la aceleración es siempre cero, la placa del capacitor per¬ 
manecerá en equilibrio, o diferirá del equilibrio sólo infinitesimalmente, de manera que se 
seguirá teniendo F v = ; entonces 



Se ha escrito U t porque el capacitor no es todo el sistema en sí mismo; en general, la batería 
debe incluirse porque su energía también puede cambiar como resultado del trabajo reali¬ 
zado por F m , dependiendo de si el interruptor S se encuentra abierto o cerrado. En otras 
palabras, el capacitor no es necesariamente un sistema aislado. En este sentido, el problema 
es muy similar al que se encuentra muy a menudo en termodinámica, en la que un sistema 
termodinámico determinado se encuentra en contacto con fuentes de calor o trabajo. En 
este caso el problema os tratar de enunciar el criterio termodinámico del equilibrio, que se 
refiere a sistemas aislados, en términos de una función que es característica únicamente del 
sistema no aislado, es decir, en términos de la función característica solamente parte de 
todo el sistema, pero de aquella parte que interesa directamente. En el caso presente, se 
desea escribir (7-36) en función del capacitor únicamente, si esto es posible. Existen dos 
posibilidades a considerar. 

1. Carga constante. Supóngase aquí que el interruptor S estaba cerrado hasta que C 
se cargó y después se abrió y se mantuvo abierto. Esto hace que la batería B se encuentre 
efectivamente separada del sistema total, ya que no áe efectará por el desplazamiento dx; 
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en otras palabras, el capacitor se encuentra aislado. En este caso, dU t =dU e , donde U e es 
la energía del capacitor, por lo que (7-36) queda 


'■—(%)„ (e - const ' ) (7 ' 37) 

De acuerdo con (7-21), U e = Q 1 ¡2c, pero dado que Ces una función de la separación de 
las placas, C =C(x), y, por lo tanto, 


dU = 


^-dC 
2 C 2 


(7-38) 


lo que hace que (7-37) quede como 


F. 


Q 2 dC 
2C 2 dx 


(7-39) 


[En este proceso la diferencia de potencial entre las placas debe cambiar para queG=CA 0 
permanezca constante. Dado que esto lleva adQ = 0 = (dC) (A 0) + Cd (A 0), se encuen¬ 
tra que 


¿(A0) _ dC 
A0 C 


(7-40) 


lo que indica que el cambio fraccional en la diferencia de potenciales es igual y opuesto al 
de la capacitancia; de hecho, dado que Cdisminuyeamedida quex aumenta, según se aprecia 
por (6-41) (remplazando d con x ), A0 aumentará a medida que x aumenta. La razón para 
esto es que si Q = const., a fambién será constante, así como E = a/€o; entonces, si la mis- 
ma E se aplica sobre una separación mayor, A0 = / + Eds = Ex también será mayor.] Antes 
de ver (7-39) en mayor detalle, considérese la siguiente posibilidad. 

2. Diferencia de potencial constante. Esto ocurre cuando se mantiene el interruptor 
S cerrado, de manera que A0 = const. La batería es ahora parte del sistema completo y el' 
capacitor ya no está aislado. En este caso, el cambio total de energía será la suma del cam¬ 
bio de energía en el capacitor, dU e , y del cambio de la batería, dUa , así que 

dU,~dU' + dU B (7-41) 

Aquí resulta conveniente escribir U e en forma U t - :pC(A0) 3 , que también está da¬ 
da por (7-21). Entonces se tiene 


dU-\{dC){ A*) 2 (7-42) 

[Si dx es positivo, dC será negativo como ya se vio arriba, de modo que la energía del capa¬ 
citor U e disminuirá bajo estas condiciones, en contraste con su aumento en el caso de carga 
constante descrito en (7-38).] 

Ya que Q = C A0, la carga del capacitor cambiará y este cambio está dada por 

dQ-(dC)( A*) (7-43) 


A medida que estas cargas pasan lentamente a través de la diferencia de potencial de la ba¬ 
tería, se realiza un trabajo sobre ellas y la energía de la batería cambia. Ya se encontró en 
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(5-46) que este trabajo es igual a la carga multiplicada por la diferencia de potencial, y dado 
que cualquier trabajo realizado por la batería representa una disminución de su energía, se 
obtiene 


dU B =-dW= ~(dQ)(A<}>) = — (dC)(A<¡>) 2 = -2 dU e (7-44) 

usando (7-43) y (7-42). Así, el cambio de energía en la batería siempre es de signo opuesto 
al del cambio en el capacitor y de doble magnitud. [Si dx es positivo, se observa arriba que 
dU e será negativo, y en esta forma dU B será positivo, tal como está dado por(7-44); es de¬ 
cir, la energía de la batería aumentará. La razón es que dQ también será negativo debido a 
(7-43), ya que dC es negativo; a medida que estas cargas regresan a través de la batería, le 
regresarán el trabajo reversible que ésta originalmente ejerció sobre ellas durante el proceso 
original de carga.] 

Cuando se sutituye (7-44) en (7-41), se encuentra que dU t = —dU e , de modo que en 
este caso (7-36) queda como 

Fe=+ [~Ix ) A * (A<j> = const.) (7-45) 

que, al combinarse con (7-42) y (6-28), da 

0-46) 

lo cual es, como cabría esperarse, exactamente lo mismo que (7-39). 

Resulta conveniente recalcar una vez más que la ecuación básica para el cálculo de la 
fuerza es (7-36) y que la discrepancia aparente de signos entre (7-37) y (7-45) surge del he¬ 
cho de que estas expresiones se refieren a procesos diferentes. En el caso de (7-37), el capa¬ 
citor fue un sistema aislado y sufrió el único cambio de energía. En el caso de (7-45), el 
capacitor ya no estaba aislado pero, aun así, fue posible expresar la fuerza únicamente e n 
función de la energía del capacitor. Esto presenta una analogía muy fuerte con la situación 
termodinámica'en la que se puede ir de la caracterización del equilibrio de un sistema de 
interés, por medio de su energía interna, al uso de su función de Helmholtz o de Gibbs pa¬ 
ra los casos en los que está en contacto con fuentes de calor o de trabajo. Esto puede hacerse 
utilizando únicamente las propiedades generalizadas de estas fuentes como sistemas muy 
grandes no caracterizados. Nótese que aquí no se necesitó conocer ninguna de las funciones 
internas de la batería en detalle; fue suficiente saber que era un mecanismo de alguna ma¬ 
nera capaz de realizar trabajo reversible sobre las cargas. 

De hecho, cuando se revisa la argumentación que condujo a (7-39) y (7-46), se puede 
observar que, a excepción de las indicaciones ilustrativas que se hicieron entre paréntesis, 
realmente no se utilizó ningún resultado detallado que requiriera en forma específica que 
el sistema consistiese en un capacitor de placas paralelas, aparte de que el desplazamiento 
se consideró paralelo a la fuerza mecánica para que el elemento de trabajo así pudiera es¬ 
cribirse como el producto simple F m dx. Pero ahora, sin embargo, se hace necesario revisar 
estos detalles. 

Si x es la separación entre las placas, C = Gq -<4 ¡x, de acuerdo con (6-41). Entonces, 
dC/dx = —Gq A/x 2 = —C/x, por lo que (7-39) queda como 


F,= 


_2i = _i4 

2 Cx x 


(7-47) 


al usar (7-21) Esto demuestra que F e es negativa, de acuerdo con el hecho de que las pla¬ 
cas con cargas opuestas en la figura 7-1 se atraen entre sí. Ya se encontró en (7-35) que U e 
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Figura 7-2 Fuerza por unidad de área sobre la superficie de un conductor 

puede escribirse como el producto de la densidad de energía u e y el volumen Ax entre las 
placas, de manera que U e = u e Ax; sustituyendo esto en (7-47) se obtiene que 

F e = — u e A (7-48) 

Dado que la fuerza total es proporcional al área, resulta conveniente introducir la fuerza 
por unidad de área,/ e , definiéndola como la magnitud de dicha relación; así se tiene 



(7-49) 


De la figura 7-1 se observa que la dirección de esta fuerza es hacia afuera de la superficie 
conductora, de manera que puede escribirse la fuerza por unidad de área como 


f e =f e ñ = u e ñ 


(7-50) 


donde ñ es la normal exterior de la superficie conductora, como se indica en la figura 7-2. 
De esta manera se ha encontrado que existe una tensión o fuerza hacia afuera por unidad 
de área sobre la superficie conductora, que es numéricamente igual al valor de la densidad 
de energía en la superficie. 

Aunque este resultado se obtuvo al considerar el caso específico de un capacitor de 
placas paralelas, se puede demostrar ahora que posee validez general. Considérese una por¬ 
ción de la superficie conductora que se muestra en la figura 7-3. Dentro del conductor,donde 
E es igual a cero, la densidad de energía u e es también cero. Imagínese ahora que una por¬ 
ción pequeña de la superficie conductora, de área A a, recibe un pequeño desplazamiento 
Ax perpendicular a la superficie. El volumen de la región donde u e = 0 ha sido aumentado 
por A a Ax, de tal forma que 



Figura 7-3 Cálculo de la fuerza sobre la superficie de un conductor. Un elemento de super¬ 
ficie sufre un desplazamiento imaginario Ax. 
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la energía total habrá cambiado por la cantidad A U e , donde 

AU e = -u e AaAx (7-51) 

la que es negativa si A* es positiva. Este cambio de energía corresponde a una fuerza, A E e¡ 
sobre este elemento de superficie dada por A F e = —AU e ¡Ax = u e Aa. Dado que AF e es pro¬ 
porcional al área Aa, se puede definir otra vez una fuerza por unidad de área, f e = A F e /A a, 
que otra vez resulta ser igual a« e , en concordancia con (7-49). Para determinar su dirección, 
recuérdese que los estados de equilibrio estable de la mecánica, para sistemas generales, co¬ 
rresponden a configuraciones que dan un valor mínimo de la energía potencial, es decir, 
la tendencia natural de los sistemas es “tratar” de disminuir su energía potencial. Como ya 
se vio antes, un desplazamiento positivo Ax hará que la energía U e disminuya; dado que 
esto es lo que el sistema “quiere” hacer, dicha condición determinará que la dirección de 
la fuerza resulte hacia afuera del conductor. En otras palabras, se vuelve a llegar a (7-50), 
que da la fuerza electrostática por unidad de área siempre como una tensión, es decir, en la 
dirección de la normal exterior ñ. Si las fuerzas cohesivas internas del material conductor 
no son lo suficientemente grandes para contrarrestar esta fuerza electrostática, el conduc¬ 
tor se deformará, Esta deformacióncontinuaráhastaquelas fuerzas elásticas que se producen 
sean lo suficientemente grandes para mantener a las superficies en una nueva posición de 
equilibrio. 

Al combinar (7-49) con (7-29) y (6-4), se puede expresar/* de otra manera como 

f e = u e = \t 0 E 2 =j- = \oE (7-52) 

ze o 

donde A’y odeben evaluarse en el punto particular de la superficie que se esté considerando. 
Multiplicando (7-50) por da se obtiene la fuerza sobre dicho elemento como f e d a = 

f e tida = f e de, de manera que la fuerza total sobre toda la superficie S de un conductor 
queda dada por 

Fe, total = jf e d*-^Jo 2 dz (7-53) 

expresión que puede usarse una vez que se haya determinado la densidad superficial de carga 
en función de la posición. 

Advertencias: (1) no se comenta el error común de pensar que la fuerza por unidad 
de área es simplemente o E en lugar de ^ aE, como se expresa correctamente en (7-52); 
(2) no se olvide que (7-53) es una ecuación vectorial. [Por ejemplo: ¿cuál es la fuerza to¬ 
tal sobre la esfera conductora cuyo campo eléctrico está dado por (7-31)?] 

Ejercicios 

7-1 Considérese un cuadro de lado a. Empezando en uno de los vértices y siguiendo en sen¬ 
tido contrario a las manecillas del reloj, se coloca una carga puntual q en el primer vértice, 
2q en el siguiente, después 3q y finalmente 4q. Encontrar U e para esta distribución de 
carga. 

7-2 Una carga puntual, q, se coloca en cada uno de los vértices de un cubo de lado a. En¬ 
contrar la energía electrostática en este sistema de cargas, 

7-3 La expresión para la enagía de un capacitor dada por (7-21) también puede obtenerse 
de la siguiente manera. Durante el proceso de carga, considérese una etapa intermedia cuan- 
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do la carga es q, siendo 0 < q < Q. La diferencia de potencial será q/C. Encontrar el traba¬ 
jo requerido para aumentar la carga en dq. Sumar entonces todos estos incrementos de 
trabajo desde el estado inicial sin carga hasta el estado final de carga completa, para obte¬ 
ner así, (7-21). 

74 Encontrar la energía de la distribución de carga del ejercicio 5-9 por medio de (7-10). 
¿A qué se debería reducir el resultado cuando n = 0? ¿Ocurre esto? 

7-5 Encontrar la energía de la distribución de carga del ejercicio 5-17 por medio de (7-8). 
7-6 Encontrar la energía de una sección de longitud L de los cilindros coaxiales de la figu¬ 
ra 6-12, cuando se utilizan como un capacitor con carga q i por unidad de longitud, por me¬ 
dio de (7-8). Utilizar estos resultados para verificar de nuevo el valor de C dado en (645), 
7-7 Encontrar la energía total de gravitación de la Tierra tratándola como una esfera ho¬ 
mogénea de masa 5.98 X 10 24 kilogramos y radio de 6.37 X 10 6 metros. [La constante de 
gravitación es G= 6.67 X 10 -11 newton-metro 2 /kilogramo 2 .] Si una distribución esférica 
y unifornje de carga, cuyo valor total fuese igual a la mgnitud de la carga electrónica (1.60 
X 10 —1 9 coulombs), tuviera la misma energía, ¿cuál sería su radio? 

7-8 Expresar la energía de un sistema de n conductores en función del potencial y de los 
coeficientes de capacitancia y de inducción que se definieron en (643). Demostrar que 
cuando sólo hay dos conductores, la energía puede escribirse como 

£4"í c n < / > ? + c l2 < Z , l < # , 2 + Í c 2202 (7*54) 


y que cuando estos dos conductores se utilizan como un capacitor, la energía vuelve a ser 
la misma dada por (7-21) y (644). 

7-9 Demostrar que cuando (7-28) se aplica al caso de una distribución esférica y uniforme 
de carga, el resultado es de nuevo (7-14). ¿Qué fracción de la energía total se considera ahora 
fuera de la esfera? 

7-10 Una carga — Q se encuentra en la esfera interior de la figura 6-8 y una carga Q en la 
esfera exterior. Encontrar la energia de este sistema por medio de (7-28) y así demostrar 
que la capacitancia es (6-37). 

7-11 Los conductores cilindricos coaxiales de la figura 6-12 se utilizan como un capacitor 
con cargas por unidad de longitud q x y ¿h . Encontrar la energía de una sección de longi¬ 
tud L de este sistema, por medio de (7-28) y así demostrar que la capacitancia es (645). 
7-12 Utilizar (7-28) para encontrar la energía de la distribución de carga del ejercicio 5-9 
y verificar que se obtiene el mismo resultado que para el ejercicio 74, y que la respuesta se 
reduce al resultado correcto cuando n = 0. ¿Qué fracción de la energía total se encuentra 
afuera de la esfera? 

7-13 Considérense los dos conductores de la figura 6-8. Existe una carga total neta Q¡ so¬ 
bre el conductor interno y una carga total neta Q¡ sobreelconductorexterno,siendo Q¡ #{2a • 
Demostrar que la energía total de este sistema está dada por 


U, 




T-QxQi 



(Demostrar que esto se reduce al resultado esperado cuando Q j = Q i.) Resolver este ejer¬ 
cicio de tres manera diferentes. 

7-14 El capacitor de placas paralelas tiene placas de área A. La placa inferior se encuentra 
rígidamente fija sobre una mesa, La placa superior cuelga de un resorte de constante k cuyo 
extremo superior se encuentra rígidamente fijo. Las placas se encuentran originalmente sin 
carga. Cuando el capacitor se carga hasta una carga final Q y Q, demostrar que la distancia 
que la distancia entre las placas cambia por una cantidad Q 2 /2kE 0 A. ¿El resorte queda 
estirado o comprimido? 

7-15 Una placa metálica cuadrada de 20 cm de lado se cuelga del brazo de una balanza de 
manera tal que queda paralela a otra placa horizontalmente fija, de las mismas dimensiones. 



144 


Energía electrostática 


La distancia de separación entre ambas placas es de 1.5 mm. Se aplica una diferencia de 
potencial de 150 volts entre las placas. ¿Qué cantidad adicional de masa debe colocarse en 
el otro lado de la balanza para que la placa colgante mantenga su posición original? 

7-16 Se utiliza una batería para cargar un capacitor de placas paralelas a una diferencia de 
potencial A 0, y después se desconecta. La separación entre las placas se incrementa de d 
a ad, donde a es una constante >1. ¿Cual es la relación de la nueva energía a la energía ori¬ 
ginal? ¿Se aumenta o se disminuye la energía? ¿De dónde procede o a dónde va este cam¬ 
bio de energía? Verificar la respuesta cuantitativamente. 

7-17 Existe una diferencia de potencial A0 entre los conductores coaxiales de la figura 

6- 12. Encontrar la magnitud déla fuerza por unidad de área sobre la superficie del cilindro 
interior. ¿Cuál es su dirección? ¿Cuál es la fuerza total por unidad de longitud que actúa» 
sobre él? 

7- 18 Un capacitor de placas paralelas está formado por el fondo metálico y el pistón móvil, 
también metálico, de un cilindro de paredes no conductoras. El cilindro es hermético y se 
mantiene a temperatura constante. Cuando el capacitor se encuentra descargado, la separa¬ 
ción entre las placas es d a , y la presión en el interior del cilindro es p 0 . Cuando se aplica una 
diferencia de potencial A0 entre las placas, demostrar que, si/ es la disminución fraccional 
en la separación de las placas (/>0), f puede encontrarse por medio de 



7-19 Supóngase que los dos conductores cilindricos coaxiales de la figura 6-12 se mantie¬ 
nen a una diferencia de potencial constante, A0- Los cilindros son muy largos. Imagínese 
ahora que el conductor interior recibe un desplazamiento pequeño A x en la dirección del 
eje común. Demostrar que el conductor interior será atraído a su posición original por una 
fuerza que es aproximadamente 

F 



Capítulo 



Multipolos eléctricos 


En principio, la ecuación 5-2 viene a ser un método para calcular el potencial debido a la 
distribución de cargas en cualquier punto de campo que se elija. Supóngase que las cargas 
se encuentran encerradas en un volumen finito de tamaño razonable. El volumen no nece¬ 
sita ser de una forma determinada sino que, de hecho, puede ser muy irregular. En las pro¬ 
ximidades de un volumen tal, es de esperarse que los valores del potencial en varios puntos 
sean muy dependientes de los detalles de la distribución de la carga. Sin embargo, a medida 
que la distancia a este volumen se incrementa, parece claro que los detalles finos de la dis¬ 
tribución de las cargas tienen menor importancia cada vez, siendo posible determinar el 
potencial principalmente de acuerdo con las variaciones a gran escala en las posiciones y 
magnitudes de las cargas. El caso extremo ocurre cuando el punto de campo se considera 
tan lejano a la distribución de carga, que ésta se comporta como si fuera una sola carga 
puntual; ya se vio este hecho en relación con (7-26) y (7-27). Lo que se desea ahora es co¬ 
nocer esta situación en mayor detalle, a fin de concluir que el efecto de la distribución de 
carga puede caracterizarse por un conjunto de cantidades que dependen de algunos detalles 
de la distribución, de manera similar a como algunas cantidades mecánicas, tales como la 
magnitud de la masa total y el momento de inercia de un conjunto de masas puntuales, 
dependen de diversas características de la distribución de masa. Estas cantidades reciben 
el nombre de multipolos eléctricos, y ya se les definirá en forma específica. Estas conside¬ 
raciones también resultarán de gran utilidad parala descripción de los efectos de la materia 
en la electrostática, ya que, para los propósitos que se persiguen aquí, se considerará que 
un trozo de materia es esencialmente un conjunto de cargas eléctricas con distribución 
dada. 


8-1 Desarrollo multipolar del potencial escalar 

La figura 8-1 muestra la situación general. Se tiene un sistema de N cargas puntuales, q x , 
q 2 , ■ ■ ■ , q¡, ■ .., Qn, localizadas en un volumen V'. Se toma como origen 0 de coordenadas 
un punto arbitrario pero conveniente, que se encuentre ya sea en V o cerca de éste. Los 
vectores de posición de las cargas son r,, r 2 , . . ., r,,. .., r N . Se desea obtener el potencial, 
<j>, en el punto de campo P, cuyo vector de posición con respecto a este mismo origen es r; 
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así, P se encuentra en la dirección r a una distancia r de 0. Este potencial está dado por 
(5-2) como 


4>(r)= 2 


q, 


= 1 4 t 7£ 0 R, 


( 8 - 1 ) 


donde R¡ = |r - r,-|. Si se introduce el ángulo d¡ entre las direcciones de r¡ y r, y se utiliza la 



Figura 8-1 Geometría para el cálculo del potencial debido a un sistema de cargas 
puntuales. 

ley de los cosenos, con ayuda de la figura puede observarse que 

R ¡ = (r 2 + r¡ 2 — 2 rr i eos 9 ¡) 1/2 (8-2) 


de manera que (8-1) queda 


<Hr) = 


2 


Í= 1 


_ Si _ 

47te 0 ( r 2 + r, 2 -2 rr ¡ eos 0 ¡)' /2 


(8-3) 


Sin embargo, no hay nada específico que se pueda hacer con esto a menos que se conozcan 
los detalles exactos de la distribución de las cargas. 

Supóngase ahora que P se encuentra lo suficientemente alejado de V', de modo que 
está más lejos del origen que cualquiera de las cargas. Aquí, r > r¿ para todas las i, la rela¬ 
ción i/jjr) es siempre menor que uno y se puede considerar un desarrollo en serie de po¬ 
tencias de esta relación. Si se factoriza la r 2 de la raíz cuadrada en (8-2), se puede escribir 


1 1 

R , r (l + 0 1/2 


donde 


(8-4) 
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Ahora se introduce la serie de potencias 

( 1 ± /r l ' / 2 ) =i^+^ 2 +^3 + ... 


(8-5) 


( 8 - 6 ) 


con el signo superior, para desarrollar la raíz cuadrada en (8-4). Se mantienen todos los 
términos del orden de (r¡¡r) 2 y se ignora el resto; así, no es necesario utilizar el cuarto tér¬ 
mino de (8-6) que incluye a V ’ y, por lo tanto, a (r¡/r) 3 . Sustituyendo (8-5) en (8-6) e ig¬ 
norando todos los términos que contengan a (r¡/r) 3 y (r t ¡rf , se encuentra que 


( 1+0 


1/2 


: 1 — 




~1 + 


(^)cos0, + |(-^) 2 (3cos 2 0 ; -i) 


Si se divide esto entre r , de acuerdo con (8-4), y se sustituye el resultado en (8-1), se tiene 
que 


<p(r) = 


4« 0 r 


2 <7, + 7 -^ 2 <7, 5 eos 6 , 
í=i 47te 0 /“ ,= i 


+ — l 3 S #(3»s^ l -l)+... (8-7) 

477 x 0 r 3 ,= i ¿ 

donde se han utilizado los puntos suspensivos para indicar que existen otros términos de 
orden mayor pero que no han sido calculados. El resultado (8-7) recibe el nombre de desa¬ 
rrollo multipolar del potencial. Los términos individuales de la suma se llaman, respectiva¬ 
mente, el término monopolar, el término dipolar y el término cuadripolar. Puede observarse 
que su dependencia con la distancia r del punto de campo va como 1 ¡r, 1 ¡r 2 , \/r 3 , y así 
sucesivamente, de tal forma que a medida que uno se aleja de la distribución de carga, los 
términos de mayor orden del desarrollo se vuelven cada vez menos importantes. Por conve¬ 
niencia, la suma (8-7) se escribe en la forma 


<M r )='M r )+^z>( r )+ < M r ) + ( 8 ' 8 ) 

Aunque no es necesario para lo que resta del capítulo, sí es interesante indicar que 
las funciones de los ángulos que surgieron en (8-7) son funciones que se conocen con el 
nombre de polinomios de Legendre. Si se escriben como estas funciones se definen 
por el desarrollo 


1 OO 

- 1 - ~=2rÁ*)y' (M<Ur<i) (8-9) 

(1 — 2 xy+y 2 ) ¡=o 


de manera que vienen a ser los coeficientes de las y 1 en la suma. Algunas de ellas son 

F 0 (tc)=1 />,(.*) = .* P 2 (x) = \( 3* 2 -l) 
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P 3 (x) = ¿(5x 3 -3x),... (8-10) 

Una vez que se conocen las primeras, las demás se pueden encontrar por medio de la rela¬ 
ción recursiva que satisfacen: 

(/+l)P /+r W-(2/+l)xP / (j*)-^.(x) (8-11) 


Se observa también que Pj(l) = 1. 

Si se compara (8-9) con (8-4) y (8-5), se puede observar que es posible hacer las 
identificaciones y = r¡ e y x = eos 0 ¡; ambas satisfacen las condiciones dadas entre paréntesis 
en (8-9). Así, se puede escribir 


± l 
R, r 



de modo que (8-1) puede escribirse, en general, como 




1 S, J_ 

47*0 /-o r ,+l 


N 


2 q,r‘R¡{ eos»,.) 


( 8 - 12 ) 


(8-13) 


cuyos primeros términos concuerdan con (8-7), que se obtuvo por desarrollo directo. Aun¬ 
que (8-13) es una expresión completa del desarrollo general de tj>, es necesario considerar 
únicamente la parte dada en (8-7). 

Los resultados no son todavía del todo convenientes, dado que las cantidades que 
aparecen en las sumas incluyen tanto la localización del punto de campo P como las loca¬ 
lizaciones de las cargas debido a la presencia de eos 9¡. Sería mejor si se pudiera escribir 
los términos de (8-7) y (8-8) en forma en la que estos dos conjuntos de variables aparecieron 
separada y explícitamente, de preferencia en la forma de un producto de algo que dependa 
de la localización del punto de campo únicamente por algo que dependa exclusivamente de 
la distribución de carga. Para lograrlo, es necesario encontrar otra manera de expresar eos 
Oj. En la figura 8-1 se puede observar tomando en cuenta (1-15), (1-97, (1-8) y (1-20), que 


eos 8¡ — 


rr , 

rr. 



l<x, + Ly, + l l z ¡ 


(8-14) 


donde l x , l y , y 4 son los cosenos directores del vector de posición, r, de P, y x¡,y zi son 
las coordenadas rectangulares de la carga q¡. Resulta conveniente examinar cada uno de los 
términos de (8-8) por separado. 


I, El término monopolar 

La suma en el primer término de (8-7) es fácil de identificar. Es 

( 8 - 0 ) 

í= 1 

dónde Q es la carga neta del sistema. De esta manera, el término monopolar tiene la forma 
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( 8 - 16 ) 


Dado que es éste el término dominante del potencial, cuando el punto de campo se encuen¬ 
tra muy lejos de las cargas se observa que toda la distribución actúa como si fuera una sola 
carga puntual, como ya se había concluido antes. 

En este contexto, la carga neta Q recibe el nombre de momento monopolar de la dis¬ 
tribución de carga. En otras palabras, el momento monopolar es la característica de la 
distribución de carga que es importante para el término monopolar. 

Si las cargas se encuentran distribuidas de manera continua, la suma se puede rem¬ 
plazar por una integral por medio de (2-14), de manera que el momento monopolar puede 
calcularse a partir de 


Q=f p(r)dT (8-17) 

Jy 

donde la integral se toma sobre el volumen V de la distribución de carga fuente. Para dis¬ 
tribuciones superficiales y lineales, se pueden obtener expresiones-similares por medio de 
(2-16). 

II. El término dipolar 

Si se sustituye (8-14) en la segunda suma de (8-7) ae obtiene 

N N 

2 < 7 ,r,cos 0 ,.= 2 vVxX.+^ + l'Z,) 

/-i ¡~i 

* /,(2 g * í )+4(2 w ) +4{ 2 



Dado que la suma entre paréntesis de la última expresión contiene solamente las propiedades 
de la distribución de carga y no la posición del punto de campo, resulta ser una propiedad 
individual exclusivamente de la distribución de carga. Se le define como el momento dipolar, 
p, de la distribución de carga; es decir, 


p= 2 9F, (S-1'9) 

/-i 

de modo que se puede escribir 

2 q,r, eos d J =r-p = i x p x + t y p y + ij>' (8-20) 

/-1 


Cuando se sustituye esto en (8-7), se observa que el término dipolar puede escribirse en 
función del momento dipolar como 
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<¡>Jr) = 


J_L 
47 rty 


IL 

477í 0 r' 


( 8 - 21 ) 


Nótese que (8-21) tiene la forma de un producto (escalar) de cantidades, una de las cuales 
sólo depende de la posición del punto de campo y la otra sólo de los detalles de la distri¬ 
bución de carga. 

Si el punto P se encuentra muy lejos y si el momento monopolar Q se anula, enton¬ 
ces (8-21) será el término más importante en el desarrollo de 0, y el momento dipolar P 
será la característica dominante de la distribución de carga. 

Si las cargas se encuentran distribuidas continuamente, la suma de (8-19) puede ser 
remplazada por una integral sobre el volumen V', de manera que p se puede encontrar a 
partir de 


P= f p(r')r' dr' 

J v 

con expresiones similares para distribuciones superficiales y lineales. 


( 8 - 22 ) 


III. El término cuadripolar 

Este término es más complicado, pero puede escribirse en una forma útil y conveniente 
por medio de un método razonable directo. Si se utiliza (8-14), se encuentra que 

r 2 { 3 eos 2 0 t . — 1) = 3(í • r,) 2 - r 2 

= 3(4*,. + l y y, + / Z z,) 2 - r, 2 (l x 2 + 1 2 -I- 1 2 ) (8-23) 

En el último paso, de hecho se multiplicó r 2 por 1, debido a (1-19) por lo que no se alteró 
su valor. Cuando se desarrolla el cuadrado de (8-23) y se agrupan los términos, se obtiene 

C 2 (3 eos 2 4-1) = 4 2 (3*, 2 - r 2 ) + l y 2 (3y 2 - r 2 ) 

+ 4 2 (3z, 2 - r 2 ) + 6lj y x ¡ y ¡ + ó/^z, 

+ 6/.4z,,y, (8-24) 

Ahora se sustituye (8-24) en la suma del tercer término de (8-7) después de factorizar el y y 
sacarlo; también se dividen los últimos tres términos de (8-24), observando que 6l x l y x¡yi 
= 3l x lyX¡yi + 3lyl x yiX¡. Una vez realizado todo esto, se encuentra que la suma puede es¬ 
cribirse en una forma simétrica como sigue: 

2 <7/, 2 (3 eos 2 4-1) 

i 


= 4 2 2 q¡{W ~ r ñ + U y 2 & x¡y¡ + 44 2 ^3x,z, 

i i i 

+ 44 2 + 4 2 2 7,í 3 >'r - r ñ + 44 2 ^ 3 >-z, 

i i i 
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+ 442 í/3 z¡x¡ +442 q¿z¡yi +4 2 2 g¡(W - r,- 2 ) (8-25) 

i i i 

Nótese que cada término de este desarrollo es un producto de algo que depende solamente 
del punto de campo, es decir, su dirección, y una cantidad que depende exclusivamente de 
los detalles de la distribución de carga. Así, se define un conjunto de cantidades, Q¡ k , que 
reciben el nombre de componentes del tensor del momento cuadripolar, como sigue: 

0* = 2 ^(V, k ¡-n%) (. j,k = x,y,z ) (8-26) 

/= 1 

En esta expresión, j y k pueden ser independientemente x,y o z; el símbolo b¡ k es el sím¬ 
bolo delta de Kronecker, que se define como 


S Jk = 


1 si j = k 

0 si j^=k 


Así, existen un total de nueve Q¡ k definidas por (8-26). Por ejemplo, 


Q xx = 2 g¡(W - r, 2 ) Q xy = 2 <7,3 x ¡y¡ 

i i 


(8-27) 


(8-28) 


Al comparar (8-26), (8-28) y (8-25), se puede observar que la última podría escribirse de 
manera más compacta como 


2 q¡r¡ 2 (3 eos 2 0, -1) 

i 

- 4 2 Qxx + 4 4 Qxy + 4 4 0 « 

+ 4 4 Qyx + l y 2 Qyy + 4 4 Qyz 

+ 4 4 Qzx + 4 4 & + 4 2 6 « 

= 22 (8-29) 

j-- x ,y,z k = x,y,z 


Por último, cuando se sustituye (8-29) en (8-7) se observa que el término cuadripolar 
puede escribirse en función del momento cuadripolar como 


<> e (r) = 


1 

47re 0 r 3 


y 2 2 440* 

Z / = V M r i- = V V 7 


(8-30) 


Si el punto .P se encuentra muy lejos y si totfü el momento monopolar Q como el momento 
dipoiar p son cero, entonces (8-30) es el término principal del desarrollo de 0 y el tensor 
del momento cuadripolar, Q¡ k , es la característica dominante de la distribución de carga. 

Algunas veces es conveniente expresar el término cuadripolar explícitamente en 
función de las coordenadas del punto de campo en lugar de los cosenos directores. Esto 
puede lograrse utilizando l x —x/r, l y —y/r, l z =z/r, de acuerdo con (1-7) y (1-11). de ma¬ 
nera que (8-30) queda como 
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<M r ) 


i 

4^e 0 r 5 


j 2 2 J k Qjk 

¿ ¡ = v r i' = V V * 


(8-31) 


[Las formas (8-30) y (8-31) son reminiscencias del resultado obtenido en mecánica para la 
energía cinética de un cuerpo rígido cuando se la expresa en función de los momentos y 
productos de inercia.] 

Si las cargas se hallan distribuidas en forma continua, la suma de (8-26) puede rem¬ 
plazare por una integral, de modo que para una distribución volumétrica se tendrá 


Qjk= f P( r ')(3/ k' - r' 2 8 Jk ) <h’ (8-32) 

J V 

Por ejemplo, 

£\v=( p(r , )(3x' 2 — r' 2 )dr' Q xy = f p(r')3x'y'dr (8-33) 

J V J y 

Existen expresiones similares para distribuciones superficiales y lineales. 

Aunque (8-26) define un total de nueve cantidades Q^. realmente son menos las 
independientes. De (8-26) u (8-28) se observa que Q yx =Q xy y así sucesivamente;es decir, 


Q^Qjk Ü*k) (8-34) 

Así, el tensor del momento cuadripolar es un ejemplo de un tensor simétrico, y (8-34) 
reduce el número de componentes independientes a seis. Si ahora se suman las componen¬ 
tes diagonales, es decir, aquéllas para las que j = k, se tiene que 


+ Qyy + Q zz = 2 <7, [ (3.V,. 2 - r¡ 2 ) + (3 v, 2 - r¡ 2 ) + (3 z 2 - r, 2 ) ] = 0 


dado que r¡ 2 —x, 2 + y¿ 2 +z¡ 2 ; así, se obtiene 

0v, + 0 l; v + &.-=O 


(8-35) 


y este resultado, que es verdadero sin importar la localización del origen ni la naturaleza 
detallada de la distribución de carga, reduce el número de componentes independientes a 
cinco. 

Si la distribución de carga es muy simétrica, el número de componentes indepen¬ 
dientes puede reducirse aún más. Con un ejemplo de caso extremo, considérese el caso de 
simetría axial, es decir, la distribución que tiene un eje de simetría rotacional, tal como la 
de un cilindro, un cono o un huevo. Tómese al eje z como dicho eje y desígnense los ele¬ 
mentos en este caso como Q¡k a ■ Entonces, para cada carga q en (x , y’, z) existirá otra 
carga del mismo valor en ( - x.\y' r') y la contribución de este par a Q xv “, por ejemplo, 
será 3q'x'y' 4 3q'( - x')y' = 0. Dado que todas las cargas pueden aparearse de esta manera, 
el resultado neto es que Q vv » = 0. El mismo argumento se utiliza para el resto de los ele¬ 
mentos fuera de la diagonal, de manera (pie 




(./ J A ) 


( 8 - 36 ) 
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con lo que se ha reducido el número a tres componentes. Pero, debido a (8-35), realmente 
hay sólo dos, ya que 


Q,:‘+Q.u“+Q;: a = 0 ( 8 - 37 ) 

Más aún, dado que no hay distinción real entre los ejes* y y en este caso, para cada carga 
en un valor dado de x habrá otra carga igual en el mismo valor numérico de y' para el 
mismo valor de r . Por lo tanto, las sumas correspondientes de (8-26) serán iguales, con lo 
que 


Q Xx a =Qyy a 


( 8 - 38 ) 


Al sustituir esto en (8-37), se encuentra que 2 Q xx “ + Q zz a = 0. Por lo tanto, Q xx a = 
a = - \Q zz a , P or 1° que realmente sólo hay una componente independiente del momento 
cuadripolar característica de la distribución de carga. Si se le llama Q a = Q zz a al momento 
cuadripolar de esta distribución de carga axialmente simétrica, se tiene 


QJ=Q a 

o a =o “= 

xlxx xCyy 



( 8 - 39 ) 


Bajo estas circunstancias, el término cuadripolar se simplifica considerablemente. Sí se 
sustituyen (8-36) y (8-39) en (8-30) y se utiliza (1-9) para eliminar l x y l y , se encuentra 
que <p q se vuelve 


(r) _ Q a (34 2 -i) _ Q“ (3eos 2 !? — 1) 

1 4n-e 0 4 r 3 47re 0 4 r 3 

donde 0 es el ángulo que se forma entre el vector de posición r del punto de campo y el 
eje de simetría (el eje z). Un ejemplo de una situación como ésta se encuentra en los núcleos 
atómicos. Aunque sus propiedades deben ser descritas por la mecánica cuántica, el trata¬ 
miento es muy similar. Puede demostrarse que si un núcleo posee un momento cuadripolar, 
necesariamente debe poseer un eje de simetría en la dirección de su momento angular in¬ 
trínseco o “espín”. Así, lo que se encuentra enlistado en las tablas de momentos cuadri- 
polares nucleares es esencialmente la cantidad Q a \ lo que realmente se tabula es Q a /e, 
donde e es la carga electrónica, por lo que estos momentos cuadripolares nucleares están 
dados como áreas. 



IV. Efectos de la elección del origen 

El momento monopolar Q dado por (8-15) es una propiedad única de la distribución de 
carga. Tanto (8-19) como (8-26) dependen del valor absoluto de las r,, de manera que 
el momento dipolar y las componentes del momento cuadripolar no son generalmente 
propiedades exclusivas de la distribución de carga, sino que también dependen de la elec¬ 
ción del origen. Sin embargo, bajo ciertas circunstancias resultan ser independientes de esta 
elección, lo que se investigará con mayor detalle enseguida. 

Supóngase que en lugar de elegir el origen en 0 de la figura 8-1 se eligiera el nuevo 
origen, 0 „, que se obtiene trasladando los ejes (sin rotación) mediante un desplazamiento 
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a, como se muestra en la figura 8-2. La posición de q¡ con respecto a este nuevo origen es 
r,„ y se puede ver en la figura que a + r¿ n = r de manera que los vectores de posición nue¬ 
vos y viejos quedan relacionados entre sí por 

r en =r,.-a (8-41) 

Si se sustituyen estos valores en (8-19) para encontrar el nuevo valor del momento dipolar 
P„ , se obtiene 


P„ = 2 4,r¡„ = 2 q¡r¡ - a 2 <7, = P - 0* (8-42) 

/ i i 

lo que demuestra que los momentos dipolares calculados con respecto a estos nuevos orí¬ 
genes serán generalmente diferentes. Sin embargo, también se puede observar que el mo- 



Figura 8-2 El nuevo origen de coordenadas se desplaza una distancia a del anterior. 


mentó dipolar será independiente de la elección del origen y, por tanto, una función singular 
de la distribución de carga, siempre y cuando el momento monopolar se anule, es decir, 

P„=P si 0 = 0 (8-43) 

Además, el término dipolar será el término principal de la expansión (8-7). Para que Q = 0, 
se requieren por lo menos ríos cargas en la distribución; esta es la razón de nombre “dipolar”. 

Ejemplo 

Dos cargas puntuales iguales y opuestas. Este es el ejemplo más simple para el que se anula 
Q. Las dos cargas y sus posiciones se muestran en la figura 8-3. A partir de (8-19) se encuen¬ 
tra que p es 
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P = í /r + ~</r =q(r + — r_) = q\ (8-44) 

de modo que el momento dipolar es igual al producto de la magnitud de la carga y el vec¬ 
tor de desplazamiento, 1, de la carga negativa a la positiva. Aunque esta distribución de 
carga es considerada por lo general como el prototipo de un dipolo, y se le llama simple¬ 
mente "dipolo", generalmente sus momentos de orden superior no se anulan, de manera 
que (8-8) necesariamente incluye más del término <po(r). 



Figura 8-3 Dos cargas puntuales ¡guales y opuestas po¬ 
seen un momento dipolar en la dirección de 1. 




•-1---• Figura 8-4 Una distribución de carga que posee monten- 

n ‘ 7 0 a — q . i. . 

1 H to aipolar. 

Otro ejemplo sencillo que satisface (8-43) se muestra en la figura 8-4 y por medio 
de (8-1Ó) se puede verificar fácilmente que su momento dipolar es p = 2q\. 

Se pueden obtener resultados similares para el momento cuadripolar. Será suficiente 
considerar una sola componente, por ejemplo Q x v . Las componentes x y y de (8-41) son 
.v,„ - Xj - a x y yin ~ y cuando se sustituyen éstas en (8-28) se obtiene que la nueva 
componente Q x es 

Q, y " = 3 2 q,x Kn y e n =3 2 q¡{x¡ - «,)(>’, - <* y ) 

I l 

= Qyy - 3 ( ¡yP- ~ 3 <*xPy + 3 «„ Q (8*45) 

por medio de (8-19) y (8-15). Dado que existen expresiones similares para las otras com¬ 
ponentes Qj k , se puede concluir que por lo general el momento cuadripolar no es tampoco 
una propiedad exclusiva de la distribución de carga. Sin embargo, en (8-45) se puede ob¬ 
servar que será independiente del origen sí los momentos tanto monopolar como dipolar 
desaparecen, es decir. 


Q jk "=Q jk si 2=0 y p = 0 (8-46) 

Además, el término cuadripolar será el término principal del desarrollo (8-7). 

Por lo general, se pueden satisfacer ambas condiciones de (8-46) por lo menos con 
cuatro cargas de la distribución; de aquí la razón del nombre “cuadripolar”. Los ejemplo? 
más simples generalmente se obtienen colocando dos dipolos de manera tal que se cancele 
el momento dipolar total. Dos de estos ejemplos se muestran en la figura 8-5, en la que los 
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t~ ? n 



h 


(a) 

Figura 8.5. Distribución de carga que poseen momentos cuadripolares. 

dipolos se han indicado con flechas punteadas. Nótese que la figura 8-5 b es una variante de 
la figura 8-4 con 1 = 0; nótese también que para que concuerde con la necesidad de tener 
por lo menos cuatro cargas, se debe realizar una división mental de la carga central de valor 
2q en dos cargas superpuestas de valor individual q. Debe tenerse cuidado al diseñar arre¬ 
glos de este tipo. Por ejemplo, si se intercambian las dos cargas en la parte superior de la 
figura 8-5a, las condiciones de (8-46) ya no se cumplen completamente, dando como resul¬ 
tado que la configuración de carga así tendría un momento cuadripolar dependiente de la 
posición de origen. 

Para resumir esta sección tan larga, se puede decir que cuando la distancia a una dis¬ 
tribución de carga es lo suficientemente grande, el potencial que ésta produce puede desa¬ 
rrollarse en la forma: 


<í>(r) = 





(8-47) 


tal como se obtuvo en (8-8), (8-16), (8-21) y (8-30). Dado que en (8-47) solamente aparece 
la posición del punto de campo a través de su distancia al origen y la dirección de r, se 
puede pensar qüe todos los momentos se encuentran localizados en el origen, sin importar 
la extensión espacial de la distribución de carga fuente. 

Hasta ahora se ha prestado atención a la forma del potencial. A continuación se 
consideran algunas de sus propiedades, así como el campo eléctrico que describe. Resulta 
útil analizar cada una de las contribuciones que resultan de (847); el E total será la suma 
vectorial de todas ellas. El primer término corresponde a una carga puntual localizada en 
el origen, y dado que ya se han visto a fondo sus propiedades, se procede directamente 
con el segundo término. 


8-2 Campo del dipolo eléctrico 

El potencial que se desea investigar es el dado por (8-21), y será el término principal cuan¬ 
do Q = 0. Aunque se obtuvo al analizar el potencial a una gran distancia de la distribu¬ 
ción de carga, resulta conveniente estudiar sus propiedades al suponer que (¡> D es verdadero 
para todos los puntos del espacio. Un campo con estas características recibe generalmente el 
nombre de campo dipolar, suponiéndose que está producido por un dipolo puntual, P, 
situado en el origen. Esta suposición ficticia pero conveniente puede resultar de un proceso 
de límite aplicado a la distribución de cargas iguales de la figura 8-3. En este proceso, la 
separación 1 se va reduciendo a cero mientras que la carga q va aumentando de tal manera 
que el momento dipolar, que es su producto de acuerdo con (844), permanezca constante 
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e igual a p. Si se utilizan coordenadas esféricas para localizar el punto de campo p, y se 
elige el eje z en la dirección de p, se llega a la situación que se ilustra en la figura 8-6. Al 
utilizar (8-21) y (1-15) se encuentra que se puede expresar el potencial dipolar como 


<t> D (r) = 


pcosO 

477e 0 r 2 


(8-48) 


La ecuación que da las superficies equipotenciales que corresponden a <¡> D = const es en¬ 
tonces 


'• = { .■ Icos0 = C D eos0 

\ 4 ™ 0 <t>D / 


(8-49) 


donde la constante C D que caracteriza a una superficie dada depende del valor de (po. Estas 
equipotenciales se muestran en la figura 8-7 como líneas continuas; las superficies reales 
se generan al rotar imaginariamente esta figura bidimensional alrededor del eje z. Dado 
que r 2 en (8-49) debe ser positivo, se puede observar que C D debe también ser positivo 



Figura 8-6 Un dipolo puntual en el origen y paralelo 
al eje z. 


para 0 < \ n cuando eos 0 es positivo; así, los valores positivos de 4>d corresponden a las 
curvas equipotenciales de la mitad superior de la figura. De manera similar, las curvas en la 
parte inferior de la misma corresponden a valores negativos de <po, dado que eos 0 es ne¬ 
gativo para 0 >de modo que C D debe también ser negativo. 

Las componentes de E pueden encontrarse a partir de (848), (5-3) y (1-101), los re¬ 
sultados son: 


E = 

d<p D 

í P \ 2 eos 0 

r 

9 r 

\ 47re 0 / r 3 

F = 

1 

_( P \ sen 0 


r 90 

\ 47T€ 0 / 


(8-50) 


y Ep~ -d<p£>/dtp = 0. Estas componentes poseen una dependencia angular diferente pero 
ambas presentan la variación inversa al cubo de la distancia, que es característica del campo 
dipolar. 

Se puede encontrar la ecuación de las líneas de E a partir de la expresión anterior 
(5-39), que expresa el hecho de que la línea es paralela a E en todos sus puntos. Si se escri¬ 
ben tanto ds¡f como E en coordenadas esféricas por medio de (1-98), se tiene que 
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dr — k E r y rdO = k E„ 

de manera que 

dr E, _ 2eos 9 __ d\nr _ 2r/(lnsen(?) 
rdO ~T,,~ sen Q d(f ~ <lí) 

que se integra para dar 


(8-5!) 


1 n /• = I n sen- 0 +1 n K D = 1 n( K n sen 2 f) ) 

Donde es una constante de integración. Al despejara se obtiene la ecuación para estas 
curvas: 

r=K D sen 2 # (8-52) 

de modo que cada una de las líneas queda caracterizada por un valor particular de K D . 
Cuando se gratican las curvas, se obtienen las líneas de E que se muestran punteadas en la 



Figura 8-7 Equipotenciales (líneas llenas) y líneas de campo eléctrico (punteadas) 
de un dipolo puntual. 
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figura 8-7. Se observa que son consistentes con los casos especiales de (8-50), que indica 
que E r — 0 cuando 0 - \ tt y que Eg — 0 cuando 0 = 0 y 77. Es necesario asegurarse a satis¬ 
facción propia que las direcciones de E que se indican por medio de la flechas resultan de 
las expresiones para las componentes dadas en (8-50), y que las líneas de E son perpendi¬ 
culares a las superficies equipotenciales. 


8-3 Campo del cuadripolo lineal 

La expresión general para el potencial cuadripolar dada en (8-30) puede llegar a ser muy 
complicada dependiendo de las componentes Q¡ k que sean diferentes de cero. En conse¬ 
cuencia, se analiza solamente el caso para el que el sistema tiene un eje de simetría, de 
modo que el potencial dado por (8-40) sea 

f a _ Q° (3cos 2 #-l) fo 

Aunque muchos tipos de distribuciones de carga pueden producir este potencial, es conve¬ 
niente tomar como prototipo para este caso la sencilla distribución de carga de la ñgura 
8 -5b, ya que posee la simetría deseada; Q a es, de hecho, negativa en esta situación, como 
puede verse en (8-39) y (8-26). En consecuencia, se puede considerar a (8-53) como un 
campo cuadripolar lineal (o axial). La ecuación para las superficies equipotenciales que se 
obtienen al hacer que (¡>q = const en (8-53) es 

(8 - 54) 

donde la constante Cq que caracteriza una superficie dada depende del correspondiente 
valor de <¡>q . Por simplicidad, sólo se muestra una de estas curvas con línea llena en la fi¬ 
gura 8-8; las demás son de forma similar. Dado que (8-54) es independiente de y?, las su¬ 
perficies reales se generan aquí también al rotar estas curvas alrededor del eje de simetría 
(en este caso el eje z ). 

Las componentes del campo eléctrico que se obtienen a partir de (8-53), (5-3) y 
(1-101) son 


E — 1 

[3 Q°' 

| (3 eos 2 0 — 1) 




1 2 r 4 


F = 1 

(3 Q a > 

\ eos# sen Q 

(8-55) 


OO 

Hs 

O 

1 





Las componentes de campo disminuyen con el inverso de la cuarta potencia de la distancia 
al punto de campo. 

Para encontrar la ecuación de una línea de campo, se vuelve a eliminar A: de (8-51) 
por división y usando (8-55). De esta forma se obtiene 

dr _ E r _ (3eos 2 #~ 1) 
rd6 E g 2 eos# sen# 
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Figura 8-8 Una equipotencial (línea llena) y línea de campo eléctrico de un cuadri- 
polo lineal. 


que, al integrarse, da 


r 2 = Kq ser? 9 eos 0 (8-56) 

donde Kq es una constante de integración. De nuevo por simplicidad, la figura 8-8 sola¬ 
mente muestra una de estas líneas, como una curva punteada. Como se sugirió en relación 
con la figura 8-7, debe uno asegurarse de verificar que las direcciones de E indicadas por 
las flechas son consistentes con las expresiones para las componentes que se dan en (8-55) 
bajo el supuesto de que 0 a es negativa, como sería el caso para la figura 8-5 b. Nótese de 
nuevo que, como debe ser, las líneas de E son perpendiculares a esta superficie equipoten¬ 
cial mucho más complicada. 


8-4 Energía de una distribución de carga en un campo externo 

En el capítulo anterior se estudió la energía electrostática mutua de una distribución arbi¬ 
traria de cargas y se obtuvo el trabajo reversible requerido para acomodar estas cargas en con- 
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tra de sus fuerzas conservativas de atracción o repulsión mutua. En algunas circunstancias, 
el interés no se centra en toda esta energía sólo sino en una parte de ella. Para entender 
mejor esto, considérese una situación en la que la distribución total de carga se puede divi- 


Externo Sistema 




: igura 8-9 Un sistema de cargas bajo la influencia de una distribución de carga externa. 


dir en dos grupos, de forma que las cargas de cada uno de los grupos ocupen su propio 
volumen, y que estos dos volúmenes se encuentran separados una cierta distancia a fin de 
que puedan ser confundidos los grupos entre sí. La figura 8-9 ilustra una situación de este 
tipo; las cargas de uno de los grupos se denominan q i0 y ocupan el volumen V 0 , mientras 
que a las del otro grupo simplemente se les denomina q¿ con un solo subíndice, siendo V; 
su volumen también se han designado los grupos con los nombres de “sistema” y “extremo”, 
por motivos que resultarán obvios más adelante. Considérese una carga q¿ en la posición r¡ 
con respecto al origen 0 S que. por conveniencia posterior, se ha elegido dentro del volumen 
del sistema. De acuerdo con (5-48) se puede expresar la energía de esta carga como 

t4 = <7 Mr i) (8-57) 

en función del potencial total 0(r¿) en este punto. Por (5-2) se sabe que 0 queda determi¬ 
nado por todas las cargas y, de hecho, puede dividirse la suma total de las contribuciones 
en dos grupos, una parte que represente las contribuciones de las cargas externas q l0 y 
otra que requiera las de las cargas restantes en el sistema. Así se puede expresar que 0 = 0¿ 
+ 0o, donde, por ejemplo, 


2 4^V < 8 - 58 > 

siendo N 0 el número total de cargas externas y R u = |r,- - r/|, donde r¡ es el vector de posi¬ 
ción de £jf 10 . La otra parte <p s estará dada por una expresión similar. Al sustituir esto en 
(8-57) se encuentra que la energía de q¡ puede expresarse como la suma 

¿4 = <7,<?>>,) + <7,<f>o( r ,) (8-59) 

Aquí, el primer término representa la energía de interacción entre las cargas del sistema, y 
al sumársele sobre las N cargas de este tipo se llega a un resultado como (7-3). Asi, este 
término viene a ser la energía interna del sistema y expresa la cantidad de trabajo que se 
requiere para lograr su configuración. Para los casos que son de interés aquí, el sistema es 
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una entidad definida en el que las cargas que lo forman tienen posiciones especiales relativas 
que son fijas, y esta energía electrostática interna es una constante definida para el mismo. 

El segundo término de (8-59) representa entonces la energía que resulta de las in¬ 
teracciones entre una de las cargas del sistema con el grupo de cargas externas. Cuando se 
realiza la suma sobre /, se obtiene la energía de este tipo que puede ser considerada como 
la energía de las cargas del sistema de interés, producida por los efectos del campo externo; 
si a esta energía se le denomina U e0 , se tiene que 

'-4.0= 2 ¿/,4o(r ; ) (8-60) 

/ = i 

y recibe el nombre de energía interacción, objeto del interés de este estudio. 

Se puede realizar un análisis similar para las cargas externas y llegar a las mismas con¬ 
clusiones. Sin embargo, en los casos prácticos de interés, generalmente se hace que estas 
cargas externas producidas en un laboratorio por medio de cargas en las placas de un capaci¬ 
tor o en otros conductores, por ejemplo, y se desea estudiar el sistema de interés observando 
cómo responde a la influencia de las cargas de la fuente externa. En un caso así, por lo 
común no se estudian los cambios energéticos en las cargas externas, de manera que no re¬ 
sulta necesario preocuparse de ellas en adelante. Así, el término energético de valor es 
aquélla parte de la energía total representada en (8-60); en consecuencia, en lo que sigue 
solamente se maneja esa porción. 

Tal como está, (8-60) no corresponde completamente a la realidad experimental. 
Por lo general, las fuentes externas se encuentran lo suficientemente lejos y el sistema es 
tan pequeño en extensión espacial que tj> 0 no varía gran cosa en todo el volumen V. Por lo 
tanto, es suficientemente exacto desarrollar $ 0 (iy) en una serie de potencias en torno al 
origen, e incluir únicamente los primeros términos de dicho desarrollo. Si se utilizan coor¬ 
denadas rectangulares, el desarrollo en serie de 0 O puede expresarse como 


<¡>o( r ¡ ) = <í>o(A A', • A) = 0,0) 


+ 








+ 2 x¡y¡ 



(8-61) 


donde el subíndice 0 en las derivadas indica que deben evaluarse en el origen. Resulta con¬ 
veniente considerar el resultado que se obtiene al sustituir (8-61) en (8-60) parte por parte. 

El primer término de (8-61) es una constante, de modo que cuando se le introduce 
en (8-60) puede sacarse de la suma, por lo que resulta que su contribución a U e0 es 


U e0 M = <í>o(0,0,0) 2 q¡ = 2<í> 0 (0) 

i 


(8-62) 


donde Q, es el momento monopolar dado por (8-15). Así, esta parte de la energía de in¬ 
teracción es simplemente la producida por una carga puntual igual a la carga total multi¬ 
plicada por el potencial externo en el origen, de acuerdo y en armonía con (5-48). 
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El primer término entre corchetes en (8-61) puede expresarse como 

*V(V<Í > 0 ) 0 =- iyE 0 (8-63) 

debido a (5-3), donde E 0 es el campo eléctrico externo. Dado que E 0 también es constante, 
ai sustituir (8-63) en (8-60) se obtiene la siguiente contribución a la energía: 

L'md = ~ E 0 - 2 < ?, r I = — P ‘ E 0 (8-64) 

/ 

donde p es el momento dipolar dado por (8-19). Así, este término representa la energía 
de un dipolo en un campo eléctrico externo. 

Ya para ahora debe resultar claro que los siguientes términos de (8-61) darán una 
contribución energética que contendrá las componentes del momento cuadripolar, aunque 
estos términos no hayan sido escritos todavía en su forma más conveniente. Dado que se 
supone que las cargas fuente se encuentran separadas físicamente del sistema, tal como en 
la figura 8-9, su densidad de carga es p 0 =0 en todo el volumen del sistema, V. Por lo tanto, 
en todos los puntos del sistema, 0 O satisface la ecuación de Laplace de acuerdo con (5-15) 
y (5-16); es decir, 



Así, se puede sumar cualquier múltiplo de (8-65) a los términos de segundo orden de (8-61) 
sin afectar su valor; de acuerdo con esto, se multiplica (8-65) por - (r,- 2 /6), se suma esto a 
lo que queda de (8-61) y se reacomodan los términos utilizando el hecho de que las segun¬ 
das derivadas parciales mixtas son iguales, [por ejemplo, (3 2 <j>o/^xdy) 0 =(b 2 <¡) 0 ldybx) 0 y f 
también se les puede expresar como 



Si ahora se introduce (8-66) en (8-60) y se utiliza la definición de las componentes del 
momente cuadripolar dada en (8-26) e ilustra en (8-28), se encuentra que la contribución 
restante a la energía en el campo externo viene a ser 



(8-67) 
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o, en forma más concreta, 


v.oo - 6 2 2 Qjk 

° 7“-V..v.r A'-.vov?: 


2 4>q \ 


aja/c l 0 


( 8 - 68 ) 


También se puede expresar esto en función del campo eléctrico externo, E 0 , observando 
que (90 o /a/)o = ~ E 0 ¡ debido a (5-3), de manera que 


U 


t-0 Q 



2 Qjk 


\ 

B* jo 


lo que escrito en forma desarrollada es 



+ Q,r 


Bí'ür 

3.v 


+ a,.i 


3£g, 

dy 



0z 



(8-69) 


(8-70) 


demostrando en forma explícita que la energía de un momento cuadripolar en un campo 
externo depende de las derivadas espaciales de las componentes del campo eléctrico. 

Si se combinan (8-62), (8-64) y (8-69), se obtiene una expresión final para la energía 
del sistema de cargas debida a las interacciones con cargas de una fuente externa: 


i’rO (? < :' > i |(0) P ' E 0 



(8-71) 


fis posible proseguir aún más con este proceso desarrollando el potencial <f> 0 en fun¬ 
ción de los momentos multipolares de las cargas fuente extemas para así obtener una serie 
para la energía de interacción en función de la energía de un dipolo en el campo de un di¬ 
polo, y así sucesivamente. Sin embargo, no se hará tal cosa aquí, pero sí se calcularán algu¬ 
nos de los más importantes de estos términos en los ejercicios. 

Se puede expresar (8-71) de una manera más general. Como se observó después de 
(8-47), los momentos pueden considerarse localizados en el origen, que en este caso es el 
origen del sistema 0 S de la figura 8-9. Dado que el sistema mismo podría moverse, es con¬ 
veniente referir su posición a un sistema coordenado fijo en el espacio. Así, si se hace que 
r sea el vector de posición de 0 S con respecto a este sistema coordenado fijo, entonces los 
términos de (8-71) que están evaluados todos en 0 S , la “posición” del sistema de interés, 
serán realmente evaluados en r, de manera que se puede escribir finalmente 

Ím>= Q<f>„(r)-p-E 0 (r)- ~ 2 C>..( ) r + ' ' ' (8_72) 

Ahora que se han obtenido estos resultados, se investigan algunas de las consecuen¬ 
cias provocadas por los términos menos comunes: las energías dipolar y cuadripolar. 
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I. La energía dipolar 

Si se le escribe simplemente como U D , la energía de un dipolo p en un campo externo E 0 es 

U D — — p • E 0 = ~pE 0 eos 0 (8-73) 

donde 0 es el ángulo entre ellos, corno se muestra en la figura 8-10. Esta sería una forma 
apropiada para utilizarse con relación a un dipolo puntual tal como se definió anterior¬ 
mente. En la figura 8-11 se muestra esta energía en función de 0. Se puede observar que 
el rango de variación de la energía es finito y que la energía tiene un mínimo en 0 = 0 



Figura 8-10 Un dipolo que forma un ángulo con un 
campo eléctrico externo. 



Figura 8-11 La energía de un dlpolo en un campo externo en función del ángulo 
que forman el dipolo y el campo. 

cuando los dos vectores son paralelos. Esto indica que la tendencia del sistema es hacia la 
alineación del momento del dipolo con el campo externo. Se puede evaluar este efecto 
de la siguiente manera. Dado que la energía es una función de 0, es decir, Up =Ud (0), se 
sabe (de la mecánica) que existirá un momento de torsión sobre p, y que su componente 
en la dirección en que 0 aumenta, estará dada por 

dU n 

7= ~ ~W = ~ pE ° sen0== ~l pXE ol (8-74) 


Dado que res negativa, significa que el sentido del momento de torsión sobre p es tal que 
tiende a hacer girar a p en la dirección de E 0 ; así, si se utiliza la definición de la dirección 




166 


Multipolos eléctricos 



del producto cruz que se dio en la figura i-14, se puede observar que el momento de tor¬ 
sión vectorial r se encuentra en la dirección de p X E 0 , tal como se muestra en la figura 
8-12. Al combinar esto con (8-74), el momento de torsión sobre p estará dado correcta¬ 
mente en magnitud y dirección por 


T = pX E n (8-75) 

Nótese que t = ü cuando 0 = ü y 7r. de manera que estos dos valores del ángulo correspon¬ 
den respectivamente a un valor mínimo y a un valor máximo de la energía U D , tal como 
se muestra en la figura 8-1 1: 0 = 0 es una posición de equilibrio estable, mientras que 0=7t 
es de equilibrio inestable. Para lograr el equilibrio en un ángulo intermedio, es necesario 
que un agente externo aplique un momento de torsión mecánico. 7 m . igual y opuesto al 
valor de rdado en (8-75), de modo que el momento de torsión neto sobre p es igual a cero 

t + t„=0 (8-76) 

Si se vuelve a mirar (8-73), se puede observar que si E 0 no fuese constante sino una 
función de la posición r, entonces sería posible que un dipolo disminuyera su energía al 
moverse a oirá posición diferente; en otras palabras, se tiene la posibilidad de una fuerza 
traslacional, F/j. no nula sobre el dipolo, debida al campo externo. De la mecánica, otra 
vez, ésta está dada por 


F /> = - Vi/,, = V( p - E 0 ) 


(8-77) 


El hecho de que p sea constante permite poner esto en en una forma más útil. Si se utiliza 
(1-115), se puede escribir (8-77) como 

F„ = E 0 X ( V X p) + p X ( V X E (1 ) + (E„- V )p + (p • V )E 0 (8-78 1 

El primero y tercer términos desaparecen porque p es constante, de modo que todas sus 
derivadas espaciales son iguales a cero; el segundo término también desaparece porque E 0 
es conservativo y VXE» = 0, de acuerdo con (5-4). Así. (8-78) se reduce a 

F„=(p-V)Eo (8-79) 

Por ejemplo, si con la avuda de (1-123) se escribe la componente x de dicha fuerza se ob¬ 
tiene 
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f Dx =p x - 


a e. 


o x 


dx 


+Py 


a e. 


Ox 


dy 


+ Pz 


dE, 


Ox 


a z 


( 8 - 80 ) 


Existen expresiones similares para las otras dos componentes restangulares. El resultado 
(8-79) verifica así la expectativa de que existirá una fuerza traslacional sobre un dipolo 



Figura 8-13 Las fuerzas sobre las cargas de un dipojo prototipo. 

cuando el campo externo varíe con la posición. [El torque dado por (8-75) se encuentra 
presente aun en un campo externo uniforme.] 

Todos estos resultados para el momento dipolar han sido obtenidos de una manera 
completamente general y, por lo tanto, son aplicables al momento dipolar de cualquier tipo 
de distribución de carga que sea de interés. Sin embargo, resulta de utilidad ver que tam¬ 
bién es posible obtenerlos de una forma muy directa y sencilla para el caso simple de dos 
cargas iguales y opuestas, como las que se muestran el figura 8-3, que pueden ser tomadas 
como el prototipo del dipolo puntual si se hace que 1 ->-0 y q -+°°, de tal manera que p = 
q\ se mantengan constante. Para resaltar este aspecto, escríbase la separación entre ellas 
como dt, como se ilustra en la figura 8-13, de modo que se tenga r = r + dr. También 
se muestran el campo externo E 0 y las fuerzas sobre las cargas, que se calculan a partir 
de (3-1). 

De nuevo, si 0o(r) es el potencial externo, la energía se obtiene de (8-60) y resulta 

U eo = <70o(r+) ~ <70o ( r -) = qd<t> 0 = qdr-V<¡> 0 = - p - E 0 

con la ayuda de (1-38), (5-3) y (8-44). Así, este resultado que se ha obtenido para una si¬ 
tuación especial, concuerda exactamente con el que se halló de manera más general en 
(8-64). La fuerza neta sobre el sistema será 

F net = F + + F_ = q[ Eo(r + ) - E 0 (r .) ] = qd^ 

Se puede encontrar la componente x de ésta mediante (1-38) y (8-44), resultando 

F’net x = qdE 0x = qdr • V E 0x = (p • V)E 0x 

lo que concuerda con (8-80), de tal forma que una vez más se llega a (8-79). De manera 
similar, el momento de torsión resultante en un campo uniforme estará dado por. 
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r=r + XF + +r_ XF_ = q{ r + — r„)XE 0 = pXE 0 

y concuerda exactamente con (8-75). 


II. La energía lineal 

Como en la sección previa, será suficiente considerar la energía de interacción solamente 
para el caso de una distribución de carga con simetría axial. Si se le denota simplemente co¬ 
mo Uq u , y se sustituyen los valores para las componentes del momento dados en (8-36) y 
(8-39) en el último término de (8-72), se obtiene 


11 " = 


Q“ 

' dE o : 1 i 


+ 0 M1 

6 

3_- 21 

v i)v 

3v / 


(8-81) 


donde las derivadas deben evaluarse en la posición del sistema. De nuevo, dado que las 
cargas externas se encuentran todas ellas localizadas fuera de sistema, de tal forma que 
Po = 0, se tendrá que V.E 0 = 0, de acuerdo con (4-10). Se puede utilizar esto, junto con 
(1 -42), para expresar (8-8 I) completamente como una función de 3 H 0 . /3-: el resultado es 


l! “ = 

U Q 



(8-82) 


donde el último término proviene de (5-3). Así, el término de energía se reduce a una for¬ 
ma compacta muy simple para este tipo especial de distribución de carga. Nótese que sólo 
depende de la variación, a lo largo del eje de simetría, de la componente del campo eléc¬ 
trico que está también a lo largo del eje de simetría. Si Q a es positiva, la energía será míni¬ 
ma en el punto en el que 3/í 0 ,/9z posee su máximo valor positivo. Así, puede existir una 
fuerza traslacional sobre este cuudripolo dada por 


Fy" = — V Vq“ = 



(8-83) 


Ejercicios 

8-1 Llevar a cabo el desarrollo de l/R¡ para incluir todos los términos de orden de (r,/r ) 3 
y así demostrar directamente que el siguiente término en (8-7) se obtiene correctamente 
de (8-13) con 1 = 3. K esta parte del desarrollo de 0 se le denomina el término octopolar. 

8-2 Una única carga puntual, q , se encuentra situada en el punto (a.b.c). Encontrar Q. 
p y todas las componentes de Q¡ k para este sistema. ¿Cuál de estas cantidades, si las hay, 
varía si se sitúa una nueva carga - q en el origen del sistema? 

8-3 Supóngase que las cargas de la figura 8-3 se encuentran sobre el eje z con el origen 
en medio de ellas. Encontrar 0 exactamente para un punto de campo situado sobre el eje 
z. ¿Qué tan grande deberá ser z para que se pueda aproximar el potencial exacto sobre el 
eje z mediante un tér mino dipolar con un grado de exactitud de 1 por ciento? ¿Qué tan 
grande debe ser z para que se pueda examinar /•'. sobre el eje z mediante la expresión di¬ 
polar con una exactitud del 1 por ciento? 

8-4 Evaluar (8-47) para la distribución de carga de la figura 8-4 y expresar 0 en coorde- 
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nadas rectangulares. Utilizar el origen mostrado y tomar las cargas negativas como si estu¬ 
vieran situadas sobre el eje .y y la carga positiva sobre el eje y positivo. 

8-5 Se colocan cargas puntuales en los vértices de un cubo de lado a. Las cargas y sus lo¬ 
calizaciones son las siguientes: 3ry en ( 0.0,0): - 2t/ en (a. 0,0): - q en (a,a, 0); q en (0/7,0); 
2q en (0/7/7); 3q en (a.a.ci): 4q en t/7,0.t/); en (0,0,a). Para esta distribución, encontrar 
el momento monopolar, el momento dipolar y todas las componentes del tensor del mo¬ 
mento cuadripolar. Demostrar que los resultados satisfacen (8-35). Si fuera posible encon¬ 
trar un origen de coordenadas diferente tal que el momento dipolar se anulara, ¿dónde se 
localizaría dicho origen? 

8-6 Demostrar que la distribución de carga de la figura 8-5 b lleva a (8-40), y evaluar Q c 
para este caso. 

8-7 Una carga lineal de densidad lineal de carga, X, constante y de longitud /. está sobre 
el primer cuadrante del plano ,w con uno de sus extremos en el origen. Forma un ángulo 
a con el eje y positivo. Encontrar Q, p y todas las Q¡¡¡. Expresar el término cuadripolar 
del potencial debido a esta distribución de cargas en función de las coordenadas rectangu¬ 
lares del punto de campo. 

8-8 Una esfera de radio a posee una densidad superficial de carga dada en coordenadas 
esféricas por , = () eos 0, donde ~ const., y el origen se encuentra en el centro de la esfe¬ 
ra. Encontrar Q , p y todas las Q jk . Expresar (8-47) para esta distribución de carga en fun¬ 
ción de las coordenadas esféricas de un punto de campo situado fuera de la esfera. 

8-9 La carga se encuentra distribuida con densidad volumétrica, p, constante en todo el 
volumen del cuerpo mostrando en la figura 1-41. Encontrar Q, p y todas las . Interpre¬ 
tar el resultado obtenido para p. Considerar entonces el caso especial en que el volumen es 
un cubo de lado ¡ 7 , y expresar (8-31) en función de las coordenadas esféricas de un punto 
de campo situado fuera del cubo. 

8-10 Si se tiene una distribución de carga cuyo momento monopolar no es igual a cero, 
demostrar que es siempre posible encontrar un origen tal que el momento dipolar sea cero. 
A este punto se le llama el centro de carga de la distribución. 

8-11 Encontrar la expresión análoga a (8-45) para Q xx . 

8-12 Una distribución de carga esférica esféricamente simétrica tiene el origen en su cen¬ 
tro. Demostrar que p y todas las Q¡ k son iguales a cero. 

8-13 Un dipolo puntual, p, está situado en el origen pero no tiene ninguna orientación 
particular con respecto a los ejes de las coordenadas. (Por ejemplo, p no es paralelo a nin¬ 
guno de los ejes.) Expresar su potencial en un punto r en coordenadas rectangulares y 
encontrar las componentes rectangulares de E. Demostrar que E puede expresarse en la 
forma 


E(r) = —' , [3(p r)r — p¡ (8-84) 

4» t 0 r 

¿Puede E ser igual a cero, además de en el caso en que r <»? Si ahora p se localiza en r', 
en lugar de en el origen, ¿Cómo se puede obtener E en r? 

8-14 La constante K D en (8-52) que caracteriza una línea de E dada, puede relacionarse 
con la magnitud del campo eléctrico para el punto de la curva que corresponde a d = \ tr. 
Encontrar esta relación. 

8-15 Evaluar (8-47) para la distribución de carga de la figura 8-5a y expresar el potencial 
en función de las coordenadas cilindricas del punto de campo. Supóngase que la figura es 
un cuadrado de lado a sobre el plano xy, origen en el centro, lados paralelos a los ejes y q 
en el primer cuadrante. Encontrar las componentes cilindricas de E. Encontrar las curvas 
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equipotenciales en el plano xy y graficax el resultado. Encontrar la ecuación para una línea 
de E en el plano xy y graficar el resultado. 

8-16 La constante Kq en (8-56) que caracteriza una determinada línea de E puede rela¬ 
cionarse con la magnitud E del campo eléctrico para el punto de la curva en el que E r se 
vuelve cero. Encontrar esta relación. 

8-17 Un dipolo puntual, p, en r se encuentra en el campo de una carga puntual, q, situada 
en el origen. Encontrar la energía de p, el momento de torsión y la fuerza neta que actúan 
sobre él. 

8-18 El cuadripolo lineal de la sección 8-3 se encuentra en el campo de una carga puntual, 
q, situada en el origen. Encontrar la energía del cuadripolo y la fuerza traslacional, si es 
que existe, que actúa sobre él. 

8-19 Un dipolo puntual, pj, está situado en rj y otro dipolo puntual, p 2 , está en i 2 . De¬ 
mostrar que la energía de p 2 en el campo de p t está dada por la energía de interacción 
dipolo-dipolo 


í/ ^ = 7^l[(P>'P 2 >” 3( P>-^P2-R)] (8-85) 

4ttí 0 R 

donde R = r 2 - r, . ¿Existe alguna diferencia si R se traza de 2 a 1? Encontrar la fuerza F 2 
sobre p 2 . Evaluar F 2 para los siguientes casos especiales: (a) p, y p 2 son paralelos entre sí 
pero perpendiculares aR;(b)p, y p 2 son paralelos entre sí y también a R. 

8-20 El cuadripolo lineal de la sección 8-3 está situada en el campo de un dipolo puntual, 
p, situado en el origen. Encontrar la energía del cuadripolo. 

8-21 Un cuadripolo lineal, Q¡ a , está situado en r y se encuentra en el campo de otro cua¬ 
dripolo lineal, Q 2 a , situado en el origen. Ambos son del tipo descrito en la sección 8-3, es 
decir, que el eje de simetría de cada uno de ellos es paralelo al eje z. Encontrar la energía 
de gja. 
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Condiciones de frontera en 
una superficie de 
discontinuidad 


Al tomar en cuenta la |X>s¡bilidad de que exista materia presente que esté sujeta a la influen¬ 
cia de otras cargas, inmediatamente se crea la necesidad de considerar una situación en la 
que coincidan dos tipos de materia en una frontera común. Por ejemplo, se podría tener 
un bloque de cera en contacto con un vidrio, o vidrio en contacto con un conductor o con 
el vacío, y así sucesivamente. Es de esperarse que estas diferentes clases de materiales ten¬ 
gan "propiedades” electromagnéticas diferentes, de tal forma que estas propiedades cam¬ 
bien abruptamente a medida que se cru/.a la superficie de separación. Como resultado, es 
posible que los diversos campos sean diferentes en las dos regiones, y es muy útil conocer 
qué cambios sufren al cruzar la frontera entre ellas. Estos cambios, o la ausencia de ellos 
como pudiera ser el caso, reciben a menudo el nombre de “condiciones de frontera”, y 
aquí se les analiza en términos generales. 

Como se verá más adelante, estas condiciones de frontera pueden encontrarse para 
cualquier vector en función de su divergencia y de su rotacional, de modo que resulta con¬ 
veniente derivarlas aquí. De esta manera se podrá contar con un conjunto de expresiones 
"prefabricadas” que se pueden aplicar a campos específicos a medida que se requiera. 

9-1 Origen de una superficie de discontinuidad 

En la figura 9-1 se ilustra lo que se podría llamar la “situación real” en la frontera entre 
dos materiales o medios, que se han denotado como 1 y 2. Se ha graficado la variación de 
alguna "propiedad” electromagnética todav ía no específica, en función de v; la “fronte¬ 
ra” entre el medio 1 v el 2 se indica por medio de la ifnea llena vertical. A medida que 
uno se aleja lo suficiente hacia la izquierda, esta propiedad se vuelve constante y completa¬ 
mente característica del medio 1 ; de manera similar, a medida que uno se aleja hacia la 
derecha, la propiedad se vuelve otra vez constante, pero con un valor diferente, de modo 
que no hay duda que se encuentra ya en el medio 2. Como se ilustra, es de esperarse que 
en un caso real esta propiedad no cambiará en forma abrupta, sino continuamente, aun- 
que quizá muy rápido en una región angosta entre los dos medios; a esta región se le 
llama “capa de transición”. Esta expectativa concuerda con la suposición que se ha hecho 
constantemente de que los campos físicos que se están estudiando son continuos y poseen 
derivadas continuas. Aunque se indica la anchura de esta capa de transición por medio de 
las líneas punteadas y se le ha asignado un valor h, no es posible esperar que se lograrán 
conocerlos detalles específicos de lo que realmente Ocurre en ella. Por lo tanto, es costum- 
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bre remplazar esta situación real por una situación idealizada, que se muestra en la figura 
9-2. Esto se puede lograr si se imagina que la capa de transición se contrajo a una anchura 
cero, provocando con ello una discontinuidad de las propiedades electromagnéticas. Co¬ 
mo resultado de ello, es posible que los campos mismos puedan considerarse como discon¬ 
tinuos en este límite a medida que h~> 0, y es eso precisamente lo que se desea considerar. 



"Propiedad" 


1 


2 



Superficie de 
descontinuidad 


Figura 9-2 La superficie de discontinuidad idea- 
- i izada entre dos medios. 


Supóngase un campo vectorial general, F (r). Como en la sección 1-18, se escriben 
sus ecuaciones fuente en la forma 


V • F = b(r) y V x F = c(r j 


(9-1) 


Estas proporcionan la información deseada pero no es posible aplicarlas directamente a una 
discontinuidad. Lo que se hace es utilizar estas ecuaciones en la capa de transición en la que 
todo es continuo, y después pasar al límite /?-»ü. 

En la figura 9-3 se da una definición importante, muestra la dirección de la normal 
ñ a la superficie de discontinuidad. Como está ilustrado 

ñ = ñ dela2 (9-2) 

y siempre se seguirá esta convención de signos; es muy importante no olvidarla. 


J 


1 


Figura 9-3 Definición de la normal a la superfi¬ 
cie de discontinuidad. 
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9-2 La divergencia y las componentes normales 

El teorema de la divergencia (1-59) combinado con (9-1) conduce a 

(f)F-c/a= f V-Fdr = f b(r)dr (9-3) 

Se aplica esto a un pequeño cilindro recto de altura h y sección A a, construido en la capa 
de transición como se muestra en la vista de perfil de la figura 94. Esto se hace para poder 
obtener contribuciones de las dos regiones 1 y 2. Las normales exteriores de las caras son 
ñ 2 y ñ,, mientras que ñ w es una de las normales exteriores de la pared curva. El área A a 
debe ser lo suficientemente pequeña para que pueda hacerse la aproximación de que F es 
constante en estas caras. (Se contempla la posibilidad de que A a -*■ 0 en un momento da¬ 
do, con lo que se obtendrían relaciones válidas para un punto; en tal caso las correcciones 
de orden superior que resulten, por ejemplo, al desarrollar F en una serie, desaparecerán al 
ser multiplicadas por A a en el resultado final, como ya se verá más adelante). La integral 
de superficie en (9-3) puede expresarse como 

^)F-c/a = F 2 -Aa 2 + F 1 -Aa, + W (9-4) 

donde F 2 y F, son los valores sobre las caras en las respectivas regiones y W es la contri¬ 
bución de la pared curva. W tendrá algún valor finito y se puede escribir que W ~h por el 
teorema del valor medio. En la figura se puede observar que ñ 2 = ñ y ñj = —ñ, de manera 
que cuando se utiliza (1-52) se pueden expresar (9-4) y (9-3) como 

ñ-(F 2 —F,)Aa + W= f bdr = (hb)Aa (9-5) 

J v 

donde b debería realmente escribirse como su valor promedio en el volumen h A a; sin 
embargo, se puede tomar a b como aproximadamente constante en todo este volumen 
pequeño que después se hará tender a cero. 

Se puede ahora iniciar el proceso de límite haciendo que la anchura de la capa de 
transición se reduzca a cero, haciendo que /r*0 mientras que A a se mantiene constante. 
Dado que W es proporcional a h, W-* 0 a medida que h-+ 0. No hay seguridad acerca de 
cómo se comportará el producto hb, ya que bien podría pasar que b aumentara de manera 



Figura 9-4 Volumen usado para encontrar la condicon de frontera a partir del teo¬ 
rema de la divergencia. 
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tal en este proceso que litii,,^ (hb) siguiese siendo finito. Al realizar esto con (9-5), se obser¬ 
va que es posible cancelar A a de ambos miembros del resultado, obteniendo asila siguiente 
expresión aplicable a la situación en la superficie de discontinuidad: 

n-(F 2 -F,)= Ym\(hb)= lim(/?V-F) (9-6) 

h —*0 /?—►() 

Dado que ft ■ F = F n es la componente nomial de F. es decir, la que se encuentra en la 
misma dirección que la normal, de acuerdo con (1 -21) se puede escribir también (9-6) como 

F 2n — F Vn = lim (/;/>)= lim(/tV-F) (9-7) 

/í —*-0 h-+0 

Puesto que esta diferencia pudiera no ser igual a cero, se tiene la posibilidad de una discon¬ 
tinuidad en las componentes normales del vector F. 

9-3 El rotacional y las componentes tangenciales 

F.l teorema de Stokes (1-67) combinado con (9-1) conduce a 

<f)F-ds = l'jV xF)-rfa= Jc(r)'t/a (9-8) 

Se aplica esto a una pequeña trayectoria rectangular construida en la capa de transición y 
perpendicular a la superficie de discontinuidad, como se muestra en la figura 9-5;los lados 
de longitud A s dan contribuciones de ambas regiones. Las flechas indican el sentido de 
la integración a lo largo de la trayectoria C; t x y t 2 son vectores unitarios en sus direccio¬ 
nes respectivas de integración y son paralelos a la superficie de discontinuidad. El vector 
ñ' es el vector normal a la superficie encerrada por la trayectoria y es paralelo a la superficie 
entre 1 y 2; asi ñ' es perpendicular a ñ, el vector normal a la superficie. La figura también 
muestra un vector tangencial, t, paralelo al plano de C definido de manera tal que í 2 = i y 
f, = —f. Por lo tanto, ñ, f y ñ' forman un conjunto de vectores unitarios mutuamente per¬ 
pendiculares que satisfacen las relaciones análogas a (1-25), es decir, 

ñ' = ñxt í = ñ'Xñ ñ = ixñ' (9-9) 

El área vectorial del rectángulo, según (1-52), es nhAs. Al aplicar (9-8) a esta situación 
se obtiene 


n 



Figura 9-5 Superficie usada para encontrar la condición de frontera a 
partir del teorema de Stokes. 
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■ds — F 2 - i 2 Ay + F,- i, Aj + ‘ílf 


= i-(F J -F 1 )Ai + ‘¥=c-ñ , Mi 


(9-10) 


donde F 2 y F, son los valores de F en sus respectivas regiones, y 6 ?jfes la contribución a la 
integral de línea que resulta de los extremos de la trayectoria. De nuevo, desde un punto 
de vista estricto, los valores de F 2 , Fi ye son valores promedio, pero corno As y hAs son 
muy pequeños, se pueden tomar los vectores como casi constantes. Si se remplaza í por la 
expresión central de (9-9) y se utiliza (1-29), se puede escribir (9-10) como 

ñ'-[üX(F 2 -F l )-hc]As + G hS=0 (9-11) 

Se deja ahora que la capa de transición vuelva a encogerse a cero, de modo que h -*-0 mien¬ 
tras que As se mantiene constante. De manera similar a la anterior 6 |]\ será proporcional a 
h y se anulará en este proceso. Una vez realizado lo anterior, se observa que As puede 
cancelarse de ambos miembros de lo que queda de (9-11), por lo que se llega a 

ñ'- [ñX(F 2 —F,)— lim(/tc)] =0 (9-12) 


La orientación de la trayectoria de integración fue completamente arbitraria, por lo que 
ñ' corresponde a una dirección arbitraria en la superficie. La única posibilidad de que (9-12), 
sea siempre verdadera bajo estas circunstancias se tiene cuando el término entre corche¬ 
tes se anula; así se obtiene 

ñX(F 2 —F,)= lim (hc)= lim [A(VxF)] (9-13) 

h—> 0 h—*0 


como resultdo final. 

Se puede poner (9-13) en una forma más fácil de interpretar. Escríbase primero F 
como la suma de su componente normal a la superficie de separación (la componente nor¬ 
mal F„) y su componente paralela a la superficie (la componente tangencial F f es decir, 

F = F n +F=F n ñ + F, (9-14) 

en consecuencia, 

ñXF = F n ñXñ + ñxF, = ñXF, (9-15) 

debido a (1-24). Usando este resultado,se observa que (9-13) en realidad incluye solamen¬ 
te las componentes tangenciales de F: 

ñx(F 2 , — F„) = lim(Ac) (9-16) 

h —>0 


Se puede, de hecho, escribir este resultado de una forma aún más explícita en función de 
las componentes tangenciales. Por medio de (1-23), (1-30), (1-17) y (9-14) se encuen¬ 
tra que 


(ñXF)Xñ = F — / r „ñ = F, 


(9-17) 



176 


Condiciones de frontera en una superficie de discontinuidad 


Asi', al realizar un producto cruz de ambos miembros de (9-13) con ñ y utilizar (9-17), 
se obtiene 

Fi, — F,,= lim [/t(cXñ)] = lim {/?[(V XF)Xñ] j (9-18) 


y si esta diferencia no es igual a cero, se tiene discontinuidad en las componentes tangen¬ 
ciales de F. 

Al combinar estos resultados con los obtenidos en la sección anterior, se puede ver 
que se ha logrado obtener una manera de encontrar cómo cambia el vector F en la super¬ 
ficie de discontinuidad, a medida que se atraviesa la superficie de frontera. Supóngase que 
se conoce F| . Id primer paso consiste en descomponerlo en sus componentes normal y 
tangencial, F|„ y F lt . Se obtiene la componente normal de F, por medio de (9-7) y su 
componente tangencial por (9-18). Conociéndolas, se puede obtener el vector F : al 
combinarlas de acuerdo con (9-14). Dado que en principio, tanto la componente nor¬ 
mal como la tangencial pueden cambiar a medida que se atraviesa la superficie de frontera, 
se observa que el vector F! puede tener magnitud y dirección diferentes a ambos lados de 
la superficie de discontinuidad. 

9-4 Condiciones de frontera para el campo eléctrico 

Hasta ahora, el único campo vectorial que se ha considerado es el campo eléctrico E. pero 
ya se ha encontrado la información acerca de él que se puede necesitar, es decir, 

V xE = 0 y V -E= — (9-19) 

e o 

de acuerdo con (5-4) y (4-10). Por comparación con (9-1), se observa que en este caso 

c = 0 y b=^~ (9-20) 

e o 

Al aplicar la primera de éstas a (9-18), se ve inmediatamente que las componentes tangen¬ 
ciales de E no sufren cambia, o sea, que son continuas a través de la superficie de discon¬ 
tinuidad: 


o, simplificando. 


E¿. E lr —0 

F-2i = E\i 


(9-21) 


(9-22) 


dado que las componentes tangenciales son paralelas entre sí. [Más adelante se verá que 
(9-21) resulta ser verdadera bajo cualquier cincunstancia]. 

Si se utiliza el valor de b dado en (9-20), se observa que 




phAa _ A q 
e o e o 


(9-23) 


donde Aí/ es la carga total contenida en el volumen hAa de esta porción de la capa de 
transición. Esta carga A q puede surgir debido a las propiedades de los dos medios, como 
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se verá en el siguiente capítulo, o puede estar ahí porque ahí se encontraba desde el ini¬ 
cio. De cualquier manera, cuando se imagina que la capa de transición se encoge a una 
anchura cero para producir el caso idealizado de la figura 9-2, esta carga total A q debe 
conservarse. En el límite, la carga debe describirse entonces como una carga superficial 
con alguna densidad atal que Aq = aA a. Por lo tanto, se tiene 

A q = oAa = (lim hpjAa 


de manera que 


a= W*p) 

h—> 0 

(9-24) 

y, por lo tanto, 


lim ( hb ) = — 
h~* o e n 

(9-25) 


en este caso. Al sustituir esto en (9-6) se encuentra que la condición de frontera que deben 
satisfacer las componentes normales del campo eléctrico es 

ñ-(E 2 -E 1 ) = £ 2n -£ 1 „=f (9-26) 

c o 

Así, existe una discontinuidad en las componentes normales de E únicamente si existe 
una carga superficial sobre la superficie de separación de las dos regiones. (Esto también 
resultará cierto bajo toda circunstancia). 

La figura 9-6 ilustra la aplicación de (9-22) y (9-26) para encontrar la relación entre 
Ej y E 2 ; la figura se dibujó bajo la suposición de que 



Figura 9-6 Refracción de las líneas de campo eléctrico en una superficie de disconti¬ 
nuidad cargada. 
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Ej ya era conocido y que a es positiva. Si y 0 2 son los ángulos que el campo forma 
con la normal, se observa de la construcción de la figura que d 2 <8 { ; en otras palabras, el 
vector E es “refractado” al cruzar la frontera. En este caso, su dirección cambia acercán¬ 
dose más a la normal. Si o fuera negativa, E se refractaría alejándose de la dirección 
de ft y 0 2 >0,. 

Analícese ahora qué tanto concuerdan los resultados obtenidos en esta sección con 
algunos de los resultados previos de E. 

Ejemplo 

Plano infinito uniformemente cargado. Como se aprecia en (3-12), el campo eléctrico posee 
la magnitud constante E = o/2eo y se dirige hacia afuera del plano cargado como se mues¬ 
tra para una o positiva en la figura 9-7. En este caso, la superficie no separa dos regiones 
de diferentes propiedades, ya que se había supuesto la existencia del vacío a ambos lados, 
pero los resultados obtenidos son realmente aplicables a cualquier superficie. Se observa 
que E 2 = En y que Ej = —Eñ, debido a (9-2) y a la elección de la nomenclatura para las 
regiones. Dado que no existen componentes tangenciales, (9-22) se satisface automática¬ 
mente. Al aplicar (9-26) se obtiene 


£ 2 „-£ 1 „ = £-(-£) = 2£=f 

e o 


2 

n 

\ e 2 

o 

1 

1 

Figura 9-7 Cálculo del campo eléctrico para un plano 
uniformemente cargado, utilizando las condiciones de 
e, frontera. 


de manera que E = a/2e 0 concuerda perfectamente con (3-12). (De hecho, ya se había 
hablado de este resultado en la última frase de la sección 3-3). 

Ejemplo 

Superficie de un conductor. Aquí tampoco existen componentes tangenciales y la situación 
es la que se muestra en el figura 6-1 b. Si se le llama 1 a la región del conductor y 2 a la re¬ 
gión al vacío fuera de él, entonces ñ será la normal exterior de la superficie del conductor. 
En este caso, E ln = 0 debido a (6-1) y E 2n = E, de tal manera que (9-26) queda 
E ln — E ln - E = o/e 0 , concordando exactamente con (6-4), que fue obtenida por otros 
medios. 

Por lo tanto, estos dos ejemplos concuerdan con los resultados generales que se 
obtuvieron y, de paso, demuestran que el uso de las condiciones de frontera, de esta 
manera resulta ser una forma rápida para calcular el campo en situaciones suficiente¬ 
mente simples. 

9-5 Condiciones de frontera para el potencial escalar 

uaao que <j> es un campo escalar en lugar de vectorial, no se pueden utilizar los resultados 
generales obtenidos en las secciones 9-2 y 9-3 para estudiar su comportamiento en una 
superficie de discontinuidad. Sin embargo, se puede lograr este propósito fácilmente a 
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través de (5-11). Si <¡> 2 y <P i son los valores de 0 a cada lado de la capa de transición, se 
tiene 


<j> 2 — <£i =— E-üfs (9-27) 

donde la integración se realiza sobre cualquier trayectoria conveniente a través de la capa 
de transición. Si se elige esta trayectoria en la dirección de ñ, se puede escribir entonces 
(9-27) como 


02 -c¡> i = -f i 2 E n ds=-(E„)h (9-28) 

donde <£„> es el valor promedio de la componente normal de E en la capa de transición 
de anchura h . En cualquier situación risica real, el campo eléctrico no será infinito cuando 
hr* 0, ya que ello implicaría una fuerza infinita sobre una carga puntual. En realidad, co¬ 
mo se vio en (9-26), lo más que podría ocurrir es qu eE tuviera una discontinuidad, pero 
seguiría siendo finito. Por lo tanto, < E fi > será siempre finito, de manera que lim^^ 
<E n >h= 0 y (9-28) da entonces 

02 = 0i (9-29) 

Así, el potencial escalar deberá ser continuo a través de una superficie de discontinuidad. 

Aunque 0 es continuo, sus derivadas normales a la superficie no necesariamente lo 
son. Por (1-21) y (5-3) se tiene que 


E n = — A; V<¡> (9-30) 

de manera que se puede escribir (9-26) en función del potencial como 

(ñ-V0>) 2 -(ñ-V0>),= -j- (9-31) 

e o 

[Mientras que (9-29) es correcta para cualquier situación física real, ocasionalmen¬ 
te se manejan idealizaciones matemáticas que dan por resultado una discontinuidad de 
0 a través de la superficie. El ejemplo más común de esto es una “capa dipolar” que resul¬ 
ta al suponer que la superficie de separación contiene dipolos eléctricos del tipo que se 
estudia en el siguiente capítulo, pero con una separación infinitesimal entre las cargas de 
signo opuesto. Sin embargo, aquí no se considera necesario entrar en detalles acerca 
de tales casos especiales]. 

Ejercicios 

9-1 La superficie de separación entre las regiones 1 y 2 es un plano cuya ecuación es 
2x + v +z = 1. Si E!=4£ +y—3¿. encontrarlas componentes normaly tangencial de 
9-2 La relación tísica real entre Ej y E^ no puede depender de la elección arbitraria de la 
dirección de ñ. Demostrar que si la dirección del vector unitario normal se definiera de 
la región 2 a la región 1, la relación entre £ 2 yE t que se muestra en la figura 9-6 no se 
alteraría. 
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9-3 Una esfera de radio a tiene su centro en el origen. Dentro de la esfera, el campo eléc¬ 
trico está dado por E¡ = ax + (3y + yz, donde aj3/y son constantes. Existe una densidad 
superficial de carga sobre la superficie de la esfera, dada en coordenadas esféricas por 
o“üq cosd, donde o 0 =const. Encuentre E 2 en todos los puntos justo afuera de la esfera y 
expréselo en coordinadas rectangulares. 

9-4 Demostrar que los ángulos de la figura 9-6 están relacionados entre sí por 


tan 0 2 = 


tan#, 

( _ a - _ 

\ € o E { COS0¡ 


¿Cómo se relacionarían los ángulos si Ej fuera muy grande? ¿Es esto razonable? 

9-5 En la figura 9-8 se muestran dos puntos, P 2 y P \, situados en dos medios distintos pe¬ 
ro justamente enfrente uno del otro y muy próximos a la superficie de separación. El 
punto P 3 se localiza en la orilla de la interfase, dondequiera que ésta quede. Utilizar 
(9-27) para encontrar la diferencia de potencial entre P 2 y P\ al seguir una trayectoria de 
integración en la dirección de la superficie de separación pero del lado de la región 2, c'~ 
rao se indica con la flecha curva. (¿Por qué está bien esto?) De manera similar, encontrar 
la diferencia de potencial entre P¡ y P 3 manteniéndose del lado de la región 1 pero pega¬ 
do a la superficie. A partir de los resultados obtenidos, demostrar una vez más que los 
potenciales en P 2 y P\ son iguales, en concordancia con (9-29). 



Figura 9-8 Trayectoria de integración para el 
ejercicio 9-5. 



Capítulo 



Electrostática en presencia 
de materia 


Come se comentó antes, aquí' se considera que la materia es una colección de las cargas 
positivas y negativas de los núcleos y electrones que la forman. Se supone que una cantidad 
dada de materia está hecha de átomos y moléculas que tienen igual cantidad de cargas 
positivas y negativas, es decir, cuyos momentos monopolares son iguales a cero. En el ca¬ 
pitulo 6 se consideró una clase especial de materia— los conductores—que posee cargas 
que son libres de moverse bajo la influencia de campos. En este capítulo se tratará con 
materia que no es conductora. A esta última clase de materia se le denomina dieléctrica, y 
de sus cargas se dice que son cargas ligadas. No siempre es posible hacer una distinción 
clara y precisa acerca de si una sustancia dada es un condüctor o un dieléctrico (aislante), 
pero sigue siendo útil mantener estas dos categorías como esquema de clasificación. Más 
adelante se combinan estas dos propiedades en una descripción global. 


10-1 Polarización 

Aunque el objetivo principal aquí es desarrollar una descripción macroscópica empírica 
del electromagnetismo, se seguirá usando una imagen microscópica de la materia desde un 
punto de vista cualitativo a fin de obtener una clara idea de cómo proceder. Existen varias 
posibilidades cuando se trata de considerar el efecto de un campo eléctrico sobre un átomo 
o una molécula. 

En ausencia de un campo eléctrico, puede muy bien suceder que la molécula tenga 
su carga electrónica negativa simétricamente distribuida alrededor de sus núcleos positivos. 
En este caso, la molécula tiene un momento dipolar igual a cero, como puede inferirse fá¬ 
cilmente de (8-22). Si existe un campo eléctrico presente, existirán fuerzas que actúen so¬ 
bre las cargas. Las cargas positivas tenderán a moverse en la dirección del campo, y las 
cargas negativas en dirección contraria. En un momento dado, las fuerzas internas en la 
molécula producirán un nuevo estado de equilibrio, pero la distribución de carga molecular 
habrá sufrido una distorsión en su forma original esféricamente simétrica. Así, las cargas 
negativas y positivas que antes “coincidían” habrán sufrido un desplazamiento de sus “cen¬ 
tros de gravedad”, y el resultado neto será una nueva distribución de carga de más o menos 
la forma que se muestra en la figura 8-3. Pero, como ya se sabe, esto significa que la molé¬ 
cula tendrá ahora un momento dipolar no nulo, y probablemente otros multipolos de 


181 



182 


Electrostática en presencia de materia 


mayor orden también. Se dice en este caso que la molécula tiene un momento tripolar 
inducido y que se ha polarizado. 

Una segunda posibilidad es que, debido a su estructura interna, algunas moléculas ya 
tengan sus distribuciones de carga positiva y negativa separadas, de modo que ya exista un 
momento dipolar aún en ausencia del campo eléctrico. Tales moléculas reciben el nombre 
de moléculas polares y a su momento dipolar se le llama momento dipolar permanente ; el 
momento monopolar sigue siendo cero, desde luego. Un ejemplo de este caso es la molécu¬ 
la del agua, H 2 0. Sus cargas negativas tienden a agruparse más alrededor del oxigeno, 
dejando a los hidrógenos cargados positivamente; el resultado neto es una distribución de 
carga parecida a la de la figura 8-4 (con los signos intercambiados) y con q aproximada¬ 
mente igual a e, la magnitud de la carga electrónica. En ausencia de una campo eléctrico, 
estos momentos dipolares permanentes estarán, por lo general, orientados al azar, de ma¬ 
nera que el momento dipolar total de todas las moléculas que forman ese trozo de materia 
seguirá siendo igual a cero. En presencia de un campo, sin embargo, existirá una torsión 
vectorial sobre el dípolo que tenderá a hacerlo rotar en la dirección del campo, tal como 
se vio en (8-75). Es lógico suponer que esta tendencia encontrará oposición en otras fuerzas 
internas del sistema y, en especial en los casos de gases y líquidos, por agitación térmica 
de las moléculas, que provocará colisiones entre ellas con la consiguiente tendencia a pro¬ 
ducir una distribución azarosa. Pero cuando el nuevo equilibrio se logra, es de esperarse 
que los dipolos permanentes hayan girado, en promedio, hasta un cierto grado de alinea¬ 
miento con el campo eléctrico. Así, se puede concluir que este material también se ha po¬ 
larizado, pues en conjunto presentará un momento dipolar neto en la dirección del campo. 

Una última posibilidad consiste en que los momentos dipolares permanentes de al¬ 
gunos materiales se encuentren alineados de cierta manera aún en ausencia del campo 
eléctrico. A tales materiales se les denomina electretos y se dice que están polarizados 
permanentemente. Son comparativamente escasos, y no comparten la importancia comer¬ 
cial y técnica de sus análogos magnéticos —los imanes permanentes. 

Como ya se vio arriba, es razonable pensar que las moléculas, especialmente al dis¬ 
torsionarse por el campo, tengan multipolos de orden superior, como los momentos 
cuadripolares, además de sus momentos dipolares. Por otro lado, en el capítulo 8 se vio 
que las contribuciones de estos otros multipolos al potencial y al campo decrecen mucho 
más rápidamente con la distancia a la molécula y que, además, sus contribuciones variarán, 
por lo general, de acuerdo con el ángulo de una manera mucho más complicada. Dado que 
se trata de obtener una descripción macroscópica en función del comportamiento micros¬ 
cópico promedio de los constituyentes de la materia, aquí se supondrá que, en promedio, 
las características dominantes de la materia que pueden ser de interés para este propósito 
son aquéllas asociadas exclusivamente con los momentos dipolares eléctricos. Así, todas 
estas consideraciones desembocan en la siguiente: 

Hipótesis 

En lo que concierne a sus propiedades eléctricas, la materia neutra es equivalente a una 
configuración de dipolos eléctricos. 

Aunque se trata obviamente de una hipótesis, resulta claro que ésta debió funcionar muy 
bien en el desarrollo de este tema. El siguiente problema será tratar de formular esta hi¬ 
pótesis cuantitativamente. 

Para ello, se define la polarización P como el momento dipolar por unidad de volu¬ 
men, de manera que el momento dipolar total, dp, en un pequeño volumen dr centrado en 
rserá 
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í/p = P(r)¿/T (10-1) 

Por tanto, el momento dipolar de un volunen V de material será 

Pu.tai = [ P(r)dr (10-2) 

J v 

De su definición y de (8-19) se desprende que P se deberá medir en coulombs/metro? P 
será generalmente una función de la posición en el material, como está implícito en (10-1) 
y (10-2). Al igual que cuando se introdujo la densidad de carga en la sección 2-4, se supone 
que dr es pequeño a escala macroscópica pero grande desde el punto de vista de la escala 
atómica, de manera que Jrcontiene muchas moléculas. Esto hace posible obtener P como 
un promedio en volúmenes lo suficientemente grandes para que las ligeras fluctuaciones 
en el número de moléculas en un elemento de volumen dado no impida manejar a P como 
una función que varía en forma suave con la posición. Por ejemplo, si existen n moléculas 
por unidad de volumen, cada una de ellas con un momento dipolar p, entonces P = np, 
siempre y cuando lodos los dipolos se encuentren en la misma dirección. 

Debido a la manera como se llegó a definir la polarización es de esperarse que exista 
una relación funcional entre P y E, y más adelante habrá que considerar el problema de 
calcular P. Por ahora, simplemente se le considera una descripción del material, y se pro¬ 
cederá a investigar las consecuencias de su existencia. 


10-2 Densidades de carga ligada 

Supóngase que se tiene un objeto polarizado y que se desea calcular el potencial que 
producirá en un punto de campo r situado fuera del cuerpo, tal como se indica en la 



Figura 10-1. Cálculo del potencial fuera de un cuerpo polarizado. 

figura 10-1. El momento dipolar del elemento de volumen dr dado por (10-1), es 
dp = P(r ')di y su contribución al potencial en r se obtiene de (8-21) como 
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d<p 


dp' R _ P(r')-Rt/r 

4tt e 0 R 2 4iT€ n R 2 


(10-3) 


donde, como siempre, R = r - r' y corresponde a la r de (8-21). Para encontrar el poten¬ 
cial total, éste se integra sobre el volumen total V' del material, obteniéndose 

4>( r) = f = T- í p ( r '> V '( T ) dr ' (10-4) 

Jy 4 tt€ 0 R 2 4 7Tf: 0 Jy \R) 

al usar (1-143). Esto puede escribirse de una mejor manera si se utiliza (1-117) para escri¬ 
bir el integrando como 


Si se sustituye esto en (10-4) y se usan (1-59) y (1-52) se obtiene 


(10-5) 




(-V'-P)dr' 1 


o J v 


R 


+ 4 


1 r (-V'-P )dT , 1 ¿ P• ñ' da 

j V‘ 


4 W€, 


0 J v 


R 


+ 


477£, 


0 J S’ 


R 


( 10 - 6 ) 


donde S' es la superficie limitante de V 1 y n es la normal exterior de la superficie, como 
se muestra en la figura. Al comparar esto con (5-7) y (5-8), se observa que (10-6) es exac- 



Figura 10-2. Esquema conceptual para el remplazode un dieléctrico por densidades equi¬ 
valentes de carga. 

lamente el potencial 0 que producirían una densidad de carga volumétrica p b distribui¬ 
da en todo el volumen y una densidad superficial de carga a b sobre la superficie limitante, 
siendo 


P*=-V'-P 
o b = P-A' = P„ 


pues así se tendría 


<K r )= 


i r Pb dT ’ 

4t7£ 0 Jy R 


+ 


1 

47re 0 



R 


(10-7) 

( 10 - 8 ) 


(10-9) 


como cabría esperar. [ En (10-8), P n es el componente normal de P evaluada sobre la 
superficie.] 
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Por lo tanto, se ha descubierto que, en lo que toca a sus efectos sobre el exterior, el 
dieléctrico puede ser remplazado por una distribución de densidades volumétrica y super¬ 
ficial de carga que se relacionan con la polarización P por medio de (10-7) y (10-8). Los 
diversos pasos que se siguieron para llegar a este esquema conceptual se resumen e ilus¬ 
tran en la figura 10-2. El potencial total en el punto de campo estará dado por (10-9) más 
el potencial debido a cualesquiera otras cargas que se encontrasen presentes. 

Es práctica común omitir las primas en (10-7) para escribir simplemente 

P h = V-P (10-10) 

entendiéndose que se diferencia con respecto a las coordenadas del punto fuente. 

El subíndice b que aparece en (10-7), (10-8) y (10-10) refleja el hecho de que estas 
densidades de carga surgen de cargas ligadas (en inglés: bound) del dieléctrico. En conse¬ 
cuencia, generalmente se les llama densidades de carga ligada o densidades de carga de 
polarización. 

Aunque estas cantidades se identificaron por medio de comparaciones formales con 
la expresión del potencial en su forma general, es posible entender y calcular el origen de 
estas densidades de una manera más directamente “física”; sin embargo, aquí sólo se hará 
cualitativamente. Como un ejemplo extremo conside'rese un pedazo de material de pola¬ 
rización uniforme producida por dipolos de la misma magnitud, todos apuntando en la 
misma dirección, como se muestra en la figura 10-3. Como en la figura 8-3 se puede aso¬ 
ciar una carga positiva a la punta de la flecha y una carga negativa de la misma magnitud 
a la cola de la flecha. Así, en un volumen pequeño dentro del material, indicado por la 
línea punteada, se tendrá en promedio el mismo número de cargas positivas que negativas, 
de manera que p b = 0, de acuerdo con (10-10). Sin embargo, no podrá existir tal cancela¬ 
ción en las superficies, por lo que producirá una densidad superficial de carga del signo 



Figura 10-3. Origen de las cargas ligadas superficiales en un dieléctrico uniformemente 
polarizado. 

indicado en cada caso; estos signos van de acuerdo con (10-8), dado que P n es positiva 
para el lado derecho de la figura y negativa para el lado izquierdo. Supóngase ahora que 
P no es uniforme, de modo que la distribución de los dipolos pueda parecerse a la de la 
figura 104, ya que los dipolos pueden variar tanto en magnitud como en dirección. Con¬ 
sidérese un volumen fijo de material como el indicado por la línea punteada. Antes de que 
se polarizara la materia, este volumen contenía muchas moléculas neutras, así que p b - 0. 
Una vez que se ha polarizado el material y se han formado los dipolos, algunas de las cargas 
se habrán salido del volumen mientras que otras habrán ingresado en él. Si P no es unifor- 
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Figura 10-4. Origen de las cargas ligadas volumétricas 
en un dieléctrico con polarización no uniforme. 


me, se puede observar que podría ocurrir que el volumen terminara con más cargas de un 
signo que del otro, por lo que habría una densidad de carga ligada neta en él. Este es exac¬ 
tamente el efecto que se describe en (10-10) y, de hecho, se pueden usar consideraciones 
de este tipo como otra alternativa para derivar p¡, =—y P ■ 

Supóngase que se tienen dos dieléctricos polarizados que se tocan en una superficie 
común, como se muestra en la figura 10-5. Como cada uno de ellos tiene una componente 
de polarización normal a la superficie, se producirá una carga superficial dada por (10-8); 
la densidad superficial decarganéta (Jineta será la suma de estos dos términos, de mo¬ 
do que 

neta = a b2 + a b\ = P n2 + P nl = P 2 - A 2 + P 1 ñ l' (10-11) 

donde ft 2 ' y ñ/ son las normales exteriores de los medios respectivos. Si ahora se intro¬ 
duce el vector unitario ft que apunta de 1 a 2 como se definió en (9-2), se puede observar 
que ñ 2 ' = -ft y ft/ = ft, de manera que (10-11) queda 

ñ-(P 2 -P,)=-a fc , neta (10-12) 

Este mismo resultado se puede obtener aplicando (9-6) y (9-24) a este caso, el cual queda 
descrito por (10-10); así, (10-7) y (10-8) son consistentes entre sí. 



Figura 10-5. Una frontera entre dos regiones de diferente polarización. 
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Para demostrar más ampliamente la consistencia intema de estos resultados, encuén¬ 
trese la carga ligada total, Q b , de un dieléctrico polarizado de dimensiones finitas. De acuer¬ 
do con (2-14) y (2-16), estará dada por 

Qh= f Pbdr'+ <& o b da'= - [ V' -Pdr' +(£ o b da' 

J V J S' J V Js ¡ 

= -<£). P-ñ'da' + (£) P-ñ'da'=0 (10-13) 

usando (10-7), (10-8) y (1-59). Por lo tanto, la carga ligada total es igual a cero. Y esto 
es precisamente lo que se podría esperar si se le considera a la polarización como una se¬ 
paración de las cargas en un medio originalmente neutro, en vez de considerarla como una 
creación de carga nueva. (En el caso de dipolos permanentes, el origen de la polarización 
se basa en la reorientación de la carga ya separada con anterioridad, pero esto no invo¬ 
lucra tampoco la creación de carga). 


10-3 Campo eléctrico dentro de un dieléctrico 

Hasta ahora todos los resultados se han obtenido considerando el potencial, y el corres¬ 
pondiente campo eléctrico, en una punto de campo en el vacío, fuera del cuerpo dieléctrico. 
La razón fue que si no había problema en cuanto a la interpretación del campo eléctrico 
en el sentido de (3-14), ya que se puede colocar una carga de prueba en ese punto y medir 
la fuerza ejercida sobre ella sin ningún problema. Sin embargo, al estudiar la situación 
dentro del dieléctrico no es posible medir la fuerza sobre una carga de prueba sin, por 
ejemplo, barrenar el material para poder introducir dicha carga de prueba. Pero si esto se 
hiciera, sería fácil predecir una alteración en la situación preexistente por el solo hecho de 
haber retirado algunas cargas ligadas volumétricas e introducido algunas cargas superficia¬ 
les nuevas, ya que esto crearía una nueva superficie limitante. Existen varias formas de 
contestar a la pregunta de qué se entiende por campo eléctrico dentro del dieléctrico. 

Lo más sencillo, y probablemente lo mejor, es calcular el potencial y su campo eléc¬ 
trico asociado dentro del dieléctrico en exactamente la misma manera como si se tratara 
de un punto fuera de él. En otras palabras, se dice que (10-6) o (10-9) pueden usarse para 
calcular 4> en cualquier punto, por definición. Ciertamente no hay nada malo en esto y es 
algo perfectamente razonable; es consistente con el remplazo conceptual del dieléctrico 
por un conjunto de distribuciones volumétricas y superficiales equivalentes de cada carga 
ligada, como se muestra en la figura 10-2. Se estudió este procedimiento anteriormente en 
la sección 3-4, y se puede volver a apuntar que la meta básica es desarrollar una descripción 
macroscópica del electromagnetismo que esté de acuerdo con la experimentación. Se vol¬ 
verá a tocar este punto más adelante. 

Otra manera de resolver el problema es empezar con una imagen microscópica de la 
situación y tratar de determinar las ecuaciones macroscópicas como promedios adecuados. 
Este es un programa muy complicado de realizar con precisión para todo el electromagne¬ 
tismo, por lo que deberá ser suficiente un breve bosquejo de qué es lo que ocurre en la 
electrostática. A esta escala, la mayor parte de la región interna consistirá en vacío, y el 
campo eléctrico estará determinado por todas las cargas nucleares y los electrones ató¬ 
micos. Este campo eléctrico tendrá variaciones enormes a medida que se pasa de puntos 
cercanos a estas cargas a otros puntos que estén comparativamente lejos de ellas. Al 
mismo tiempo, variará muy rápidamente con respecto al tiempo, dado que las cargas que 
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lo constituyen están en movimiento. Asi' pues, cuando se define el campo macroscópico, 
es deseable hacerlo como un promedio lo suficientemente grande tanto en el tiempo como 
en un volumen como para contener un buen número de moléculas, más no tan grande 
que no pueda ser considerado infinitesimal a escala de laboratorio. (Este problema es simi¬ 
lar al de difinir densidades de carga promedio, como se vio en la sección 2-4; ahí se concluyó 
que si se toma una división demasiado reducida, p puede acusar fluctuaciones demasiado 
grandes.) Si es el campo microscópico, se desea que tenga las mismas propiedades básicas 
en el vacío que aquéllas expresadas por (4-10) y (5-4), es decir, 

V -e= — y V Xe = 0 (10-14) 

e o 

donde p m es la densidad de carga definida a escala microscópica. El campo macroscópico 
E se define entonces como 


E = <e> (10-15) 

donde { e ) es un promedio en tiempo y espacio. Dado que los operadores diferenciales 
son constantes en lo que toca a este proceso de promedios, de (10-14) y (10-15) se ob¬ 
tiene: 


V X <e> = V X E = 0 (10-16) 

V.< e > = V-E=-<p„,> (10-17) 

e o 

Ahora la misma p m puede esperarse que tenga grandes variaciones especiales y temporales, 
pero su promedio, debería reducirse a la densidad promedio de las cargas ligadas desplaza¬ 
das; es decir, (p m ) = p h , de manera que 

V • E= — (10-18) 

€ o 

Pero (10-16) Y (10-18) son equivalentes a simplemente utilizar (10-9) y (54) en primer 
lugar. Así, este procedimiento conduce a exactamente las mismas conclusiones que se al¬ 
canzaron en el párrafo anterior. 

Este método de determinar E en el material, pasando de lo microscópico a lo ma¬ 
croscópico, es algo diferente de la cuestión de cómo ve realmente el campo eléctrico una 
molécula, lo cual, a final de cuentas, determinará el momento dipolar que se produzca. 
Este campo no necesariamente es igual al E macroscópico definido arriba, ya que la propia 
molécula contribuye al campo resultante. Este asunto se deja para el apéndice B; ahí se 
calculan las propiedades electromagnéticas de la materia como la respuesta resultante de 
sus átomos y moléculas constitutivas, pero no es necesario en este punto preocuparse por 
ello. 

Aquí resulta de gran utilidad verificar que las definiciones de 0 y E que se acaban de 
adoptar estén en concordancia con los experimentos iniciales con dieléctricos realizados 
por Faraday. Esto se hace únicamente en forma cualitativa aquí, aunque más adelante, en 
la sección 10-7, se dará el estudio cuantitativo. Se consideran dos experimentos sencillos. 
Se carga un capacitor a una carga Q y se mide su diferencia de potencial, A0o, cuando hay 
vacío entre las placas. La capacidad será 
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C, 


= Q_ 

A<t> 0 


(10-19) 


de acuerdo con (6-28). Ahora se llena la región entre las placas de este mismo capacitor 
con un dieléctrico “razonable” como cera o aceite, mientras se mantiene Q constante, 
y se vuelve a medir la diferencia de potencial A0. La capacidad es ahora 



Fd resultado experimental es que A0 < A0o. y P or 1° tanto, 


(10-20) 


C>C 0 (10-21) 

¿Cómo se puede comprender que la diferencia de potencial haya disminuido? Supóngase, 
para ser específico, que se considera un capacitor de placas paralelas. Así se puede asumir 
que el campo eléctrico está dirigido de la placa cargada positivamente a la placa cargada 
negativamente como se muestra en la figura 6-9; al calcular A <p 0 por medio de (6-38) se 
obtiene 


Aó 0 = f E 0 -ds — E 0 d (10-22) 

•'+ 

donde E 0 es el campo eléctrico en la presencia de vacío y d es la separación entre las placas. 
De manera similar, si E es el campo eléctrico cuando el dieléctrico se encuentra entre las 
placas, se obtiene 


A<p = Ed (10-23) 

y, dado que A(¡KA(f> 0 , siendo d constante, se concluye que 

E<E U (10-24) 

De esta manera, el campo eléctrico ha disminuido en presencia de materia eléctrica. ¿Có¬ 
mo pudo ocurrir esto? En la figura 10-6 se muestra un capacitor con un dieléctrico entre 
las placas. Las superficies del dieléctrico se muestran ligeramente separadas de las placas 
del capacitor, por claridad, pero se supone que en realidad toda la región se encuentra 
llena. Si el dieléctrico está uniformemente polarizado, de manera que P = const, entonces 
p b = 0, de acuerdo con (10-10). Así, 

Q+ + + + + + + + + 


1 

iiSgi + : t ¡: : ... t ¿ V + * ! ~ : ir. . ,¡ , + ! ,:Vi SjV:* t 

-Q -------- - 

Figura 10-6. Cargas y campos en un capacitor de placas paralelas. 
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Figura 10-7. Cavidad utilizada para medir E 
en un dieléctrico. 

las únicas cargas ligadas serían las superficiales dadas por (10-8) con los signos como se 
indican. Estas cargas superficiales producirán un campo E b en la dirección señalada; como 
la carga Q seguirá produciendo el campo E 0 , el campo resultante E será 

E=E 0 -E b (10-25) 

de manera que E<E 0 , en concordancia con (10-24) y los resultados experimentales. Por 
tanto, este método para evaluar el campo dentro del material por medio de la carga liga¬ 
da equivalente concuerda, por lo menos en este caso, con la experimentación y con las 
ideas generales que se han enunciado con respecto a la relación entre el campo eléctrico y 
el potencial, expresadas en (6-38). 

Aunque ya se mencionó brevemente la dificultad para medir el campo eléctrico en 
el dieléctrico por medio de una carga prueba, todavía cabe preguntarse si existe alguna ma¬ 
nera de hacerlo -obviamente se tendría que perforar el material para introduciruna carga. 
Es posible reproducir un esquema así por medio del uso apropiado de las condiciones de 
frontera que debe satisfacer E; la más relevante es (9-21), que enuncia que E t es continuo. 
El rozamiento detrás de esto es como sigue: (1) de alguna manera se determina la dirección 
de E en el dieléctrico (como se verá en la sección 10-6), esto es muy fácil de lograr para una 
gran cantidad de dieléctricos; (2) se perfora un agujero largo y delgado en el material en 
dirección paralela a E, como se ilustra en la figura 10-7—esta cavidad tiene ahora un vacío 
en su interior (una cavidad de este tipo generalmente recibe el nombre de cavidad “tipo 
aguja”); (3) cualesquiera cargas superficiales ligadas que pudieran alterar los campos se 
encuentran en los extremos de la cavidad, ya que son los únicos lugares donde P posee 
una componente normal, y, dado que los extremos se encuentran muy alejados en relación 
al área tan pequeña, se pueden despreciar sus efectos; (4) dado que sólo se implican com¬ 
ponentes tangenciales, entonces E c = E, donde E c es el campo en la cavidad; (5) ahora se 
introduce una carga de prueba, 8q, en la cavidad, y se mide la fuerza 5 F c sobre ella. Por 
(3-14), 

(10-26) 

y en esta forma es posible encontrar el campo en el dieléctrico a partir de mediciones rea¬ 
lizadas en la cavidad. A este esquema se le conoce como la definición de campo basada en 
la cavidad. 




104 Esfera uniformemente polarizada 

Como un ejemplo del uso de cargas ligadas, considérese una esfera de radio a que posee 
una polarización P constante. Se toma el eje z en la dirección de P y el origen se coloca en 
el centro de la esfera, como se muestra en la figura 10-8; así, E = Pt. Dado que P es cons¬ 
tante, p h = 0 debido a (10-10). En la figura se aprecia que la normal exterior del dieléctri¬ 
co es ft' = r, y por lo tanto debe existir una densidad superficial de carga ligada que puede 
calcularse por medio de (10-8) y (1-94), resultando 
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o h {9') = Pcos9' (10-27) 

Como puede observarse, a b no es constante sino que varía en magnitud y signo con el án¬ 
gulo, tal como se indica en la figura 10-9. Por simplicidad, únicamente se encontrarán 




el potencial y el campo eléctrico para puntos sobre el ejez positivo;en el próximo capítulo 
se resuelve este problema completamente por medio de un método muy diferente. 

De la figura 10-10 se desprende que 

R = (z 2 + a 2 — 2zacos9') i//2 (10-28) 

y, por lo tanto, al utilizar (10-27), (1 -100) (con r-a) y (2-22), se encuentra que (¡>, en la 
forma (10-9), queda 

, 1 f 2n Pcos9' •á 2 $en9' d.9' dy' 

o 0 (z 2 + a 2 —2za eos 9') l/2 

- Pa 2 f' __ 

2 e o ■'-i (z 2 + cr 2 — 2zaft) l/2 


(10-29) 
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La integral se encuentra con la ayuda de las tablas y resulta 

_ (z 2 +a 2 +za¡x)(z 2 +a 2 — 2zapL) i/2 
3 z 2 a 2 

= [ (^ 2 + a 2 ){\z + a\-\z-a\)- za{\z + a\ + \z-a\)] (10-30) 

existiendo dos casos a considerar. 

1. Fuera de la esfera. Aquí z>a y |z - a\ = z - a\ también \z +a| = z +a, ya que tanto 



Figura 10-10. Cálculo del potencial en un 
punto sobre el eje. 


a como z son positivos. Con estos valores se encuentra que (10-30) queda como 2a/3z 2 y 
cuando se sustituye esto en (10-29) se encuentra que el potencial fuera de la esfera es 




Pa 3 
3toZ 2 


y, por lo tanto, 


■) = 


0Z 


2Pa 3 

3eoZ 3 


(10-31) 


(10-32) 


Es más fácil entender estos resultados si se les expresa en función del momento dipolar 
total, p, de la esfera, el cual se calcula a partir de (10-2) y resulta ser 


p = f ira 3 Pz 

de manera que (10-31) y (10-32) pueden también escribirse como 


(10-33) 


P 

AitíqZ 2 


<¡>o(z) = 


(10-34) 
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EM 


2 p 

477£ 0 Z 3 


(10-35) 


Al comparar estos resultados coa (8-48) y (8-50), y recordando que d = 0 y r = z para un 
punto de campo sobre el eje z, se observa que son justamente los de un dipolo puntual de 
momento total p. Esto lleva a sospechar que el campo en cualquier punto exterior es un 
campo dipolar que corresponde a este momento dipolar total; como se verá en el siguiente 
capitulo, esta sospecha resulta ser correcta. 

2. Dentro de la esfera. Aquíz <a, de modo que |z ~a\ = a-z\ de nuevo, |z +a\ = z 
-i a. En este caso (10-30) queda como 2z/3 a 2 , y cuando esto se introduce a (10-29) da el 
potencial dentro de la esfera como: 


y, por lo tanto, 


<#>/(*) = 


Pz 

3e n 


Ejz) 


3z 3e 0 


(10-36) 


(10-37) 


Nótese que el campo eléctrico es constante; esto puede provocar la sospecha de que E es 
constante en todo el interior de la esfera, lo que resulta ser cierto. 

Uno de los ejercicios consiste en demostrar que se obtienen los mismos resultados 
para valores negativos de z, es decir, que E z0 está siempre en la dirección positiva, y E zi 
es constante y dado por (10-37) para todas las z. La figura 10-11 ilustra las direcciones 
que se encontraron de E; se pueden entender estas direcciones al ver la distribución de la 
fuente de carga en la figura 10-9. 
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Un ejercicio que vale la pena considerar consiste en verificar que estos resultados 
estén en concordancia conlas condiciones generales de frontera que yase habían obtenido. 
De (10-31) y (10-36) se encuentra que el potencial es continuo en la superficie de la esfe¬ 
ra, como se encontró en (9-29), es decir, cuando z = a, <p 0 = </>¿ = Pa/3e 0 ■ Sobre el eje z, 
E z es una componente normal, por lo que se puede encontrar que 


E 


2 n 


E ln = E :o (a) ~E zi (a) 



gfc(°) 

«o 


usando (10-32), (10-37) y (10-27). Este valor de la diferencia entre las componentes nor¬ 
males es justamente el que debería de ser según (9-26). 


10-5 El campo D 

Cuando en la sección 3-1 se definió E, se puntualizó que, por definición, E queda determi¬ 
nado por todas las cargas, sin importar su origen o tipo. En la sección 10-2 se manejó una 
clase muy especial de carga—la carga ligada— cuya densidad esta dada por (10-10) como 
p h = -y • P. Resulta conveniente la convención de dividir las cargas en dos clases grandes, 
las cargas ligadas y las cargas libres, con sus correspondientes densidades p/, y pf. Como ya 
se ha visto, se atribuye el origen de la carga ligada a los elementos que constituyen la ma¬ 
teria, y por lo general no se tiene control sobre su distribución. Las cargas libres son, 
en esencia, todas las demás. El nombre “libre” se les da porque sí es posible controlar 
su distribución hasta cierto punto desplazándolas físicamente, esparciéndolas o introdu¬ 
ciéndolas sobre o dentro de materiales por medio de haces electrónicos, o por otros medios. 
Esta clase también incluye las cargas movibles (libres) de los conductores. No siempre se 
puede hacer una diferenciación tajante en esta clasificación, pero aun así, resulta de mucha 
utilidad. Por tanto, se puede escribir la densidad total de carga como la suma de estas dos: 

Ptotai = P = P/ + P* == P/- V-P (10-38) 

y cuando se sustituye en V • E = p/e 0 , como en (4-10), se obtiene 

V - (e 0 E + P) = P/ (10-39) 

La forma de esta ecuación, en la que únicamente la densidad de carga libre aparece en el 
miembro derecho, sugiere que podría ser de utilidad definir un campo vectorial D(r) como 
sigue: 


D = e 0 E + P (10-40) 

pues así 

V • D = py (10-41) 


Al vector D se le llama el desplazamiento eléctrico, o simplemente el desplazamiento , o, 
todavía más corto, el campo D. La característica principal de D, y la razón fundamental 
para su definición, es que su divergencia depende exclusivamente de su densidad de carga 
libre. Las dimensiones de D son las mismas que las de P, por lo que D se mide en Coulomb/ 
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metro 2 . Se puede tomar a (10-41) como una expresión de la ley de Coulomb para la fuerza 
entre cargas puntuales más los efectos eléctricos de la materia presente. 

Teniendo (10-41), algunas de las propiedades de D se encuentran muy fácilmente. La 
condición de frontera que debe satisfacer su componente normal es, de acuerdo con 
(10-41), (9-6), (9-7) y (9-24), 

ñ-(D 2 -D ] ) = D 2n -D ]n = o 1 (10-42) 

donde oy es la densidad superficial de carga libre. Así, la componente normal de D será 
discontinua únicamente si existe alguna densidad de carga libre-, esto contrasta con E, 
cuya componente normal es discontinua si existe alguna densidad superficial de carga de 
cualquier tipo. 

La ley de Gauss para D se desprende fácilmente de (10 - 41) y (1-59) como 

= J v P f dT = Q len (10-43) 

donde Q/\ en es la carga libre neta contenida en el volumen V limitado por la superficie S. 
Nótense tanto la analogía como el contraste con el resultado correspondiente para E dado 
por (4-1). La ecuación 10-43 puede utilizarse ventajosamente a menudo para un cálculo 
de D en problemas con la suficiente simetría, parecido a lo que se hizo con E en el ca¬ 
pítulo 4. 

Aunque (10-41) contiene únicamente la densidad de carga libre, esto no significa 
que las cargas libres sean la única fuente de D, ya que, de acuerdo con el teorema de 
Helmholtz de la sección 1-18, hasta aquí se ha encontrado tan sólo una de las ecuaciones 
fuente. La que falta es V X D. Esta se obtiene fácilmente al tomar el rotacional de la de¬ 
finición (10-40) y utilizar (5-4);el resultado es 

V XD= V XP (10-44) 

de modo que D puede tener sus fuentes en cargas libres así como en cargas ligadas. La 
condición de frontera que debe satisfacer la componente tangencial de D es más fácil de 
encontrar de (9-21) y (10-40), resultando 

D 2 ,-D l( = P 2 ,-P 1( (10-45) 

Es también posible desarrollar una definición de cavidad para D de una manera aná¬ 
loga a la que se usó para E en la figura 10-7. La definición se basa en la continuidad de las 
componentes normales de D en ausencia de carga libre superficial, como se indica en 
(10-42). Para ello, imagínese una cavidad en la forma de un pequeño cilindro recto cuya al¬ 
tura es muy chica comparada con el radio de su base. Se recorta en el dieléctrico de ma¬ 
nera tal que su base sea perpendicular a D en el interior del dieléctrico, como se muestra 
en la figura 10-12. Si se considera un punto cercano al centro de la cavidad, las orillas se 
encontrarán demasiado alejadas como para afectar los campos, de modo que D c (en la 
cavidad) será paralelo a D (en el dieléctrico), y ya que por construcción solamente poseen 
componentes normales, entonces D e = D. Luego, E c = D c /e 0 ya que P = 0 en el vacío 
de la cavidad. Si ahora se coloca una carga de prueba imaginaria, 8q, en la cavidad y se 
mide la fuerza 5 F c que actúa sobre ella, se tendrá que 6F C = SqE c =8qD/e 0 , demaneraque 
D = e 0 (SF c /5<7). Así, en principio, se puede calcular D en el dieléctrico a partir de medi¬ 
ciones realizadas en la cavidad. 
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Figura 10-12. Cavidad usada para medir D en un 
dieléctrico. 

A pesar de su aparente simplicidad, resulta claro que ni (1041) ni (1044) serán de 
utilidad a menos que puedan relacionarse E, P y D de una manera mejor; esto se logra en 
la dos secciones que siguen. Sin embargo, antes se verá rápidamente un ejemplo. 

Ejemplo 

Esfera uniformemente polarizada. Este es el sistema que se estudió en la sección anterior, 
y cuyos resultados se resumen en las figuras 10-8, 10-9 y 10-11. Se desea encontrar resul¬ 
tados similares para D; se considerarán solamente puntos de campo sobre el eje z positivo. 
Fuera de la esfera, donde no existe materia, P = 0, y de (1040) y (10-32) se encuentra 
directamente que 


D : Az) = e (! E z , = 2 ^ (10-46) 

El valor de D z dentro de la esfera se encuentra por (10-40) y (10-37): 

DJz ) = e 0 £„. + p=-¡p+p=lp (10-47) 

notándose que es independiente de z y en la misma dirección de P. Estos resultados se 
muestran en la figura 10-13. Yaque que no hay carga libre sobre la superficie, es de espe- 



D 


Figura 10-13. Campos D sobre el ejez producidos por 
una esfera uniformemente polarizada. 
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rarse que las componentes normales de D sean continuas allí de acuerdo con (10-42). Se 
puede verificar esto y al mismo tiempo comprobar los resultados obtenidos. Se obtiene, 
como se esperaba, D 2n - D Ul = D z0 (a) ~ D zi (a) = (2/73) — (2P/3) = 0. 

10-6 Clasificación de dieléctricos 

Como ya se mencionaba al final de la sección 10-1, es de esperarse que generalmente exis¬ 
ta una relación funcional entre la polarización y el campo eléctrico, es decir, P =P(E) o 
P x — P X (E X > E y , E z ) y así sucesivamente. La teoría electromagnética macroscópica des¬ 
criptiva no puede predecir la forma de estas funciones, pero sí las admite como informa¬ 
ción externa, Desde este punto de vista, estas relaciones se dejan para ser determinadas 
por la experimentación o para ser calculadas en forma teórica a partir de propiedades mi¬ 
croscópicas de la materia, usando otras ramas de la física como son la mecánica estadística 
y la física del estado sólido. Esto no lleva a una situación desesperada, sin embargo, 
porque una combinación de la teoría general y la experimentación demuestra que la ma¬ 
yoría de los materiales caen dentro de ciertos grupos de fácil clasificación, y este hecho se 
puede utilizar para simplificar la teoría y volverla más práctica. Es deseable llevar a cabo 
esto paso a paso, para poder entender mejor las limitaciones de la forma final, 

I. Polarización permanente 

Si E = 0, entonces existen dos posibilidades para el valor de P(0). Si P(0) 4 0, el material 
se encuentra polarizado aún en la ausencia de un campo y, como ya se vio antes, se dice 
que posee polarización permanente y recibe el nombre de electreto. Aunque los electretos 
existen, no se tratarán más en esta sección. La situación en donde P(0)= 0 es más carac¬ 
terística y representativa de lo que comúnmente se puede esperar cuando se habla de una 
polarización producida por un campo; en general se utilizará el nombre de dieléctrico 
sólo para este tipo de material. 

II. Dieléctricos no lineales 

Aún cuando P(0) = 0, todavía es posible que la relación entre P y E sea muy complicada. 
Para la mayoría de los materiales, sin embargo, esto sólo ocurre en condiciones muy ex¬ 
cepcionales, tales como campos extremadamente grandes, temperaturas bajas, o ambas. 
Así se encuentra que a menudo es suficiente expresar Pcomo una serie de potencias de 
las componentes de E, es decir, que se puede escribir 

/> = 2 ctyEj +2 2 P uk EjE k + • • • (10-48) 

J J k 

donde los índices i, j y k toman los valores dex,y y z; nótese que esta forma satisface la 
suposición de queP(0) = 0. Los valores específicos de los coeficientes ay, dependerán 
del dieléctrico en particular de que se trate. Si se requieren los términos de segundo or¬ 
den o superiores de las componentes de E para describir adecuadamente el material, se 
dice que el dieléctrico es no-lineal. Sólo por el experimento se puede saber si (1048) re¬ 
sulta necesaria en un caso dado; por ejemplo, algunas cerámicas se encuentran en esta ca¬ 
tegoría. No se consideran aquí los dieléctricos no lineales con mayor profundidad, sino 
que se restringirá el tratamiento a los casos para los que solamente se requiera del primer 
término de (10-48); tales materiales reciben el nombre de dieléctricos lineales. 



198 


Electrostática en presencia de materia 


III. Dieléctricos lineales 

En este caso, la expresión general que relaciona las componentes de P con las componentes 
de E puede escribirse en la forma siguiente: 

p x = e«(Xxv + X*, Ey + Xxz E z ) 

Py = e 0 (Xy x E x + Xyy E y + Xyz E z) ( 1 0 ' 49 ) 

p z = e 0 (Xzx Ey + XzyE y + XzzE z ) 

donde los factores de proporcionalidad x¡y reciben el nombre de componentes del tensor 
de susceptibilidad eléctrica. Se ha introducido el factor e 0 de manera a ue las X¡¡ no tengan 
dimensiones como puede deducirse de (10-40). En general, las X i¡ no necesitan ser cons¬ 
tantes y pueden ser función de la posición en el material. Las Xi ¡ no pueden depender de 
E porque eso seria regresar al caso de los dieléctricos no lineales de (10-48). Se despren¬ 
de de estas relaciones que P no será en, general, paralelo a E ni aun en los dielétricos 
lineales, y que D tampoco será paralelo a E. Esta situación es muy común en los cristales, 
y provoca tales fenómenos como la doble retracción. Se pasa ahora ala siguiente suposición 
simplificado™. 

IV. Dieléctricos ¡sotrópicos lineales 

Ahora se hace la suposición adicional de que en un punto dado las propiedades eléctricas 
del dieléctrico son independientes de la dirección de E; a tal condición se le conoce 
como isotropía. Dado que una dirección es completamente equivalente a la otra, P debe 
ser necesariamente paralelo a E y las Xij = 0 si i ¥= /', y Xxx = Xyy = Xzz, de manera que 
(10-49) puede escribirse en función de un solo factor de proporcionalidad como sigue: 

P = X^ 0 E (10-50) 

donde \e recibe el nombre de susceptibilidad eléctrica. Al combinar (10-50) con (10-40) 
se encuentra que 


D = (l+x>oE=K e e 0 E=eE (10-51) 

donde 

K e = 1 +x<' = constante dieléctrica ~ capacidad inductiva específica relativa (10-52) 
e= K,,e 0 = capacidad inductiva específica (absoluta) (10-53) 


Las cantidades «c y I caracterizan las propiedades eléctricas del material y se encuen¬ 
tran por experimentación; existen muchas tablas que consignan sus valores. Para todas las 
sustancias conocidas, Xc es positiva y por lo tanto K e > 1. De (10-51) se puede observar 
que D y E son paralelos en esta situación. La ecuación D = eE recibe el nombre de ecua¬ 
ción constitutiva ; no es una de las ecuaciones fundamentales del electromagnetismo, sino 
que se aplica solamente donde resulte aplicable, por decirlo así. 

En este caso de los dieléctricos isotrópicos lineales también se puede encontrar la 
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ecuación diferencial que debe satisfacer el potencial escalar. Utilizando (5-3) se puede ex¬ 
presar (10-51) como D = -e V <¡>, y si se sustituye esto en (1041) y se usan (1-117) y 
(1-45), se obtiene 


V-(eV<|>) = eV 2 <í>+ V<#>-Vc = — p f (10-54) 

como la ecuación de la que habría de despejar 0, ya que se debe respetar la posibilidad de 
que e sea una función de la posición, no pudiendo proseguir hasta no conocer esta de¬ 
pendencia. 

La siguiente simplificación desemboca en una situación muy importante que mere¬ 
cerá una sección aparte. 


10-7 Dieléctricos isotrópicos homogéneos lineales (i.h.l.) 

Se hace ahora la suposición adicional de que las propiedades eléctricas son independientes 
de la posición; a tales materiales se les llama eléctricamente homogéneos. Por lo general, 
los gases y los líquidos así como muchos sólidos caen en esta categoría por lo que no 
resulta ser una situación tan especial como se podría pensar. Aquí la cantidades \e> x-e 
y e son constantes ; sin embargo, siguen siendo características del material. Las ecuacio¬ 
nes (10-50) a (10-53) siguen siendo aplicables y, además, (10-54) se simplifica a 

V 2 tj>= — y (10-55) 

ya que ahora V e = 0. Por comparación con (5-15), se puede observar que para los dieléc¬ 
tricos i.h.l. el potencial cumple de nuevo con la ecuación de Poisson, remplazando e 0 por 
e y poniendo p/ en lugar de la densidad total de carga p. (Las cargas ligadas del material 
no han desaparecido, desde luego, pero sus efectos se resumen en el factor e.) El hecho 
de que <¡> satisfaga la ecuación (10-55) también significa que para los dieléctricos i.hl. se 
puede, con precaución, tomar las soluciones que ya se habían encontrado antes para el 
caso del vacío y simplemente remplazar e 0 por e; se hará poco uso de esto, sin embargo. 
También, si pf = 0, <j> satisfará la ecuación laplaciana V 2 0 = 0 en esta región. 

Las condiciones de frontera en una superficie de discontinuidad ahora pueden ex¬ 
presarse completamente en función de E. Si se introduce (10-51) en (10-42) y se recuerda 
que (9-21) sigue siendo aplicable, se obtiene 


ñ-(e 2 E 2 -e 1 E 1 ) = (t / 


E 2 ,-E„ = 0 


(10-56) 


Pero ahora se observa que aún cuando op = 0, las componentes normales de E no serán 
continuas, por lo general, a través de la superficie de separación entre los dos dieléctricos, 
de modo que, como se ilustra en la figura 10-14, la dirección de E puede cambiar en la 
frontera. Así, las líneas de E pueden refractarse aún en la ausencia de una densidad de 
carga libre y d 2 será diferente de . 

En un dieléctrico i.h.l. las densidades de carga libre y ligada se relacionan entre sí de 
una manera simple, como lo hacen la polarización y el desplazamiento. Si se elimina E en¬ 
tre (10-50) y (10-51) y se usa (10-52), se encuentra que 
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P = — D = ——— D (10-57) 

K e K e 

lo que permite demostrar que P y D también son paralelos y que |P| < |D|. Si ahora se 
toma la divergencia de (10-57) y se utilizan (10-10) y (1041), se obtiene 


Pi,= ~ 


K-1) 

Z p f 


(10-58) 


de manera que \p b \ < \p¡\. Si se sustituye este resultado en (10-38) se encuentra que la 
densidad total de carga en un dieléctrico i.h 1. siempre se podrá expresar como 


P = 


Pf 


Pb 

K e~ 1 


(10-59) 


lo que demuestra que la densidad total de carga siempre será menor que la densidad de car¬ 
ga libre, ya que k c > 1. Como un caso especial, se puede observar que si p, = 0, entonces 
p b = 0, de manera que en cualquier punto de un dieléctrico i.h .1. en el que no haya densi¬ 
dad de carga libre, no existirá densidad de carga ligada tampoco. 



Figura 10-14. Campos eléctricos en la frontera entre dos dieléctricos. 


De ahora en adelante en todos los ejemplos y ejercicios, excepto en donde se indique 
expresamente otra cosa, se manejarán exclusivamente dieléctricos i.h.l. En este punto se 
pueden considerar ya algunos ejemplos cuantitativos; se comienza con el capacitor, ya que 
fue lo primero que se consideró cualitativamente en la sección 10-3. 

Ejemplo 


Capacitor de placas paralelas con carga constante. En la figura 10-5 se muestra un capaci¬ 
tor de carga libre total Q t , con vacio entre las placas en (a) y con un dieléctrico que llena 
completamente la región entre las placas en (b). También se muestran las direcciones de 
los diversos vectores de campo. El valor para el campo en el vacío ya se discutió en el 
texto justo antes de (6-40) y es igual a ¡i n = o¡¡e o, donde a t ■= Qf/A es la densidad super- 
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Q, 


Q, 


\ 




T 

d 

i 


Q ' _ 

I" 

-Q, 



<«> (b) 

Figura 10-15. Capacitor de placas paralelas a carga constante, (a) Vacío entre las placas, 
(b) Dieléctrico entre las placas. 

ficial de carga libre y A es la superficie de las placas. Dado que P 0 = 0, de (1040) resulta 
que el desplazamiento D 0 es 


Do — (10-60) 

Aliora se mantienen Q, y a¡- constantes mientras se introduce un dieléctrico entre las pla¬ 
cas, de manera que D no cambia y es igual a su valor en el vacío: 

/> = = o, (10-61) 


liste resultado también está en concordancia con (1042), ya que los campos son iguales a 
cero dentro de la placa conductora y, por lo tanto, D 2 „ —D ln =D — 0 = op» Sin embargo, 
el campo eléctrico sí cambia ya que, de acuerdo con (10-5 1),(10-61) y (10-60), se tiene que 


D = o = /--o 
e K e e„ K e 


(10-62) 


y por tanto /■:’ < en concordancia con (1042). Se aprecia ahora que el factor de reduc¬ 
ción del campo eléctrico es exactamente igual a la capacidad inductiva específica relativa. 
La diferencia de potencial es ahora 

i.(.= ["E¿s = a=^ = — (10-63) 


de acuerdo con (10-62) y (10-22), Así, la diferencia de potenciales menor que en el vacío 
por el mismo factor K e , de modo que A <p < A0 O , en concordancia con el resultado experi¬ 
mental. Se puede encontrar la capacitancia al expresar (10-63) en función de la carga total: 


, d \ 

K e K e £ 0 \ K e t 0 A ) 

y, por lo tanto, 

C = K ^= Kf C 0 (10-64) 

donde se han utilizado (10-20) y (6-41) para identificar el valor al vacío de la capacitancia 
Co■ Se observa asi que la presencia del dieléctrico ha hecho incrementarla capacitancia.de 
acuerdo con (10-21), y que la relación de las capacitancias con y sin el dieléctrico es exac¬ 
tamente igual a la constante dieléctrica, es decir, C/C 0 = K e . 

La polarización se encuentra de (10-50) y (10-62) y es 
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?=X e €o£=(s £ -l) £o £=(^) £ o£o (10-65) 

Al seguir utilizando (10-62), se puede escribir el tercer término como 

P=e 0 (E 0 ~E ) (10-66) 

de tal manera que 

E = E 0 ~— (10-67) 

«o 

lo que es también consecuencia de (10-40) y (10-61), es decir, D = eo E +P = D 0 = e 0 E 0 . 
Este último resultado tiene exactamente la misma forma que ya se había encontrado en 
(10-25), siendo una expresión cuantitativa de E h . Ya que P es constante, V ■ P = 0, por 
lo que no hay cargas ligadas volumétricas, en consistencia con (10-58), ya que las únicas 
cargas libres se encuentran en las superficies de las placas conductoras. Sin embargo, exis¬ 
ten cargas ligadas en la superficie del dieléctrico. Su magnitud puede encontrarse de 
(10-8), (10-65) y (10-60) y es 

l^| = | J P n | = J P=(^-) ío £o=(^)a / (10-68) 

y los signos son exactamente los mismos que ya se mostraron en la figura 10-6. Se observa 

en la figura que el signo de a b es siempre opuesto al de la Of inmediata; tomando esto en 
cuenta, se puede escribir (10-68) como 


°b = ~ 



(10-69) 


que es completamente análoga al resultado encontrado con anterioridad para las densi¬ 
dades volumétricas de carga de (10-58). Estas cargas superficiales ligadas, al actuar como 
dos planos infinitos cargados, producirán el campo E b . La magnitud de E b puede encon¬ 
trarse a través del resultado previo (3-12) junto con (10-68), encontrándose que 


E =M + M = M = Z 

b 2e 0 2í 0 «o e o 


(10-70) 


Esto está en completa concordancia con (10-67), que se encontró por otros métodos, 
y también verifica el análisis que se hizo para llegar a la forma E = E 0 - E b dado en 
(10-25). A este campo E b a menudo se le denomina el campo local y se dice que el campo 
resultante E es la suma del campo en el vacío E 0 , producido por las cargas libres como si 
no hubiera materia presente, más el campo local E] oc = E b producido por las cargas liga¬ 
das que resultan de la polarización del dieléctrico. 


Ejemplo 

Capacitancia en general. Aunque (10-64) se obtuvo al considerar el caso especial de un 
capacitor de placas paralelas, la simplicidad de ese resultado, así como el hecho de que la 
expresión C = K e C 0 no contienen ninguna característica que lo restrinja al capacitor de 
placas paralelas, sugieren que ésta bien podría ser una relación de carácter general válida 
para cualquier capacitor. Esto resulta ser verdad. Si se combinan (10-41) y (10-51), se 
obtiene 
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V-E= 




(10-71) 


ya que e es constante para una dieléctrico i.h.l. Se tiene también que V X E = 0 ya que 
E sigue siendo conservativo. Supóngase que se da una distribución de una carga libre des¬ 
crita por pf. Si no existe materia en la región de interés, se resuelven las dos ecuaciones 
fuente para obtener un campo eléctrico E 0 . Si ahora se llena toda la región con un dieléc¬ 
trico por K e , y si se mantiene a p¡- sin cambio, se puede ver de (10-71) que el problema es 
exactamente el mismo que en el caso ai vacío ya resuelto, excepto que las cargas fuente 
son menores en todos lados por el factor K e . Así, como se aprecia en (3-3), por ejemplo, 
el campo E que se obtiene ahora también será menor por el mismo factor; es decir, 



es un resultado general. La diferencia de potencial A c¡> entre las placas del capacitor está 
dada por (6-38) y es 


A<t,= f~E-d S = = 

J+ J+ K e K e 


(10-72) 


como en el resultado especial (10-63). Nótese que este resultado es consistente con lo que 
se comentó después de ver (10-55). 

Dado que es la misma en ambos casos, la capacitancia es 



KeQf 
A<|> o 


= K e C 0 


(10-73) 


demostrando así en el caso general que la capacitancia de cualquier capacitor aumenta por 
un factor K e cuando se llena todo el espacio entre sus placas con un dieléctrico. Este re¬ 
sultado viene a ser una buena manera de medir K e . 

Si el dieléctrico no es homogéneo, o si todo el espacio se llena con el dieléctrico, (10- 
73) no es válida en términos generales. Tales problemas se pueden resolver escribiendo la 
diferencia de potencial como 


A<¡>= f E-ds = f (10-74) 

•'+ ■'+ € 

Así, se puede expresar D en función de la carga libre total Qj por medio de (1041), o por 
(1043) si el problema posee la suficiente simetría, de manera que cuando se integra, la ca¬ 
pacitancia se encuentra por (6-38). En tal caso, la condición de frontera (1042) resulta a 
menudo de gran ayuda. 

Ejemplo 

Carga puntual en un dieléctrico infinito. Supóngase que una carga puntual, q, se encuentra 
metida en un dieléctrico como se muestra en la figura 10-16. El campo de esta carga pola¬ 
rizará el dieléctrico. Si el dieléctrico es de tamaño finito, las cargas ligadas de las superficies 
contribuirán al campo resultante y el cálculo del campo en cualquier punto sería un pro¬ 
blema muy complicado. Sin embargo, si el dieléctrico es de extensión infinita, se puede 
despreciar el efecto de las cargas ligadas de su superficie, pudiendo asumir que existe sime¬ 
tría esférica. En este caso se puede escribir D = D(R)É. y utilizar la ley de Gauss para D 
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Figura 10-16. Carga puntual en un dieléctrico 
infinito. 


como en (10-43). Si se integra sobre la esfera de radio R que se ilustra con línea punteada 
en la figura, se obtiene 



de manera que 


D = 


f/R 

4ttR 2 


y 


E= 

47re/? 2 


(10-75) 


y, como era de esperarse, el campo es el mismo que el de una carga puntual, pero reducido 
por el factor e/e 0 = K e . Imagínese ahora una carga puntual, q , situada en R;la fuerza que 
actúa sobre ella es 


F' 


g' E=^- 
4ireR 2 


(10-76) 


que no es sino la ley del cuadrado inverso de Coulomb con e en lugar de eo. 

Este resultado (10-76) es la base para el enunciado de que la presencia de un dieléc¬ 
trico reduce las fuerzas entre las cargas por el factor e/e 0 = K e . Sin embargo, puede obser¬ 
varse que esto es cierto solamente para un dieléctrico iJi.l. de magnitud infinita, o para 
uno tan grande que las cargas ligadas superficiales no afecten el campo y pueda aceptarse 
con seguridad una simetría esférica. De hecho, es posible que la fuerza que actúa sobre q 
resulte aumentada si se dan las circunstancias precisas. 

Se puede encontrar la polarización de dieléctrico de (10-57) y de (10-75), y resulta 


(*<■- l)gft 

K e 47 tR z 


(10-77) 


estando dicho vector dirigido radialmente alejándose de q. De acuerdo con (10-58), la 
densidad de carga ligada debe anularse. De (10-10), (10-77) y (1-147) se desprende que tal 
es el caso. 


10-8 Energía 

Recuérdese el resultado (7-10) para la energía de un sistema de cargas: 
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p(f> d7 


' todo el espacio 


(10-78) 


Cuando se obtuvo esa expresión, se calculó como la cantidad de trabajo reversible necesaria 
para mantener una configuración dada de cargas y no se hizo distinción alguna en cuanto a 
si las cargas eran libre o ligadas, ni fue necesario hacerla. La implicación aquí presente es 
que dicha energía podría ser extraída del sistema como trabajo reversible, y en ese sentido 
resulta apropiado considerarla como una energía potencial, tal y como se hizo. Cuando se 
consideran ahora las cargas en presencia de materia, es necesario indicar cual es la 
definición útil de la energía. Debe ser, desde luego, la cantidad de trabajo necesario para 
lograr una configuración de cargas sobre las que se toma control, de manera que, en 
principio, la energía pueda ser extraída del sistema. Pero las únicas cargas en las que se 
puede tener algún tipo de control son las cargas libres, y es solamente con estas, en un 
sentido amplio, que se puede almacenar o extraer energía, como en el proceso de carga y 
descarga de un capacitor de manera reversible. Así, la energía que aquí interesa es la de la 
distribución de carga libre en presencia de materia. En otras palabras, se toma como 
expresión para la energía electrostática de un sistema: 


E4 = 


/ todo el espacio 


pftpdr 


(10-79) 


Desde luego, las cargas ligadas de la materia se han desaparecido, puesto que c|> es el 
potencial resultante de todas las cargas; por ejemplo, podría evaluarse sustituyendo (10-38) 
en (5-7). 

Utilizando (10-41) se puede expresar (10-79) como 

U e = - í </>(V • D) dr (10-80) 

^ J todo el espacio 


Si ahora se compara esta expresión con (7-22) se observa que son de exactamente la misma 
forma, con D en lugar de £ 0 E. La argumentación que condujo de (7-22) a (7-28) puede ser 
aplicada de exactamente la misma manera que antes, de manera que (10-80) puede 
expresarse como 


U e =f -B-Ed t 

J todo el espacio ^ 


(10-81) 


Puede interpretarse (10-81), como se hizo con (7-28), introduciendo una densidad de 
energía u e dada por 


u e = -D ■ E 

2 


(10-82) 


La cual, al usar (10-51) puede también escribirse como 



D 2 

"27 


(10-83) 


Ejemplo 

Capacitor esférico. Imagínese que todo el espacio entre las placas del capacitor que se 
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Figura 10-17. Capacitor esférico con dieléctrico 
entre las placas. 


muestra en la figura 10-17 está ileno de un dieléctrico de capacidad inductiva específica e. 
La carga libre total en el capacitor es Q. Como siempre, D será radial, en razón de la sime¬ 
tría esférica, de manera que |D| será constante sobre la superficie esférica delinea punteada 
de radio r. Si se aplica (10-43) a esta esfera se obtiene, como en la sección anterior, 

<jf)D da = AirrD = Q jm = Q 


de manera que D = 0/4m- 2 y (10-83) queda como 


327T 2 £7- 4 


(10-84) 


Esto se aplica a la región entre las esferas; u e = 0 en cualquier otro punto, porque los cam¬ 
pos son no nulos únicamente en la región ocupada por el dieléctrico. Sustituyendo (10-84) 
en (10-81) y utilizando (1-99), se encuentra la energía total del capacitor; 


u,=-Q i 


rn 

■'0 J a 


b 1 


r 2 se„M^=0I-I) 


(10-85) 


Si existiera vacío entre las placas la energía U e0 estaría dada por (10-85) con e remplaza¬ 
da por e 0 . Por lo tanto, y dado que e/e 0 = K e> se puede observar que 


U*=~T (10-86) 

de modo que U e < U e0 , lo que representa una disminución de la energía total en presencia 
del dieléctrico en todos los casos donde Q se mantiene constante. 

Se encontró en (7-21) que la energía de un capacitor es igual a Q 2 /2C. Este resultado 
se obtuvo al utilizar propiedades muy generales de los conductores, por lo que debe ser 
válido independientemente de si hay dieléctricos o no presentes; también se resolvió este 
mismo problema por medio de propiedades generales de trabajo y diferencia de potencial 
en el ejercicio 7-3. Por lo tanto, es posible calcularla capacitancia por medio de métodos 
basados en la energía, que resultan, en ocasiones, más convenientes. En este ejemplo, si 
se igualan (10-85) y (7-21), se encuentra la capacitancia: 
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4 níab 
b — a 


— K e C 0 


(10-87) 


con auxilio de (10-53), donde Co es un valor dado por (6-37). Como es lógico, este resul¬ 
tado concuerda con la expresión (10-73) relativa a los efectos del dieléctrico sobre la ca¬ 
pacitancia. 


Como se pudo apreciar en este último ejemplo, por lo general la presencia de un die¬ 
léctrico puede alterar los valores de D y E en todos los puntos, por lo que es de esperarse 
que la energía total, dada en (10-81), cambie también. El monto exacto de este cambio 
depende normalmente de la manera particular en que este proceso se lleve a cabo; por 
ejemplo, con cargas constantes, con potenciales constantes, con el dieléctrico llenando tan 
sólo una parte del espacio entre las placas, con más de un dieléctrico, etc. En resumen, 
el problema general de la energía en presencia de dieléctricos puede llegar a ser muy com¬ 
plejo, y a veces resulta imposible hacer una clara distinción entre las contribuciones 
energéticas de cada parte específica del sistema. Sin embargo, existe un caso comparativa¬ 
mente sencillo para el que es posible asignar el cambio energético al dieléctrico mismo; 
se da el siguiente caso como ilustración. 

Supóngase que para empezar existe vacío en todas partes y una distribución de carga 
que produce en todo el espacio los campos E 0 y D 0 = e 0 E 0 . Por medio de (10-81) se 
puede evaluar la energía inicial U e0 : 

Uto-if D 0 -E 0 dr (10-88) 

^todo el espacio 

Supóngase ahora que se mantienen fijas las cargas fuente tanto en valores como en posi¬ 
ciones y que se introduce en el dieléctrico de volumen V en este campo E 0 prexistente. 
(El contraste entre este ejemplo y el anterior es que en aquél el dieléctrico llenaba toda 
la región en la que estaba presente el campo). Como ya se sabe, la presencia del dieléctrico 
alterará los valores de E y D en todo el espacio; se puede calcular la nueva energía U e por 
medio de (10-81) y estos nuevos valores de E y D. El cambio en la energía, en este caso 
U e -U e0 , puede asignarse completamente a la presencia del dieléctrico, y si se le llama U eb , 
se tiene 


V eb =U e -U M = {f (D • E - D 0 - Eo )dr (10-89) 

‘'todo el espacio 

Se puede ahora demostrar que bajo las circunstancias, (10-89) puede ser expresada como 
una integral sobre el volumen V del dieléctrico únicamente. Ya que resulta ser un cálculo 
muy largo se deja como ejercicio, y aquí sólo se da el resultado, que es 


U eh ~ P'Eqí/t (10-90) 

J y 

Puesto que ésta sólo involucra el volumen del dieléctrico, es razonable pensar que se en¬ 
cuentra localizada en el dieléctrico y que representa la energía del dieléctrico. Ahora se 
puede introducir una densidad de energía para estas cargas ligadas, dada por 

Wei =-iP-E 0 =-i Xe e 0 E-E 0 (10-91) 


donde también se hizo uso de (10-50). Las expresiones (10-90) y (10-91) resultan apro- 
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piadas para los casos en que se considere que la polarización fue producida por el campo. 

En toda esta argumentación se supone que K e es constante durante los procesos 
descritos. Como se verá en el apéndice B, en realidad resulta que muchos dieléctricos po¬ 
seen K e que depende de la temperatura, de modo que aqui es correcta la suposición de 
que los procesos estudiados son isotérmicos. Esto viene a ser consistente con el énfasis 
puesto en la relación de U c con el trabajo reversible, de manera que en realidad es más 
análoga a la función de Helmholtz o energía libre en termodinámica, pues no existe una dis¬ 
tinción entre sus cambios para sistemas a temperatura constante. Con esto en mente, 
se puede considerar que (10-90) viene a ser una contribución a la energía interna del siste¬ 
ma dieléctrico. 

Debe también tenerse presente la distinción entre estas energías y la energía de 
interacción entre una distribución de cargas y un campo externo, lo que ya se estudió en 
la sección 8-4. En particular, se obtuvo la energía de un dipolo en (8-64). Si se deseara 
aplicar esto a un material polarizado, se deberá escoger entre considerar que la polarización 
es permanente, o que el campo externo es tan pequeño que no afecta a P de manera apre¬ 
ciable. En ese caso, (10-1) es el momento dipolar de un volumen pequeño y la energía de 
interacción externa que se obtiene de (8-64) puede expresarse como 

dU exM = — P-E éxt ¿/r (10-92) 

donde el campo externo se denota con E exf en lugar de E 0 , el que se ha estado usando 
hasta ahora para los valores al vacío. Al integrar (10-92) sobre el dieléctrico, se obtiene 
la energía de interacción total como 

t/, ex t=-/P - E ext ¿T (10-93) 


Por ejemplo, si E ext novaría mucho en el volumen, se puede sacar de la integral y utilizar 
(10-2) para obtener U e ext = -p-E ext , lo que concuerda con (8-64). 

Ejemplo 

Energía de un capacitor en general. En el caso especial en que se obtuvo (10-86), se es¬ 
tudió el efecto que produce la presencia de un dieléctrico sobre un capacitor. Aquí se 
examinará brevemente el caso generalizado. 

La energía está dada por (7-21), y se ha obtenido además la expresión (10-73) del 
efecto sobre la capacitancia, todo esto en forma general. Por lo tanto, si se mantiene 
constante la carga Q, la energía U e con el dieléctrico entre las placas es U e = Q 2 /2C = 
Q 2 ¡2K e C u = U 0 ¡K. e , donde t/ 0 es la energía en vacío, de modo que la energía disminuida 
queda dada por 


U e = —- ({7 = constante) (10-94) 

K e 

y, de acuerdo con (10-86), viene a ser un resultado completamente general. 

Supóngase ahora que es la diferencia de potencial A (p la que se mantiene constante. 
Al combinar (7-21) con (10-73) se encuentra que U e = |-C(A0) 2 = |-K e Co(A0) 2 = K e U 0 , 
de manera que 


U e = K e U 0 


(A<j> = constante) 


(10-95) 
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y, en contraste con (10-94), la energía del capacitor ha aumentado por un factor K e . La 
razón es que al aumentar la capacitancia de carga también aumenta, por lo que la batería 
debe realizar trabajo sobre estas cargas libres para separarlas. Además, también debe pola¬ 
rizar al dieléctrico, de modo que el efecto neto de todos estos cambios es el expresado 
en (10-95). 


10-9 Fuerzas 

Cuando un dieléctrico se polariza, el campo eléctrico ejercerá fuerzas sobre las densidades 
de carga ligada resultantes. Ya que todo este tema de las fuerzas sobre dieléctricos y sobre 
conductores en presencia de dieléctricos es muy complicado, es fácil obtener resultados 
equivocados. Por ello, aquí solamente se verán dos situaciones de las más sencillas que 
existen. Es más, ni siquiera se tocará lo concerniente al balance que debe existir entre las 
fuerzas eléctricas y mecánicas de un sistema para mantenerlo en equilibrio mecánico o 
para producir un nuevo equilibrio cuando se aplican los campos eléctricos. Si el dieléc¬ 
trico no es rígido, por lo general sufrirá una deformación bajo la influencia de estas fuer¬ 
zas eléctricas. A este fenómeno se le denomina electrostricción ; por lo común suele ser 
un efecto muy pequeño, pero bajo ciertas circunstancias puede revestir gran interés e 
importancia. 

Ejemplo 

Fuerza superficial promedio sobre un dieléctrico. Considérese el caso particular de un ca¬ 
pacitor. Como ya se vio en (10-94), la energía de un capacitor, a carga constante, dismi¬ 
nuirá en la presencia de un dieléctrico. Ya que la tendencia natural de todos los sistemas 
es hacia la disminución de su energía, se puede considerar que un capacitor “desea” que 
el dieléctrico se encuentre presente. En otras palabras, debe existir una fuerza tal sobre el 
dieléctrico que tienda a hacer que permanezca entre las placas del capacitor. 


L -H 



Figura 10-18. Fuerza sobre un dieléctrico. 

De manera más específica, considérese un capacitor de placas paralelas cuyas placas 
son cuadrados de lado L, de manera que A -L 2 . Supóngase también que se cuenta con un 
trozo de dieléctrico de dimensiones tales que entra justamente en el espacio entre placas. 
Se desprecian efectos de borde y se supone que el campo es diferente de cero sólo en la 
región entre las placas. La figura 10-18 muestra una vista de perfil de la situación, en 
la que se aprecia que el dieléctrico se encuentra introducido a medias entre las placas. Por 
medio de (10-94) se puede encontrar el cambio total en la energía cuando el dieléctrico 
está totalmente introducido: 


A[4=t4-í/ 0 =-(^-jf/ 0 (10-96) 

Si < F > es la fuerza promedio sobre el dieléctrico y L es el desplazamiento total del mismo, 
por medio de (7-37) se tiene que 
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<F> = 



(10-97) 


que es positiva, con lo que se confirma que el dieléctrico será atraído hacia la región entre 
las placas. Al expresar este resultado en función de la densidad de energía original constan¬ 
te, «¿.o, de (10-93) resulta que U 0 =u e0 (volumen) = u e0 L 2 d, de manera que 


</7 ' ) = (\ ‘ ) Ko(,d) 


Pero Ld es el área de la cara del dieléctrico sobre la que (F) actúa, de modo que si (f a ) 
es la fuerza promedio por unidad de superficie, se tiene que 

a > = (^)« e o (10-98) 

expresada en función de la situación original en vacío. 


Ejemplo 


Conductor en contacto con un fluido dieléctrico. En (7-50) se encontró una expresión para 
la fuerza por unidad de área sobre la superficie de un conductor. Se vio que era numérica¬ 
mente igual a la densidad de energía y en dirección de la normal exterior de la superficie 
conductora: í e = u e ñ. Aquí se llegará a la misma conclusión, pero debe tenerse mu¬ 
cho cuidado. 

Si se recuerda, (7-50) se obtuvo al considerar los cambios energéticos producidos y 
la fuerza requerida cuando se cambia la separación entre las placas de una capacitor en 
una cantidad muy pequeña. El tratamiento fue lo suficientemente general para usar aquí 
los mismos resultados, siendo tan sólo necesario completarlos con lo que se indica en 
(10-37) acerca de los efectos que un dieléctrico ejerce sobre la capacitancia, es decir, 
C = K. e C 0 . Si la carga se mantiene constante, la fuerza total sobre las placas en presencia 
del dieléctrico seguirá siendo la de (7-39), con lo que se tiene que 


f - Q 2 dC - Q 2 ^ C o> - F "> 

e 2 C 2 dx 2 (K e C 0 f dx K e 


(10-99) 


en función de la fuerza ^eo correspondiente a la situación de vacío entre las placas. Se ve 
así que la fuerza entre las placas se ha reducido por el factor K e . Para poder utilizar 
C = K e Co de esta manera, es esencial que el dieléctrico llene por completo la región entre 
las placas, como quedará ilustrado en algunos de los ejercicios. Lo que esto significa es 
que, de hecho, se está suponiendo que el dieléctrico es un fluido y que el capacitor se 
encuentra sumergido en él. Así, cuando la distancia entre las placas disminuye, el dieléc¬ 
trico fluye hacia afuera, mientras que si se aumentara la separación entre placas, el dieléctri¬ 
co llenaría el nuevo volumen de inmediato ya que se encuentra disponible en la región 
externa a las placas. 

Si se mantiene constante la diferencia de potencial, la forma de en medio de (7-46) 
es la más apropiada, con la que se obtiene que 


e- _ i t \j.\idC \ /\ ±\2 d(x e C 0 ) 
F e - 2 (^) ^-j(A*) ~ r 


■ ic .F. 


e r eO 


(10-100) 


y, en este caso, la fuerza se incrementa por el factor K e . 
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Una de las razones para expresar (7-39) como se hizo, para obtener f e = u e usando 
las propiedades específicas del capacitor de placas paralelas, fue para obtener un resultado 
de forma más sencilla y de mayor generalidad que los métodos que se usaron. Es natural 
preguntarse si se puede hacer lo mismo aquí. Uno de los problemas es que en presencia de 
un dieléctrico los dos métodos, el de carga constante y el de diferencia de potencial cons¬ 
tante, tienen en realidad consecuencias diferentes. Aún si se pudiera lograr, la manera de 
hacerlo parecería algo artificial. Si se mantiene constante la carga libre Q, D también será 
constante, por lo que se podrá expresar la densidad de energía de (10-83) como D 2 /2e y, 
por lo tanto, la fuerza por unidad de área será 

X = u e = (g = constante) (10-101) 

Así, para D = const , la relación de las fuerzas con y sin el dieléctrico será de f e /f e0 - 
Cq /£ — 1 / K e , lo que concuerda con (1 0-99). Por otro lado, si la diferencia de potencial A0 
se mantiene constante, E también será constante, por lo que se puede escribir u e más 
apropiadamente como^-eE 2 , de acuerdo con (10-83), de manera que 

f e = u e — { £ E 2 (A<j> = constante) (10-102) 

Así, la relación entre las fuerzas con y sin el dieléctrico será de / e // e0 = e/e 0 = K e como 
lo requiere (10-100). 

Ejercicios 

10-1 El momento dipolar permanente de la molécula de agua es de aproximadamente 
6.2X 10 30 coulomb-metro. ¿Cuál es la polarización máxima posible para el valor de agua 
a 100°C y a presión atmosférica? 

10-2 La electrostática se inició con la observación de que la materia cargada atraía peque¬ 
ños objetos de materia. Describir cualitativamente cómo un objeto cargado puede ejercer 
una fuerza neta sobre un campo neutral y demostrar que esta fuerza es de atracción, de 
acuerdo con la experiencia. 

10-3 Un trozo de material tiene caras paralelas. Una de ellas coincide con el plano xy y 
la otra está dada por z = t. El material posee una polarización no uniforme P = P(1 +az)i, 
donde P y a son constantes. Encontrar las densidades superficial y volumétrica de carga 
ligada. Encontrar la carga ligada total contenida en un cilindro del material de sección A 
y lados paralelos al eje z, y así verificar directamente que (10-13) es válida en este caso. 
10-4 Considérese un paralelepípedo de volumen A x A y A z fijo dentro de un dieléctrico. 
Si p + es la densidad promedio de carga ligada positiva y R + es el desplazamiento promedio 
de estas cargas cuando el material está polarizado, demostrar que la ganancia neta de cargas 
positivas a través de las cargas paralelas al plano yz será 

0 

- g^(p+-K+*)AxAyAz 

De manera similar, encontrar la ganancia neta debida al movimiento de carga negativa de 
densidad — p + (¿por qué?) y el desplazamiento promedio R_. Combinarlos resultados ob¬ 
tenidos para todas las caras y así demostrar que la ganancia neta de carga por unidad de 
volumen es p¿ = — V'P. 

10-5 Encontrar el potencial 0 y E z sobre el eje, producidos por la esfera polarizada uni¬ 
formemente que se estudió en la sección 10-4, para valores negativos de z. Demostrar que 
sus respuestas concuerdan con los resultados obtenidos para z > 0 y con la figura 10-11. 
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10-6 Encontrar la carga ligada positiva total de la esfera uniformemente polarizada de 
la figura 10-8. 

10-7 Una esfera de radio a posee una polarización radial dada por P = ar n i, donde ay n 
son constantes, siendo n > 0. Encontrar las densidades superficial y volumétrica de carga li¬ 
gada. Encontrar E dentro y fuera de la esfera. Verificar que los resultados obtenidos para 
E satisfacen las condiciones de frontera apropiadas. Encontrar (¡> dentro y fuera de la esfe¬ 
ra. Dibujar los resultados de E v ó. 

10-8 Repetir el ejercicio 10-7 para el caso en que n — ~ 1. Demostrar también que ti = - 2 
no es una posibilidad, de acuerdo con (10-13). 

10-9 Un cubo de arista 2a tiene sus caras perpendiculares a los ejes x,y y z, y centro en 
el origen. Está uniformemente polarizado en la dirección de z. Encontrar E en el centro 
del cubo. 

10-10 Una cavidad esférica de radio a se encuentra dentro de un dieléctrico muy grande 
uniformemente polarizado. Encontrar E en el centro de la cavidad. 

10-11 Un cilindro de 2 L de longitud tiene su eje sobre el eje z y el radio de su sección 
circular es a. El origen se encuentra en el centro del cilindro, mismo que está uniforme¬ 
mente polarizado en la dirección del eje, es decir, P =P z, siendo P = const. 

(a) Encontrar las densidades de carga ligada p b y a h . (b) Encontrar el campo eléctrico en 
todos los puntos sobre el eje z para los que z > 0. (c) Verificar que los resultados en (b) 
satisfacen la condición de frontera en z = L. (d) A partir del resultado de (b), encontrar 
E en el origen, (e) Dibujar el resultado de (d) como una función dea/L. ¿Para qué valor 
de a/L se alcanza el valor máximo de E en el origen y cuál es este valor? ¿Es razonable? 
10-12 Un cilindro infinito de sección circular de radio a tiene su eje sobre el eje z. Se 
encuentra uniformemente polarizado en dirección transversal a su eje, es decir, P = Px, 
siendo P = const. Encontrar E para cualquier punto sobre el eje del cilindro. (Es más fácil 
si se elige el punto de campo en el origen.) 

10-13 ¿Cuál o cuáles de los resultados (10-55) a (10-59) siguen siendo válidos si el die¬ 
léctrico es lineal e isotrópico pero no homogéneo? 

10-14 Demostrar que los ángulos de la figura 10-14 satisfacen la relación K el cot Oí = 
K e2 cot 0 2 - Supóngase que la región 1 es polietileno, para el cual n e = 2.31, y que la 
región 2 es vidrio, para el que K e2 = 4.00. Encontrar 8 2 si Oí = 36°. Demostrar que la rela¬ 
ción entre la densidad superficial de carga ligada de la región 1 y la densidad superficial de 
carga ligada total es independíente del ángulo, y evaluarla para este caso. 

10-15 Encontrar las expresiones análogas a (10-58) y (10-59) para el caso en que el die¬ 
léctrico no es homogéneo y así demostrar que puede existir densidad de carga ligada aún 
en ausencia de carga libre. ¿Qué condiciones adicionales son necesarias para que p b = 0 
cuando Pf = 0? 

10-16 Dos cargas puntuales q y - q se encuentran inicialmente en el vacío y separadas 
por una distancia a. Se introduce entonces una placa dieléctrica de grueso d < a a la mitad 
de la distancia entre ellas, con las caras de las placas perpendiculares a la recta que conecta 
las cargas. Demostrar cualitativamente que la fuerza total sobre q aumentará. 

10-17 Una carga puntual q está situada en el centro de una esfera dieléctrica de radio a. 
Encontrar D, E y P en todo punto y graficar los resultados. ¿Cuál es la carga ligada total 
sobre la superficie de la esfera? 

10-18 Un dieléctrico infinito con constante dieléctrica K e tiene una cavidad esférica de 
radio a en su interior. Hay una carga puntual q en el centro de la cavidad. Encontrar p b y 
Os. Encontrar la carga ligada total sobre la superficie de la cavidad. ¿Cómo pueden recon¬ 
ciliarse estos resultados con (10-13)? 

10-19 Los conductores coaxiales infinitamente largos de la figura 6-12 tienen el espacio 
entre ellos lleno de un dieléctrico cuyo K e está dada por <Xp n en coordenadas cilindricas, 
siendo ay n constantes. Existe carga libre, ?y, por unidad de longitud en el cilindro inte¬ 
rior. Encontrar D, E y p b en todos los puntos de la región entre los conductores. ¿Bajo 
qué circunstancias será constante la magnitud de E? ¿Cuáles serían los valores de D y p b 
correspondientes? 
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10-20 Una placa dieléctrica infinita de grueso t y caras paralelas posee una densidad su¬ 
perficial de carga libre constante, oy, sobre una de sus caras. Encontrar E en todo lugar. 
¿Cuál es la densidad superficial de carga ligada en la cara que no posee carga libre? 

10-21 Una línea infinita de carga libre por unidad de longitud Xf constante coincide con 
el eje z. Es coaxial con un cilindro dieléctrico de radio a cuya constante dieléctrica varía a 
lo largo del eje de acuerdo con K e = a + ¡ 3z, siendo ay constantes. Encontrar D, E, P y 
p b en todos los puntos dentro del cilindro. ¿Es consistente este resultado con los resul¬ 
tados del ejercicio 10-1 5? 

10-22 ¿Cómo se afectan los valores de los coeficientes de potencial, capacitancia e in¬ 
ducción al introducir un dieléctrico i.h J. en todas las regiones de un sistema general? [Es¬ 
tos coeficientes se encuentran definidos en (6-11) y (6-43).] 

10-23 Una placa dieléctrica de grueso t se introduce en un capacitor de placas paralelas 
cuya separación entre placas es d y cuya área de placas es A , como se muestra en la figura 
10-19. Las superficies de la placa son paralelas a las superficies de las placas del capacitor. 
Encontrar D, E y P en función de x y graficar los resultados. (Expresarlos en función 
de Q.) Encontrar la capacitancia de este sistema. Verificar que el resultado para C se redu¬ 
ce a los valores apropiados cuando t — 0 y t — d. 

10-24 Considerar de nuevo el ejemplo usado para encontrar (10-73) para el caso en que 
la diferencia de potencial se mantiene constante mientras se introduce el dieléctrico entre 
las placas. Encontrar qué les ocurre a E, D y Q y así demostrar que (10-37) es correcta 
10-25 La región entre las placas de un capacitor de placas paralelas se llena con un die¬ 
léctrico cuya K e varía linealmente con la distancia, desde un valor /c el en una de la placas 
hasta un valor K e2 en la otra. Encontrarla capacitancia. Como comprobación del resulta¬ 
do, demostrar que C se reduce al resultado correcto cuando K e es constante. Demostrar 
también que el resultado es independiente de si K e i es mayor o menor que K e2 . 

10-26 La región entre las placas del capacitor esférico de la figura 10-17 se llena con un 
dieléctrico cuya K e varía de acuerdo con 

^ = K -[l + a (^)] 

donde K ea y a son constantes. Encontrar la capacitancia. ¿Se reduce este resultado al va¬ 
lor correcto cuando a = 0? 

10-27 El capacitor cilindrico coaxial de la figura 6-12 tiene dos dieléctricos colocados 
entre sus placas. El valor de K e es K el para a < p <p 0 , y n e2 para p 0 <p<b. Encontrar 
la capacitancia de una longitud L de este sistema. 



Figura 10-19. Capacitor del ejercicio 10-23. 


10-28 La región entre las placas del capacitor esférico de la figura 10-20 se llena con dos 
dieléctricos i.h.l. con las capacidades inductivas específicas que se muestran. El volumen 
total se encuentra dividido exactamente a la mitad por un plano que pasa por el centro 
común de los conductores esféricos. Demostrar que la capacidad está dada por C — 27t(e 1 
+ e 2 )ab/(b-a). 
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10-29 El capacitor esférico de la figura 10-17 tiene ahora dos dieléctricos diferentes 
entre sus placas. El valor de n e es K ei para a</<r 0 , y K e2 para r 0 Encontrar 

la capacitancia de este sistema encontrando primero la energía total de los campos entre 
las placas. 

10-30 El capacitor cilindrico coaxial de la figura 6-1 2 tiene un dieléctrico entre sus pla¬ 
cas cuya constante dieléctrica varia como K e = K 0 p", donde k 0 y n son constantes positi¬ 
vas. Encontrar la capacitancia de una longitud L de este sistema, encontrando primero 
la energía en los campos entre las placas. 

10-31 Una esfera dieléctrica i.h.l. de radio a también posee carga libre a densidad cons¬ 
tante p 0 . Encontrar D y E para todos los puntos dentro de la esfera. Encontrar la energía 
total de los campos dentro de la esfera. ¿Cuál es la carga ligada volumétrica total? Encon¬ 
trar el potencial 0 debido a este sistema, para toda r. ¿Cuál es el valor de 0 en el centro 
de la esfera? 

10-32 El capacitor de placas paralelas de la figura 10-1 8 tiene placas cuadradas de lado /.. 
Cuando el dieléctrico se ha introducido una distancia x, demostrar que la capacitancia 
es una función de .v y está dada por C(.v ) = (e 0 I.¡d) [ L + (k ( , — 1 )*]. 

10-33 El capacitor de placas paralelas de la figura 10-18 tiene placas cuadradas de lado /,. 
Se encuentra conectado a una batería cuya diferencia de potencial es A0 O cuando no exis¬ 
te dieléctrico entre las placas. Mientras que se mantiene esta conexión a la batería, se in¬ 
troduce el dieléctrico hasta la mitad en la región entre las placas. Luego se desconecta la 
batería. Después de ello se sigue introduciendo el dieléctrico hasta que llene completa¬ 
mente la región entre las placas. Encontrar los valores finales de A0, Q y E. 

10-34 Considérese elcapacitor de placas paralelas de la figura 10-18. Encontrar la fuerza 
total sobre la cara del dieléctrico, en función de x. ¿Existe un aumento o una disminución 
de /*'(v) a medida que .v aumenta? Demostrar que cuando se promedia esta expresión de 
/•’(v) sobre v, el resultado es (1 0-97). Clave: recuérdese el ejercicio 10-32. 

10-35 Dos placas conductoras cuadradas de lado /., se colocan a una distancia d una de o- 
tra para formar un capacitor de placas paralelas. Se mantienen a una diferencia de potencial 
A0 mientras que se introduce entre ellas una placa dieléctrica de grueso t < d y longitud /.. 
Desprecíense los efectos de borde y encuéntrese la fuerza promedio con la que el dieléctri¬ 
co es atraído hacia e! espacio entre las placas. 

10-36 Un capacitor de placas paralelas cuadradas de lado /. y separación d recibe una 
carga Q y se desconecta de la batería. Se coloca entonces verticalmente con uno de sus 
extremos sumergido en un recipiente que contiene un dieléctrico líquido de densidad de 
masa p¡. Despreciar los efectos de borde y demostrar que el líquido subirá hasta una altu¬ 
ra h dentro del capacitor, siendo 


K -1 )Q 2 

2t„ g«L 4 
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10-37 Dos cilindros conductores coaxiales como los de la figura 6-12 se introducen ver¬ 
ticalmente en un recipiente que contiene un dieléctrico líquido de densidad de masa 
Si se les aplica una diferencia de potencial A0, el líquido sube a una altura h éntrelas pla¬ 
cas. Despreciar los efectos de borde y demostrar que la susceptibilidad del líquido está 
dada por 


= Pigh(b 2 - a 2 )\n(b/a) 

Xe eo (A<#>) 2 

10-38 Derivar (1 0-90). Resulta mejor proceder de la siguiente manera. Primero se escri¬ 
be el integrando de (10-89) como E-(D - D 0 ) + E 0 -(D - D 0 ) + (E-D 0 -E 0 -D). Después se 
utilizan (5-3), (1-11 7), (10-41), (1-59) y una argumentación análoga a la usada para encon¬ 
trar (7-27) y se demuestra que los primeros dos términos del nuevo integrando dan una 
contribución de cero a (10-89). Después se demuestra que el tercer término es igual a cero 
en el vacío fuera del dieléctrico. Por último, se aplica (10-40) a (D 0 , E 0 ) y (D, E) hasta 
llegara (10-90). 
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Hasta ahora se ha encontrado el potencial escalar por integración sobre una distribución da¬ 
da de cargas fuente por medio de (5-7) y después se ha obtenido el campo eléctrico a par¬ 
tir de E = (p. Como se hizo notar en el párrafo que siguió a (5-14), algunos problemas 

están enunciados de tal modo que este método no es factible, por lo que es conveniente 
contar con otros métodos alternativos. Se puede abordar el problema resolviendo la ecua¬ 
ción diferencia con derivadas parciales que satisface 4>. Lsta es la ecuación de Poisson, 
dada en (5-15): 



( 11 - 1 ) 


donde p es la densidad total de carga, hn (10-55) se vio también que puede expresarse en 
función exclusivamente de la densidad de carga libre para dieléctricos homogéneos iso- 
trópicos lineales: 


V 2 <í>=-f (11-2) 

Si las densidades relevantes de carga son iguales a cero, estas dos ecuaciones se reducen a 
la ecuación de Laplace: 


V 2 cj> = 0 


(11-3) 


Debido a la relativa simplicidad de la ecuación de Laplace, el énfasis estará en resolverla. 
Sin embargo, se estudiará un ejemplo de cómo encontrar la solución de la ecuación de 
Poisson en la sección 11-16. 

A través de los años se han diseñado muchos métodos para resolver estas ecuaciones. 
Algunos de estos métodos son muy generales y sistemáticos, mientras que otros son extre¬ 
madamente especializados y de aplicación y justificáción de mucho de lo que se hará aquí 
se centra en un teorema muy importante que se analiza a continuación. 
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11-1 Unicidad de la solución a la ecuación de Laplace 

Se desea demostrar que si se ha logrado encontrar una solución a la ecuación de Laplace 
que satisface las condiciones de frontera dadas (por ejemplo, que se reduce a los valores 
asignados de antemano para todos los puntos de la superficie que rodea la región), esta so¬ 
lución es única. El término “condiciones de frontera” se utiliza aquí' de una manera dife¬ 
rente a como se hizo en el capi'tulo 9. Allí se refería al comportamiento de los campos en 
una superficie de discontinuidad entre dos medios. Aquí se supone que está tratando 
con una región rodeada por una superficie para la que el valor numérico del potencial se en¬ 
cuentra dado o conocido en todos los puntos; es decir, no se conocen los detalles de la dis¬ 
tribución de cargas fuente fuera.de esta región, pero sí se conoce el potencial que ellas 
producen sobre la superficie. Por ejemplo, parte de la frontera puede ser un conductor que 
se mantiene a un potencial de 12 volts por medio de una batería. Así, cualquiera que sea 
0 en otros puntos, debe reducirse al valor de 12 volts siempre que el punto de campo se 
localice en algún lugar del conductor. Algunas veces la frontera en cuestión se encuentra 
muy lejos, es decir, en el infinito. 

Sea 0i (r) una solución de (11-3) que satisface las condiciones de frontera dadas. Su¬ 
póngase también que existe otra solución diferente, 0 2 (r), que satisface las mismas condicio¬ 
nes de frontera. Se desea demostrar que 4>¡ y 0 2 son en realidad idénticas entre sí. Sea 0 = 
0! - 0 2 . Entonces 2 0 = 2 0, - 2 0 2 = 0, de acuerdo con (11 -3); por lo tanto 0 es tam¬ 
bién una solución de la ecuación de Laplace. Sobre la superficie limitante S, 0, = 0 2 de 
modo que 


0 = 0 en la frontera 


Si ahora se utilizan (1-117), (145), (1-17) y (11-3), se encuentra que 
V • (0 V0) = V0 • V0 + 0 V 2 0 = ( V0) 2 
lo que, cuando se usa en (1-59) conduce a 


(11-4) 


(11-5) 


J (V0) 2 ¿/t = J* V •( 0 V 0 )¿/r = (^)( 0 V 0 )-¿/a —0 


( 11 - 6 ) 


de acuerdo con (11-4). Como el integrando de la primera integral es una suma de cuadrados 
y, por lo tanto, intrínsecamente positivo, la integral puede ser igual a cero únicamente si 
el propio integrando es cero en todas partes; por lo tanto, 



(11-7) 


de acuerdo con (1-37). La expresión en (11-7) es otra vez una suma de cuadrados, por lo 
que los términos individuales deben ser cero, o sea, 


90 _ 30 _ 00 
9x 9 y 3 z 


= 0 


( 11 - 8 ) 


dé manera que <p = const. Pero, ya que 0 = 0 en la frontera y es constante, se puede ver que 
0 = 0 en todas partes, por lo que 
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0i — 02 en todas partes (11-9) 

que es lo que se quería demostrar. 

Algunas veces las condiciones de frontera se enuncian en función de las componentes 
del campo, es decir, en función de las derivadas del potencial, en lugar de su valor absoluto. 
Se pueden demostrar teoremas de unicidad análogos para la ecuación de Laplace aplicables 
en tales situación; un ejemplo de ello está dado en el ejercicio 11-1. De manera similar, se 
puede demostrar un teorema de unicidad para la ecuación de Poisson, aunque no se consi¬ 
dera necesario hacerlo aquí. 

Desde un punto de vista práctico, el significado del resultado (11-9) es que una vez 
que se ha encontrado una solución para la ecuación de Laplace, por el método que se desee, 
y que satisfaga las condiciones de frontera dadas, se sabe que es la única solución y no se 
requiere siquiera considerar la posibilidad deque pudiera existir alguna otra. “Por el método 
que se desee” puede incluir métodos sistemáticos, adivinanzas burdas, cálculos atinados o 
simplemente recordar un resultado previo y aplicarlo de alguna manera astuta. 

Los primeros métodos que se estudian aqui'para resolver! 11-3) son muy interesantes 
pero muy especializados. 


11-2 Método de las imágenes 

Recuérdese que la ley de Coulomb fue la base para obtener la expresión (5-2) para el po¬ 
tencial de un sistema de cargas, en la que la contribución de cada una de las cargas es pro¬ 
porcional a 1 IR, siendo R la distancia de la carga al punto de campo. Por lo tanto, dicha 
expresión debe satisfacer la ecuación de Laplace necesariamente; también se puede observar 
esto explícitamente de (1-146). Ln otras palabras, la suma de los potenciales individuales 
de un conjunto de cargas puntuales es, automáticamente, una solución de la ecuación de 
Laplace. Este hecho constituye la base del método de las imágenes. El objetivo es encontrar 
un conjunto de cargas ficticias (cargas imagen) las que, junto con cualesquiera cargas reales 
que se encuentren presentes, liarán posible satisfacer las condiciones de frontera y así 
obtener la función única del potencial. Es decir, se intenta escribir el potencial como 


0 = 2 
real 


<fa 

477f .A 


+ 2 

imagen 


4 “A, 


( 11 - 10 ) 


y encontrarla mejor combinación posible. La idea básica es que las cargas imagen simularán 
de alguna manera el comportamiento de las otras cargas fuente o del material presente; de 
acuerdo con esto, las cargas imagen se situarán fuera de la región para la que se está tratando 
de encontrar 0. Este método quedará mejor ilustrado por medio de ejemplos específicos. 


Ejemplo 

Carga puntual y plano conductor semi-infinito conectado a tierra. Como se muestra en la 
figura 11-1, la carga puntual q se encuentra a una distancia d del plano yz, que a su vez 
es la superficie de un conductor que ocupa todo el espacio a la izquierda de este plano, es 
decir, para todos los valores negativos de x. La otra mitad del espacio está vacía. La 
condición de frontera es que 0= const. en x = 0, de acuerdo con (6-2). Por simplicidad, 
se toma este valor constante igual a cero (el conductor está conectado a tierra); si el valor 
real es una constante diferente, se le puede simplemente sumar al resultado final. Así, la 
condición de frontera es 
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Figura 11-1. Carga puntual y plano conductor semiinfinito conectado a tierra, q es la carga 
imagen. 

<j>(0,y,z) = 0 (11-11) 

para todas las y y z. Se intentará usar (11-10) para satisfacer (11-11) con una sola carga ima¬ 
gen, q’, localizada también sobre el eje x a una distanciad’ dentro del conductor (y por elle 
remplazando al conductor en lo que respecta a la región al vacío). Dado que las coordena¬ 
das de q y q’ son (d,0,0) y (-d’,0,0) respectivamente, se encuentra que (11-10) junto con 
(5-6) da 


<¡>(x,y,z)-- 


4trco 


[(x- d) 2 +>' 2 + z 2 ] 1/2 [(x + d’) 2 + y 2 + z 2 ] 


+ - 


, 211/2 


(11-12) 


Cuando esto se combina (11-11), se observa que se debe satisfacer la condición de que 


(d 2 +y 2 + z 2 ) ]/1 (d' 2 +y 2 + z 2 ) y ^ 2 


= 0 


(11-13) 


Resulta claro que esto queda satisfecho siempre que d’= d y q’ — — q. Por lo tanto, q’ se 
encuentra tan “atrás” de la frontera como q se encuentra “adelante” de ella, de tal forma 
que ei término “imagen” le queda muy bien; nótese que durante este proceso el signo cam¬ 
bio', esto es algo muy característico. Si ahora se sustituyen en (11-12) estos valores recién 
encontrados, se obtiene la expresión única del potencial: 


< Hw )=¿ 0 


[(x-d) ¿ +y 2 + z 2 ] y/2 [(.x + d?+y 2 + z 2 ] 


211/2 


(11-14) 
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que viene a ser la solución completa del problema. Se utiliza (11-14) únicamente para 
0; en al caso de x < 0,0 tiene el mismo valor igual a cero que en la superficie del con¬ 
ductor, tal como resulta de (6-1). 

Se pueden ahora calcular las componentes del campo eléctrico a partir de (5-3): 


9 (j> _ g í_ ( x — d ) _ ( x + d ) 


dx 

4ire 0 | 

l [(* 

-d) 2 +y 2 + z 2 ] 3/2 

[{x + d) 2 +y 2 + z 2 '\ 3,1 

d<p 

. qy 

í 

1 

1 

dy 

4-77£ 0 

l [i*' 

-d) 2 +y 2 + z 2 ] 3/2 

[(x + df+y 2 + z 2 'f /2 

3<f> 

. q z \ 

í 

1 

1 

dz 

47T£ 0 1 

l [(* 

-d) 2 +y 2 + z 2 ] 3/2 

£ (x + d) 2 +y 2 + z 2 ] 3/2 


(11-15) 


Se puede verificar el resultado viendo si posee las propiedades correctas. E y y E z son com¬ 
ponentes tangenciales en la superficie del conductor, por lo que, de acuerdo con (6-2), 
deben anularse; al observar (11-15) se puede apreciar fácilmente que es así, ya que £'^,(0, 
y, z) = E z ( 0, y, z) = 0. En la superficie del conductor,la componente normal de E es E n - 
ñ'E = x>E=jE’ JC , resultando 


£„ = EJ0,y,z) 


_ qd_ _ 

2 TT<L 0 {d 2 +y 2 + z 2 f 2 


2m 0 R 0 3 


(11-16) 


donde R 0 es la distancia desde q al punto correspondiente del plano x = 0, como también 
se muestra en la figura. Pero ya se sabe que si E n n,í> es cero, implica la existencia de una 
densidad superficial de carga (en esta caso, carga libre), la que, de (11-16) y (64), resulta ser 




_ qd _ 

2n(d 2 +y 2 + z 2 ) 3//2 


(11-17) 


Se dice que esta carga superficial fue inducida por la carga puntual q. Se puede observar 
que Of no es constante en el plano ;su magnitud es máxima en el origen, directamente bajo 
q, y es igual a q/lird 2 , y o f -> 0 a medida que y y z se aproximan al infinito. Se puede en¬ 
contrar la carga total inducida sobre el plano yz si se combina (11-17) con (2-16) y (1-55): 


*7inci 


2lT 


n 

J - oo J - 


dydz 


= _£d r' 

ir J_ 


OO^ — OO 


(d 2 +y 2 + z 2 ) 


24/2 


dz 


= -q 


(11-18) 


donde se han utilizado los resultados anteriores (3-7), (3-8) y (3-12) para resolver las inte¬ 
grales. Así, la carga total inducida resulta ser igual y opuesta a la carga inductora y, por lo 
tanto, igual a la carga imagen, lo cual es lógico suponer ya que esta última simula el com¬ 
portamiento total del conductor. 

Para encontrar la fuerza que actúa sobre q se requiere saber el valor de E en este 
punto. Sin embargo, no se pueden utilizar los primeros términos entre corchetes de (11-15) 
porque representa la contribución de la propia q , según (11-12), lo que significaría que q 
ejerce una fuerza sobre sí misma—posibilidad que se ha excluido constantemente. Si se 
sustituyen las coordenadas de q, (d, 0,0), en los demás términos de (11-15) se encuentra 
que E y = E z = 0 y E x = —q/167re 0 d 2 , de modo que la fuerza sobre q resulta ser 
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F = <?E = 


1Ó7 Ttgd 2 


(11-19) 


y está dirigida hacia el conductor. Es obvio que esto representa la fuerza de atracción re¬ 
sultante entre q y la carga superficial inducida a f , como puede comprobarse por integración 
directa de (2-17). Si se expresa (11-19) como 


F =-.x (11-20) 

4tt£ 0 (2¿) 

se puede observar que concuerda exactamente con la forma de la ley de Coulomb para la 
atracción entre q y la carga imagen -q, ya que se encuentran separadas por una distancia 
total 2d . 

Al hacer que (¡> sea igual a una constante en (11-14) se obtiene la ecuación de las su¬ 
perficies equipotenciales en la región x > 0, y la hacer que z = 0 se obtiene las curvas 
equipotenciales en la plano xy. Según (11-14), la ecuación de la superficie equipotencial 
en función de las distancias R y R ’ de la figura 11-1 es 


R 


4t¡-£ 0 <Í> 


R' 


= const. 


(11-21) 


La figura 11-2 muestra algunas de estas curvas con líneas continuas. Las líneas punteadas 
vienen a ser las líneas de E. Su ecuación puede encontrarse por medio de (5-39) y (11-15). 


Ejemplo 

Carga puntual v esfera conductora conectada a tierra. Véase la figura 113. Se utilizan coor¬ 
denadas esféricas con origen en el centro de la esfera de radio a, y se toma q a una distancia 
d del centro, en una posición por la que pasa el eje z. La condición de frontera consiste 
en que el potencial sea igual a cero en la superficie de la esfera, es decir, que 


<p(a,9,<p)=0 


( 11 - 22 ) 


Se intentará resolver este problema por medio de una sola carga imagen, q’, situada a una 
distancia d’ del centro de la esfera; es necesario que d’ < a, de manera que q ’se encuentre 
fuera de la región al vacío. El potencial en cualquier punto de campo, P; se obtiene a partir 
de (11-10), la ley de los cosenos y la figura; esto resulta en 


(± + jL' 

)=_L 

Q + * 

\R + R', 

1 47T£ 0 

(r 2 + d 2 — 2rdcos9) { ^ 2 (r 2 +d' 2 ~ 2rd’ c,os9) [ ^ 2 


(11-23) 


Al combinar esto con (11-22) se obtiene la condición 


-2-+- í -=0 (11-24) 

{a 2 + d 2 -2adcos,9)' /2 (a 2 + d ,2 — 2ad' cos9) ,/2 

de la que deben encontrarse q’ y d '. Ya que por lo general se necesitan dos ecuaciones, 
y dado que (11-24) debe ser verdadera para todos los valores de 6, se pueden obtener 
dichas ecuaciones al tomar dos valores de d particularmente útiles, es decir, 0 y 7t. Cuando 
se les sustituye en (11-24) se obtienen las ecuaciones 
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d- a a - d' 


7T=0 


í/+í/ a + d" 

si se utiliza el hecho de que d > a > d’. Al resolverlas, quedan 


, .a , ,, a 

and d = -j 


(11-25) 

(11-26) 


(11-27) 


En este caso, la carga imagen es también de signo opuesto a la carga inductora, pero esta 
vez sus magnitudes no son iguales sino que, de hecho \q ’| < |q|. Si se sustituye este resultado 
en (11-23) se puede obtener el potencial que satisface las condiciones de frontera y que, 
por lo tanto, da el valor correcto en todos los puntos fuera de la esfera: 


«!>= I_i__ _( a / d ) _ I (11-28) 

^ 7re ° l (r 2 + d 2 — 2rdcos0) ] 2 [r 2 + (a 2 /df — 2r(a 2 /d)cos0^ 2 J 

Se pueden ahora calcular las componentes del campo eléctrico a partir de E = —Vip 
y (1-101); las que no se anulan son 


g í (r-dcosO) (a/d)[r-(a 2 /d) cosfl] 

' 47TÍQ [ R 3 R '3 

_ qdficnff 1 _ {a/d) 3 
e ~ 4 ™á) 7? 3 /?' 3 


(11-29) 

(11-30) 


Por ser una componente tangencial, (a) = 0 en la superficie de la esfera; sin embargo, 
E r {a ) # 0 y, ya que se trata de una componente normal a la superficie, debe existir una 
densidad superficial de carga dada por 


a/0) = £o £„ = €o £>,0)=-- - q{dl a 2) -— (11-31) 

47 Ta(a 2 + d 2 — 2adcos0) 3 ^ 

Puede demostrarse de nuevo que la carga total inducida es igual a la carga imagen. Por 
medio de (2-16), (1-100) y (2-22) se obtiene 


__q{d 2 — a 2 ) f 2 i, r* a 2 sen0dOdq> 

4ira J 0 J 0 ( a 2 + ¿2_ 2adcos gf/2 

_ _ q(d 2 — a 2 )a r i d¡i 

2 '-i (a 2 + d 2 -2adn) 3/2 

La integral se puede resolver por medio de tablas y resulta ser 


_1_ 

ad(a 2 + d 2 — 2 ad/i .) 1 


- 1 í 1 - 

_ i \ 

ad\ \d—a\ 

- 1 

\d+a\) 


(11-32) 


(11-33) 


En este caso, d > a y (11-33) queda 2/[d{d 2 - a 2 )], de modo que 
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a 

Qind ^ 


=?' 


(11-34) 


como debiera ser. 

La carga q será atraída hacia la esfera por una fuerza que viene a ser la fuerza de 
Coulomb entre q y su imagen q’. Su distancia de separación es D = d ~ d‘ = (d 2 —a 2 )/d, 
de tal manera que, según (2-3), 

F = --- (11-35) 

4,re 0 (d 2 -a 2 ) 2 

Si d> a, la variación de la fuerza será de aproximadamente la inversa del cubo de la dis¬ 
tancia de separación. 

La figura 11-4 muestra el aspecto general de las equipotenciales y de las líneas de 
campo para este caso. 



Figura 11-4. Equipotenciales y líneas de campo eléctrico para 
el sistema de la figura 11-3. 
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Ejemplo 


Carga puntual y esfera conductora sin carga y aislada. Esta es una variante del ejemplo 
previo. Se supone que la esfera es originalmente neutra y que su potencial ya no se man¬ 
tiene a un valor dado. En presencia de q la esfera debe permanecer con una carga neta to¬ 
tal igual a cero porque ya no se encuentra conectada a algo de donde pueda obtener cargas, 
como en el caso de los ejemplos anteriores. Debe ser también un volumen equipotencial. 
Para empezar, se introduce la misma carga imagen q’ =— ( a/d)q en la misma posición que 
en el último ejemplo; esto hará que la superficie de la esfera tenga un potencial constante 
(cero). Pero, para poder hacer que la esfera siga siento neutra, debe colocarse otra carga 
adicional q” = ~q' ~ ( a/d)q en algún lugar dentro de la esfera. El único lugar donde puede 
colocarse y mantener la superficie de la esfera equipotencial es en su centro. Así, se llega 
al sistema de tres cargas que se ilustra en la figura 11-5. Dado que esta distribución de carga 
satisface todos los requisitos, dará los valores correctos del potencial y del campo en todo 
punto fuera de la esfera. El cálculo de la mayoría de los conceptos de este problema se 
deja para los ejercicios, pero puede aquí encontrarse fácilmente el potencial final de la 
esfera. Si se combinan los resultados que se muestran en la figura y (6-5), se tiene que 


<#> f =<¡>{a)= j-— = -:----- 
estera 4 7re ü a 477 t u d 


(11-36) 


lo que, curiosamente, viene a ser el potencial que produciría q si estuviera situada en el 
centro de la esfera y no existiera ésta. 


Ejemplo 

Carga puntual y plano dieléctrico serni-infinito. Esta situación viene a ser similar a la de la 
figura 11-1, excepto que la región sombreada de las x negativas se encuentra saturada de 
un dieléctrico i. h. 1. en vez de conductor. Como en el ejemplo anterior, el potencial no 
posee un valor preasígnado. En este caso, las condiciones de frontera en la superficie x = 0 
son aquéllas que deben ser satisfechas por las componentes de E para o f = 0, dadas en 
(10-56): 


ñ • (í,E 2 - e,E|) = c 0 /- 2 , - t£ lx =0 


Ely t. ¡y 


Eii — £ii 


(11-37) 



Figura 11-5 Carga puntual q y sus Imágenes para una esfera conductora aislada y sin carga. 
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Se ha tomado la región 1 como la del dieléctrico (x < 0) y la región 2 como vacío (x > 0), 
de acuerdo con la dirección de ñ que se muestra. 

Para el vacío, se intenta resolver el problema con el mismo conjunto de cargas de la 
figura 11-1, pero se toma d = d'. Así, tal como en (11-12), se obtiene 


<p 2 = T - _ i _+_ £ _ 

~ 47rf o \ [{x-df+y 2 + z 2 ]' /2 [{x + d) 2 +y 2 + z 2 ] 1/2 

de la que resultan las componentes de campo 

E = í (x-dh + (x + d)q' 

lx 4 ™o \^ x - d f+y* + z 2 ] y2 [(x + d) 2 +y 2 + z 2 ] 3/2 

Ej = i ... <7 +_ í _ 

4 ^o \[{x-d) 2 +y 2 + z 2 ] 3/2 [{x + df+y 2 + z 2 ] 3/2 


(11-38) 


(11-39) 

(11-40) 


y E 2z se obtiene al.remplazar lay del frente de (11040) por z. 

No se puede utilizar este mismo conjunto de cargas para encontrar el potencial del 
dieléctrico porque q' se encuentra en él y las cargas imagen deben estar fuera de la región 
en cuestión. Con las mejores esperanzas, se intenta resolver el problema por medio de una 
sola carga imagen q ” situada en la posición de la propia q, como se muestra en la figura 11-6. 
Se producirá un potencial en el dieléctrico que estará dado por 


47re 0 [ (x - d ) 2 +y 2 + z 2 ] 1/2 

con las componentes de campo correspondientes 

£ = _ (x-d)q" _ 

47rc 0 [ (x — d ) 2 +y 2 + z 2 ] 3//2 

F = _ y£ _ 

h 47re 0 [(x-¿/) 2 +>' 2 + z 2 ] 3/2 


(11-41) 


(11-42) 

(11-43) 


y, de nuevo, E¡ z se obtiene al remplazar y por z en el numerador de (11-43). Ahora se 
puede ya saber si se satisfacen las condiciones de frontera para las componentes del campo. 
La primera ecuación de (11-37) es e o E2 X (0y,z) = eE lz (0,y, z) y conduce a 

*o (-<7+ <?') = <( ~4") (11-44) 


mientras que la segunda ecuación de (11-37) esE 2y (0y,z) = Ej y (0,y,z), de la que se obtiene 

q + q’ = q" (11-45) 


como es el caso deE 2z {Q,y, z)=E ]z (0,y, z). Al resolver simultáneamente (11 -44) y (11 -45) 
debe recordarse que e/e 0 = K e , con lo que se obtiene que 
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Figura 11-16. Carga imagen utilizada 
para calcular el potencial en el dieléctrico. 


lo que significa que ha sido posible resolver el problema completamente. 

Así, se tienen los dos conjuntos de cargas imagen que se muestran en la figura 11-7. 
El recuadro sobre el número de la región indica que las cargas que se muestran se usarán 
para calcular $ en esa región. La solución completa para este problema se puede así obtener 
al sustituir los valores de q’ y q” dados por (1146) en (11-38) a (1143). 

Por medio de (11-39) y (1140) se puede obtener la fuerza sobre la carga inductora 
n en x = d, utilizando únicamente la contribución de q \ que resulta ser 


F=<jrE(¿,0,0) = 


477-t 0 (2ú0 2 


>y-l \ q 2 x 

K e + 1 / 16 iTe Q d 2 


(11-47) 


y, como antes, viene a ser la fuerza de Coulomb que da la atracción entre q y q’, es decir, 
la carga imagen inducida en el dieléctrico. Desde el punto de vista físico, no se trata sino 
de la fuerza entre q y las cargas ligadas superficiales del dieléctrico. Se puede calcular su 
densidad por medio de (10-8), (10-50), (10-52), (1142) y (1146): 


o b (y*z}= P u = (K e -\)i o E u (0,y,z) 


í 1 \_ qd_ _ 

U +1 /2t T(d 2 +y 2 + z 2 f 2 


(11-48) 


que es negativa como se esperaba. Al comparar (11-17) y (11-18) con (1148) se puede 
observar que la carga ligada inducida total en la superficie del dieléctrico es otra vez igual 
a la carga imagen q’. 

Las curvas equipotenciales y las líneas de E para este sistema se muestran en la figura 
11-8. Como era esperarse, se puede ver que las líneas de E sufren una refracción al cruzar 
la superficie limitante del dieléctrico. 


1 

d 

2 Q] 

2 

d 

W, + v 

1 7 

7 



(a) (t>> 

Figura 11-7 Cargas pora encontrar el potencial (a) en el exterior del 
dieléctrico y (b) en el dieléctrico 
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Figura 11-8. Equipotenciales y líneas de E para una carga puntual 
y un dieléctrico semiinfinito. 

11-3 Utilización de resultados anteriores 

Algunas veces resulta posible, con la debida interpretación, adaptar y utilizar la solución 
de un problema previo para resolver un nuevo problema aparentemente muy distinto. Esto 
quedará ilustrado por medio de dos ejemplos, ambos relacionados con un ejemplo del ca¬ 
pítulo 5. 


Ejemplo 


Linea infinita de carga uniforme y plano conductor semi-infinito conectado a tierra. Con¬ 
sidérese una carga lineal infinitamente larga con carga por unidad de longitud X constante, 
y que se encuentra a una distancia a y paralela a la superficie de un conductor conectado 
a tierra que ocupa la mitad del espacio total. Si se toma la línea paralela al eje z, la super¬ 
ficie del conductor como el plano yz y el eje x que pasa a través de la carga lineal, se tiene 
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la situación que se muestra en la figura 11-9 para el plano xy. La condición de frontera 
consiste en que el potencial sea constante e igual a cero sobre la superficie conductora, es 
decir, que 0 (o ,y,z) = 0. Debido a la similitud entre las figuras 11-9 y 11-1, así como a lo 
idéntico de esta condición de frontera con la (11 -11), se puede adivinar que la carga imagen 
apropiada para este caso será otra carga lineal infinita de densidad -X y situada en x = - a. 
Esta es justamente la distribución de cargas que se ilustra en la figura 5-7, donde se sabe 
que el potencial en cualquier punto está dado por (5-34), y cuyas equipotenciales y líneas 
de campo se muestran en la figura 5-8. (Recuérdese que las equipotenciales son, en realidad, 
cilindros cuyos ejes son paralelos al eje z y que, de hecho, estos ejes se encuentran sobre el 
plano xz.) Como se hizo notar en lo que siguió a (5-38), el plano yz (x=0) es la superficie 
equipotencial para 0 = 0, que no es sino la condición de frontera (11-11) que debe satisfa¬ 
cerse para este problema. Por lo tanto, la solución se encuentra dada ya en los resultados 
obtenidos anteriormente. Sin embargo, solamente puede utilizarse (5-34) en la región vacía 
que aparece sin sombrear en la figura 11-9, es decir, —(vr/2) <<p <7 t/ 2 . Así, las equi¬ 

potenciales y las líneas de fuerza de este problema están dadas por las curvas de la mitad 
derecha de la figura 5-8. En otras palabras, ya se cuenta con la solución completa de este 
problema. 

Es posible profundizar aún más sobre el sistema completo de la figura 5-7. Supóngase 
que se remplazara uno de los cilindros equipotenciales con un conductor sólido que ocu¬ 
para el volumen limitado por el cilindro. La superficie del conductor sería una equipoten¬ 
cial, según se requiere, y el potencial sería el correspondiente ala superficie que se remplazó. 
El campo eléctrico será normal al conductor, como es necesario, ya que las líneas de E ya 
son normales al cilindro equipotencial. Existirá una carga superficial sobre el cilindro, dada 
por (6-4), pero, como se puede observar, la carga total por unidad de longitud sobre el 
cilindro seguirá siendo X (suponiendo que se trata de una superficie en la mitad derecha 
de la figura 5-8). Considérese una superficie Gaussiana de integración que se encuentra 
justo afuera del conductor. El valor de E se seguirá obteniendo a partir de (5-35) y (5-36), 
de manera que la integral de superficie de la ley de Gauss (4-1) será la misma que si la 
carga lineal se encontrara allí. Pero, ya que la ley de Gauss iguala la integral de superficie 
a la carga total encerrada dividida por e 0 , sin importar su distribución, la carga total por 
unidad de longitud seguirá siendo X, que viene a ser la carga total en ia superficie del 
conductor. En otras palabras, nada ha cambiado afuera del conductor, por lo que todavía 
puede usarse (5-34) en todos los demás lugares. [Desde luego, las cosas sí han cambiado 
adentro: el campo eléctrico es ahora igual a cero y 0 es constante, según (6-1).] Se pueden 
hacer comentarios similares para la mitad izquierda de la figura 5-8. Ahora puede ya consi¬ 
derarse el siguiente ejemplo. 



Figura 11-9. Línea infinita de carga uniforme perpendicular a la 
página y paralela a un plano conductor seminfinito conectado a tierra 
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Ejemplo 

Capacitancia de dos conductores cilindricos paralelos. Considérense dos cilindros conducto¬ 
res infinitamente largos y cuyos ejes son paralelos entre sí. Por simplicidad, supóngase que 
tiene el mismo radio A ; sus ejes se encuentran separados una distancia D , como se muestra 
en la figura 11-10. Si se identifican estos cilindros con dos equipotenciales apropiadas en 
la figura 5-8, poseerán cargas por unidad de longitud iguales a +A y - X. El problema con¬ 
siste en relacionar estas dimensiones con resultados previos a fin de obtener la diferencia 
de potencial. En (5-38) ya se encontró el radio de uno de los círculos de la figura 5-8 y era 
igual a u/senhr/, y la localización de su centro con respecto al origen era acothrj, donde r¡ = 
2ne 0 (p/2. Por lo tanto, si 0 es el potencial del cilindro de la derecha, de carga X, se tiene que 


A = 


a 

sentir; 


(11-49) 


D 

2 


= a coth i; = A coshi) 


(11-50) 


Al despejar r¡ de la última ecuación se encuentra que el potencial del cilindro es 


_A 


cosh 


'í — 

\2 A 


(11-51) 


Dado que el potencial del otro cilindro es —0, la diferencia de potencia entre ambos será 
igual a 


A * =2<í)= ^ cosh iu) 


(11-52) 


Puesto que la carga en una longitud L de este sistema será igual a XA, de (6-28) puede ob¬ 
servarse que la capacitancia de una longitud L será 


X L _ irt 0 L 

A0 cosh _l (Z)/2.4) 


(11-53) 


Si A «SO, como sería el caso para dos alambres delgados, se puede encontrar, a partir 
del desarrollo en serie cosh -1 u~ln2u - (1/4 u 2 ) - que (11-53) puede aproximarse por 


we 0 L 7Tt 0 L 

\n(D/A) — (A/D) 2 ~ \n(D/A) 


(11-54) 


que es una expresión que se encuentra con frecuencia. [El valor dado por el término cen¬ 
tral de (11-54) concuerda también con el resultado del ejercicio 6-15 cuando se le aplica 
a este caso.] 


Se consideran a continuación algunos métodos más sistemáticos para resolver la ecua¬ 
ción de Laplace. 




-I 


Figura 11-10 Vista de sección de dos 
conductores cilindricos paralelos. 
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11-4 Separación de variables en coordenadas rectangulares 

Cuando se expresa (11-3) en coordenadas rectangulares por medio de (1-46), que como 


9 2 <P + 3 2 <j> + 9 2 <t> _ Q 
a.x 2 Bv 2 8z 2 

(11-55) 

Se intentará resolverla suponiendo que la solución tiene la forma de un 
tidades que son, cada una de ellas, función de una sola variable: 

producto de can¬ 

ó( v. v.z)- .V(.v) Y(y)Z(z) 

il 1-56) 

Al sustituir en (11-55) y dividir entre XYZ, se obtiene 


1 d 2 X 1 d 2 Y 1 d 2 Z 
x dx 2 Y d f + Z dz 2 

(11-57) 

que puede expresarse también como 


1 d 2 X 1 d 2 Y 1 d 2 Z 

X dx 2 Y dy 2 Z dz 2 

(11-58) 

El miembro izquierdo de (11 -58) es función únicamente de x y x, mientras que el miembro 
derecho es función únicamente de z. Pero, la propia (11 -58) significa que ambos miembros 
deben ser siempre iguales para todos los valores de x, y y z -cantidades que pueden variar 

de manera independiente. Esto sólo puede ocurrir si ambos miembros 
misma constante, que puede escribirse como y 2 . Así, se tiene que 

son iguales a una 

1 d 2 Z 

Z dz 2 1 

(H-59) 

Al repartir el mismo procedimiento se obtienen 


\ d 2 X , 1 d 2 Y o2 

(11-60) 

donde a 2 y B 2 son también constantes. Estas constantes no son independientes entre sí 

puesto que si se sustituye (11 -59) y (11-60) en (11-57) resulta 


o 2 -f fl 2 + y 2 = 0 

(11-61) 

Ya se ha visto que d 2 X/dx 2 = a 2 X, lo que puede integrarse directamente para obtener 

X(x) = a l e a - x + a 2 e- ttX 

(11-62) 

donde üj y a 2 son constantes de integración. De manera similar. 


Y{y) = b^e Py + b 2 e~ Py 

(11-63) 

Z(z) = c¡e yz + c 2 e~ y: 

(11-64) 
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El producto de estas tres funciones deberá ser una solución de (21-55), siempre y cuando 
se satisfaga (11-61). Debido a esta condición, no es posible que a 2 , 0 2 y y 2 sean todas po¬ 
sitivas o todas negativas; esto, por otro lado, significa que las constantes a, (3 y 7 no pueden 
ser todas reales o todas imaginarias, sino que si una es real, por lo menos una de las otras 
deberá ser imaginaria. En consecuencia, por lo menos una de las funciones X, Y y Z debe 
variar exponencialmente con su argumento, mientras que por lo menos una de ellas deberá 
presentar una variación sinusoidal. 

Es evidente que existen muchas combinaciones posibles de a, ¡3 y y que satisfacen 
(11-61), y que cada combinación de ellas vendrá a ser una solución, de modo que existen 
muchas posibilidades. Al mismo tiempo, las constantes de integración a x , a 2 . b i.... pueden 
también depender de los valores particulares de a, (3 y y de que se trate, de manera que 

habría que expresarlasen la forma flj (a), a 2 (pt), b , (fi), .Dado que la ecuación de Laplace es 

una ecuación lineal, una suma de las soluciones de la forma (11-56) deberá también ser una 
solución; si se suman todas las posibilidades, se observa que se puede expresar la solución 
más general a la ecuación de Laplace en coordenadas rectangulares en la forma 

<¡>(x,y,z)= 2 [a^e^ + a 2 (a)e~ ax ][b i ( + b 2 ( P)e^ Py ] 

[ c ] (y)e yz + c 2 (y)e~ yz ] (11-65) 

donde se toma la suma sobre todos los valores de a, y y que satisfacen (11 -61). Ya que 
no hay duda de que el número de combinación de a, ¡3 y y que cumplen con este requisito 
es infinito, puede verse que la solución general contiene un número infinito de constantes 
de integración. Lo básico en la aplicación de (11-65) es que estas constantes deben termi¬ 
narse de modo que 0 satisfaga las condiciones de frontera dadas. Una vez que esto se haya 
logrado, el problema se habrá resuelto completamente, y se sabe ya por el teorema de la 
sección 11-1 que la solución así obtenida para 0 será única. Para aplicar este método, se 
comienza con (11 -65 ) y se satisfacen las condiciones de frontera paso a paso de una manera 
sistemática; no se requiere de ninguna adivinanza o intuición. Como de costumbre, la 
mejor manera de ilustrar todo esto es por medio de un ejemplo específico. 

Ejemplo 

Considérese una región limitada por (1) un plano conductor semi-infinito en x - 0 que 
ocupa la mitad del plano yz correspondiente a y positiva (así, 0< y <°° , — 00 < z < °° ); 
(2) un plano similar en x = L;y (3) la franja del plano xz entre ellos (0 < x < L). La figura 
11-1 la muestra la región así definida y la figura 11-116 muestra su proyección, sombreada, 
sobre el plano xy, 

Tómense las siguientes condiciones de frontera: 


en x — 0 

<¿>(0,y,z) = 0 

(11-66) 

en x = L 

<t>(L,y,z) = 0 

(11-67) 

en y = 00 

<¡>(x, 00 , z) = 0 

(11-68) 

eny =0 

<¡>(x,0 ,z)=f(x) 

(11-69) 


donde f(x ) es una función dada, es decir, que el potencial de la franja 3 varía únicamente 
con x de alguna manera predeterminada. Este conjunto de condiciones de frontera pu¬ 
diera darse, por ejemplo, en el caso de que los planos fueran conductores conectados a 
tierra y que el potencial de la franja 3 se lograra por medio de una combinación apropiada 
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M 

Figura 11-11 (a) Dos pianos conductores semiinfinitos paralelos al plano yz. 

( b) Su proyección sobre el plano xy. 


de baterías; (11-68) viene a ser el requisito normal de que el potencial se anule a una dis¬ 
tancia infinita de las cargas fuente. 

Dado que la región de interés se extiende sobre todo el rango de z y no existe 
dependencia alguna con respecto a z en las condiciones de frontera, la situación viene a 
ser efectivamente independiente de z, por lo que en realidad se trata de un problema bi- 
dimensional, de modo que 0 = 0 (x,y). Por lo tanto, de (11-65) se observa que y = 0 es el 
único valor permisible, con lo que (11-65) se reduce a 

0= 2 [A x (a)e nx + A 2 (a)e~ CÍX ][b\{[i)e l3> ’ + b 2 {li)e- l3y } (11-70) 

«’ + /E = 0 

donde se toma A ¡ (a) = ír t (a) [cj(0) + c 2 (0)], y así sucesivamente. Dado que a 2 = —13 2 , 
de tal forma que a = i j3, donde i = yj — 1, por lo que solamente hay una cantidad indepen¬ 
diente sobre la que se puede llevar a cabo la suma, pudiéndose escribir por tanto, 

<S>=I l [A i (l3)e i ^ + A 2 (p)e-‘^][b l (fi)e^ + b 2 (p)e-/ ) ’'] (11-71) 

P 


Esta reducción de (11-65) a (11-71) se desprende exclusivamente del hecho de que el 
problema es en realidad independiente de z —lo que viene a ser una “condición de frontera” 
de una manera generalizada. Examínense ahora las condiciones de frontera que dan valores 
reales de 0. 

Por comparación de (11-68) con (11-71) se concluye que si (3 es positiva, el término 
que varía como cPy no puede aparecer porque no se anula en infinito, por lo que bi(j3) 
debe necesariamente ser igual a cero. Por otro lado, si /3 es negativa, (|3) debe ser también 
igual a cero. En ambos casos el término restante variará como é~\P\y de manera que real¬ 
mente sólo queda una forma posible. Para ser específicos, se roma (i > 0; así, b¡(/3) = 0, 
con lo que (11-71) debe quedar 
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<í> = 2 + (11-72) 

p > o 

[P no puede ser igual a cero, ya que en ese caso no podría resolverse (11-68).] Si se define I 
¿2 (P) A i (P) = Ap, b 2 (P)A 2 (P) = Bp, (11-72) puede entonces escribirse de una manera más 
simple como 

<#> = 2 (Apefr+Bpe-**^-* (11-73) 

P>o 

Al utilizar aquí (11-66) se tiene 

<f>(0o') = 0 = 2 (Ap + B p )e~^ (11-74) 

P> o 

Dado que e $8 es siempre positivo, la única manera en que (11-74) puede ser cero para y 
arbitraria es si cada uno de los términos de la suma es igual a cero; así, Ap + Bq = 0, de 
modo que Bg = —Ap. El término entre paréntesis en (11-73) puede ahora escribirse como 
A pie 1 — e ’P X ) = 2iA p sen P x , por lo que <p es ahora 


<í> = 2 2iApSenjBxe & 
p > o 


(11-75) 


(Ya que <j> debe ser una cantidad real, se observa que A p debe ser una constante imaginaria.) 
Si se aplica (11-67) a (11-75), se obtiene 

<j>(L.y) = 0= 2 2¡Apsén/3Le-^ (11-76) 

P -o 


lo que demuestra que sen pL =0y, por lo tanto, @L = n n, o sea, 



(11-77) 


donde n es un entero positivo (porque (3 es positivo). Así, la suma sobre P es en realidad 
una suma sobre n, y resulta más conveniente escribirlo así; si se toma 2iAp ~ A n y se uti¬ 
liza (11-77), puede expresarse (11-76) como 


4>M = X A„ scn(~)e-^> 1L (11-78) 

y, así, lo único que falta para calcular son los coeficientes constantes A n . Para ello, todavía 
queda una condición de frontera. 

Si se sustituye y = 0 en (11-78) y se iguala el resultado con f(x ), según (11-69) se 
obtiene 


<í»(x,0)=/(*)= f 4„sen(^) (11-79) 

lo que demuestra que el resto del problema consiste en desarrollar f(x) por medio de una 
serie de Fourier (utilizando, exclusivamente términos con senos). Esto se logra al utilizar 
el primero de los siguientes resultados que pueden verificarse fácilmente por integración 
directa: 


f l ( nvnx \ / mrx \ , r l ( >mrx \ / mx \ 


dx 2 


(11-80) 
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es decir, que estas integrales son iguales a cero cuando m&n, y cada una de ellas es igual 
a 'A L para m = n, como se puede deducir de (8-27). Al resultado (11-80) se le conoce por 
lo general como la propiedad de ortogonalidad y normalización de las funciones trigono¬ 
métricas; cuando la integral es cero, se dice que las funciones son “ortogonales.” Al com¬ 
binar este resultado con (11-79) es posible “seleccionar” cualquiera de los coeficientes que 
se desee, como sigue: se multiplican ambos miembros de (11-79) por sen (tmrx/L) y se in¬ 
tegra sobre el rango L de x para obtener 

fL,, . / rmrx \ , . fL ¡ mrrx \ (imx\, 

J 0 /(*) sen (-r) dx= ?H sen {—r n (-r) dx 

= 2A„-±L8 mn =±LA m 

ya que cada uno de los términos es igual a cero excepto cuando m = n. Al volver a cambiar 
el subíndice a n y despejar A n , se obtiene 

A„=^-f° L f( x )sen(~') d x (11-81) 

Una vez que se haya dado f(x), pueden determinarse los coeficientes A „ al llevar a cabo 
la integración de (11-81) y después se sustituyen estas A n en (11-78). El resultado será el 
único valor correcto del potencial, a partir del cual se podrá encontrar 0 y luego E para 
cualquier punto, evaluando la suma. 


Ejemplo 

Caso especial. Para contar con un ejemplo definido, supóngase queffx) = 0 O = const. Esto 
equivale a mantener toda la franja del plano xz a potencial constante, como sería el caso 
de un conductor conectado a una sola batería. En ese caso, deberán aislarse las paredes con¬ 
ductoras por medio de una tira delgada de dieléctrico en cada uno de sus bordes.) De cual¬ 
quier manera, si se sustituye esto en (11-81) se obtiene 

A n=\/% sen(^')dx = 4>o-^(l-cos mr) (11-82) 

Pero ( 1 - eos mr) = 2 cuando n es un entero impar y 0 si n es par, de manera que A n = 0 
si n es par y A n = 0 o (4/nrr) si n es impar. Así, la solución general (11-78) aplicada a este 
caso especial queda 


*(*o0=*4 2 \ tm ( n r) e ~ lmy)/L (11 ' 83 > 

impar 

Esta suma ya no puede simplificarse fácilmente, y para encontrar 0 en un punto definido 
por lo general será necesario evaluar la suma numéricamente. Por lo común no resulta un 
gran problema, ya que no se requiere de muchos términos de la suma para lograr un grado 
de exactitud razonable, ya que los términos sucesivos se vuelven cada vez menos importantes 
debido tanto al factor 1 ¡n como a la presencia de n en el término exponencial. 

Se puede ahora utilizar (11-83) para calcular el campo eléctrico en cualquier punto, 
partiendo de E = — V 0, con lo que se obtiene 
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e x=-<p oj 2 cas ( J x í ') e invy),L 


impar 


Ey = • < í >() -¿ 2 SCn (^7~) e 


impar 


(11-84) 

(11-85) 


y, desde luego, E z - - 30/9 z = 0. Nótese que estas expresiones tienen las unidades correc¬ 
ta de volts/metro. Se observa también que E = 0 en x = 0 y I, como es lógico, dado que 
se trata de una componente tangencial en estas superficies conductoras. E x no necesaria¬ 
mente desaparece ahí porque es una componente normal u, de hecho, es posible encon¬ 
trar la densidad superficial de carga como una función de la posición en estas superficies 
conductoras, de acuerdo con (6-4). 


11-5 Separación de variables en coordenadas esféricas 

Si se utiliza (1-105), se puede expresar (11-3) como 


i'biu ' >L,SL ' ÍÍ = I, 

r 2 l <W r 2 sen# 3^ v 3$ / r“sen 2 0 9 <p 2 


( 11 - 86 ) 


La solución general para esta ecuación puede encontrarse por la misma aplicación sistemá¬ 
tica de la separación de variables que ya se ilustró para las coordenadas rectangulares. Aquí 
los resultados son mucho más complicados; por lo tanto, será conveniente restringir el 
estudio a aquéllos casos para los que <p es independiente del ángulo 0, es decir, a sistemas 
con simetría axial. Aun así existe una gran cantidad de situaciones que pertenecen a esta 
categoría. Si <j) = <p (r, 9), se puede simplificar un poco (11-86) para que quede como 


Por analogía con (11-56), se ha de buscar una solución de la forma 

<t>(r,6) = R(r)T(0) (11-88) 

Al sustituirla en (11-87), dividir el resultado entre el producto RT e igualar la función de 
r resultante a la de 0 , se obtiene 

1 d t 2 dR\ 1 d ( _ n dT\ , 

R dr\ dr) 7sen 0 dO \ sen9 ~d0 ) ~ consí -- K (U-89) 

dado que cada uno de los términos es función de una variable independiente diferente, de 
modo que deben ser separadamente iguales a la misma constante K. Si se hace que cada 
una de ellas sea igual a K, se obtienen dos ecuaciones, una para R y una para T. Al hacerlo 
con el primer término y realizar la diferenciación, se encuentra que R debe satisfacer la 
ecuación 


r 2^ +2r ^-KR = 0 (11-90) 

dr 1 dr 


Para resolverla se prueba con una solución de la forma R-ar 1 , donde ay l son constan¬ 
tes; al sustituir en (11-90), el resultado es que [1(1 +1) - KjR = 0. Dado que no se desea 
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que R = 0, ya que esto haría que 0 = 0 en todo el espacio, se debe tener que 

K=l{l+ 1) (11-91) 

Al igualar esto con el segundo término de (11-89) se encuentra que la ecuación para T es 

a la que se le ha añadido el subíndice / para indicar la asociación que existe entre la solu¬ 
ción y la constante. Peo dado que T, es parte de la cantidad física 0, debe ser una función 
razonable. Esto quiere decir que debe ser finita, univaluada y continua sobre el rango com¬ 
pleto de 0. Sería demasiado en este punto investigar lo anterior, pero es posible demostrar 
que ello es posible únicamente si / es un entero positivo, incluyendo el cero; así, 

/ = 0,1,2,3,... (11-93) 

De hecho, pueden identificarse los T¡ con los polinomios de Legendre, que ya se tocaron 
en el capítulo 8. Tomando como referencia la figura 8-1, puede observarse que d¡ y r¡ son 
justamente las coordenadas esféricas correspondientes a la localización de q¿ con respecto 
a la dirección i fija que se muestra;./?,- es la correspondiente distancia desde el punto fuente 
al punto de campo, y la r de la figura es una constante definida. De acuerdo con esto, se 
puede expresar l/r /+1 en (8-12) como una constante C¡ y entonces omitir el índice i de 
y r¡ para obtener una expresión con la misma notación que se está usando aquí, es decir, 

I OC 

-^= V C,r l P,(cose) (11-94) 

K i 1 = 0 

De acuerdo con (1-146), ya se sabe que ésta es una solución de la ecuación de Laplace; por 
lo tanto 0 = 1 /R¡ debe ser una solución de (11-87). Si en ella se sustituye ahora (11-94), 
se obtiene 


2 C,r' 
1 = 0 


/(/+1)P / + 


1 di n dP¡ ' 

-sen #—- 

sen 0 d0\ dO , 


= 0 


(11-95) 


Por lo general, esta suma sólo puede ser igual a cero si cada uno de los términos es igual a 
cero puesto que r es arbitraria, por lo que el término entre corchetes debe ser igual a cero 
para cada /. Al comparar esto con (11-92), se puede observar que T¡ y P¡ satisfacen la misma 
ecuación diferencial, por lo que T¡ puede tomarse, a lo mucho, como una constante mul¬ 
tiplicada por P¡. Se puede absorber cualquier constante tal en el factor R(r) de (11-88), 
por lo que simplemente se pone 7)(0) =7’,( C os0í). Ahora puede escribirse (11-88) como 7?, 
(/jP^cosd), y dado que habrá una solución de esta forma para la ecuación diferencial lineal 
(11-87) con cada / posible, se puede expresar la solución general de (11-87) en la forma 


00 

<t>(r,0)= 2 R i(r)P,{ cos0) 


/—o 


(11-96) 


Queda todavía por encontrar la forma general de/?;. 

La ecuación que R¡ debe satisfacer, de acuerdo con (11-90) y (11-91), es 
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r2 ^ +2/ -^“ /(/+1)jR / =0 tn - 97 > 

donde / satisface (I 1-93). Se intenta resolver esta ecuación por medio de una forma = 
Oi¡r n donde a¡ es una constante y n es un entero; al sustituirla en (11-97) se encuentra que 
debe satisfacerse «(«=1)-/(/+ 1) = 0. Esta ecuación tiene dos soluciones: n = /y -(/ +1), 
de modo que la solución general de (1 1-97) debe tener la forma 

R,(r) = A l r‘+-^ (11-98) 

donde A¡ y B, son constantes de integración, Al sustituir este resultado en (11-96), se ob¬ 
tiene por fin la forma general de la solución a la ecuación de Laplace para una situación 
axialmente simétrica: 


oo / n \ 

<¡>(rJ)= 2 ( y V /+ J p i( cos 9) (11-99) 

Como se vio en (8-10), los primeros polinomios de Legendre son 

P 0 (cos9) = 1 P t (cos9) = cos9 P 2 (co$9) = \(3cos 2 9- 1) (11-100) 

y los de orden más alto se pueden encontrar por medio de la relación recursiva (8-11): 

( l + 1) P l+ ,(eos 0 ) = {21+ 1) eos0P,(cos 9) - IP, ,(eos 9) (11-101) 

En la sección previa se encontró que las propiedades ortogonales de las funciones 
trigonométicas, según se encuentran expresadas en (11-80), resultaron de gran ayuda para 
encontrar los coeficientes del desarrollo en coordenadas rectangulares. Los polinomios de 
Legendre tienen una propiedad similar y resultan igualmente útiles. Puede demostrarse que 

fJp / (cos9)P m (cos9)sen9d9 = j' P,( jti) P m ( ¡u) d¡x = ~~ 8, m (11-102) 

donde se ha utilizado (1-22). Como una aplicación de esta propiedad, se puede derivar un 
resultado que será de gran utilidad a continuación. Considérese la suma 

OO 

2 C,P 1 (cos9) = 0 (11-103) 

/=o 


donde las C) son constantes. Dado que la suma debe ser igual a cero para cualquier valor 
arbitrario del ángulo 6 , resulta plausible que esto sea cierto únicamente si cada uno de los 
términos en la suma es también igual a cero, es decir, si todas las C¡ son iguales a cero. Re¬ 
sulta fácil demostrar que lo anterior es cierto. En (11-103), se hace que eos 6 =¡i, se mul¬ 
tiplica todo por P m {d)dyL y se integra sobre p desde - 1 a + 1 y se utiliza (11-102); así se 
obtiene 

2¡ o c i /_' ] p)9-) d P = 2 c,( 27TT) s ‘ m = = ° 
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ya que cada uno de los términos es igual a cero excepto cuando l = m. Por lo tanto, C m - 0 
para todas las m, como se hubiera sospechado. Al volver a cambiar el índice m por l se 
demuestra que 


2 


/ = 0 


C¡P¡(cos9) = 0, 


hasta <^ = 0 


(11-104) 


Considérese ahora algunos ejemplos específicos. 


Ejemplo 

Esfera conductora conectada a tierra en un campo inicialmente uniforme. Supóngase que 
para empezar se cuenta con un campo E 0 completamente uniforme y que entonces se in¬ 
troduce en esta región una esfera conductora de radio a que se mantiene a potencial cero. 
El campo E Q puede estar producido, por ejemplo, por un capacitor de placas paralelas 
cuya distancia entre placas es muy grande en comparación con el tamaño de la esfera. Se 
tomaelejez en la dirección deE Q , de modo que E Q = E Q z, y se colocael origen en el centro 
de la esfera, tal como se muestra en la figura 11-12. Aun antes de haber encontrado la 
solución a este problema, se puede ya anticipar que las líneas de E, que será el campo 
final, deberán tener la forma general que se muestra en la figura, ya que deben llegar per¬ 
pendicularmente a la superficie conductora. Es claro que esta situación posee simetría 
axial, lo cual hace que 0 sea función sólo de r y 9, de modo que (11-99) resulta apropiada. 
Se sabe ya que 0=0 para r < a debido a (6-1 );así, sólo hace falta abordar el problema para 
r > a. Para hacerlo, es necesario determinar las condiciones de frontera. 

En la superficie conductora de la esfera 0 debe ser igual a cero, de tal forma que una 
de las condiciones es precisamente que 


<¡>(a,0)= 0 


(11-105) 




Figura 11-12 Líneas de E para una esfera conductora conectada a tierra 
en un campo inicialmente uniforme. 



Separación de variables en coordenadas esféricas 


241 


En el otro extremo, en un punto muy alejado de la esfera, es de esperarse que el campo 
uniforme original no se haya afectado por la presencia de la esfera, es decir, que a medida 
que r -* 00 , E(r, 0) -> /' () z. Así, en este límite, 0 debe reducirse a la forma apropiada para 
este campo uniforme. Pero dado que E _ - 0, esto significa que para una r muy grande 

t' z = E’o ~ ~ 30/9;, lo que da 0 = •- P 0 z como la expresión en el límite. De esta manera, la 
condición en la frontera lejana es 

<¡>(r,0) —> — E(fZ = — E 0 r eos 6 (11-106) 

P - -*CO 

Al sustituir r - a en (11-99) y utilizar (11-105), se tiene que 

2 (¿,a / +-J| T )/ , ,(costf) = 0 (11-107) 

/ — o V a ) 

Pero (11-104) indica que el término entre paréntesis es igual a cero, de modo que B x = 
-a 21 * 1 A¡, y así (11-99) queda como 

oc / „2/+l\ 

0 = EA^r'-^-JPXcose) (11-108) 


Si se aplica (11-106) a esto, 


2 A,r'Pi(cos9)= - E 0 r eos 9 — - E 0 rP t (cos9) 


1-0 


(11-109) 


por medio de (11-100). Si por conveniencia en la expresión se separa el término de la suma 
que corresponde a / = 1, (11 -1 09) toma la siguiente forma: 

OO 

(A | + Eq) rP] (eos0) + 2 A,r l P l (cos9)=0 (11-110) 

1* 1 

Dado que esto debe ser cierto para todas las r grandes, debe también ser cierto para un valor 
constante definido, r 0 . Pero en ese caso (11-100) es de exactamente la forma de (11-104), 
lo que demuestra que A\ = — E 0 y que A\ = 0(/ 1), completando así la evaluación de 

los coeficientes. En consecuencia, la suma de (11-108) se reduce a un solo término para 
/ — 1, por lo que la expresión única final para 0 es 


<¡>(r,0)=-E 0 r cos0+ a " EnCOs0 (11-111) 

r 2 

Al obtenerse este resultado se ha resuelto completamente el problema, ya que tanto 0 como 
E pueden evaluarse para cualquier punto de campo que se especifique. 

Tal como se deduce de (11-106), el primer término de (11-111) es justamente el 
que corresponde al campo uniforme original. El segundo término debe representar enton¬ 
ces la parte del potencial que resulta de la presencia de la esfera. Al compararlo con (8-48) 
se aprecia que se trata de un término dipolar, por lo que el momento dipolar de la esfera es 

p=47re 0 a 3 E 0 (11-112) 

De tal manera, la esfera ha adquirido .un momento dipolar que es proporcional al campo 
original y, de hecho, ha quedado polarizada. La relación entre el momento dipolar indu¬ 
cido y el campo aplicado recibe el nombre de polarizabilidad, a, y se puede obseervar que 
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(11-113) 


donde V s es el volumen de la esfera. Este momento dipolar debe tener su origen en la den¬ 
sidad superficial de carga libre sobre la esfera, que puede ser encontrada fácilmente. La 
componente radial de E es 

£ ' = ~^ = ( 1 + ^) £ ° COS0 (11 ' 114) 

En la superficie de la esfera, ésta es la componente normal, mediante la cual se puede ob¬ 
tener, de acuerdo con (6-4), la densidad superficial de carga: 


a / (9) = e o E r (a,e) = (3í o E o )cos0 (11-115) 

que resulta proporcional a eos 9. Este resultado tiene la misma forma que la densidad de 
carga dada por (10-27) e ilustrada en la figura 10-9. Las cargas superficiales tienen signos 
opuestos en los dos hemisferios, y es precisamente esta separación de la carga total la que 
da lugar al momento dipolar. [Es fácil verificar directamente que cuando se calcula p por 
medio de (11-115) en la forma de integral de superficie de (8-22), se obtiene (11-112); 
en el ejercicio 8-8 también se obtiene este mismo resultado.] La esfera era neutra antes 
de introducirse en el campo, y se puede ver que su carga neta total sigue siendo cero si se 
combinan (11-115) y (2-16): 

0/,total = Joda = f^J (3e o E o cos0)(a 2 sen OdOdfp^ — O 

por lo que la esfera sigue siendo neutra. 

La componente restante de E es 



Se observa que E e (a. 0) = 0, como debe ser, ya que viene a ser una componente tangencial 
a la superficie de la esfera. 

Dado que el <p por (11-111) tiene una dependencia angular originada exclusivamente 
por el término /^(eos 6) de (11-99), se puede concluir que la esfera únicamente posee 
momento dipolar. En otras palabras, la distribución de carga (11-115) es tal que no produce 
ningún nomento monopolar ni cuadripolar, así como ningún momento de orden superior; 
esto también se verificó directamente para el momento cuadripolar en el ejercicio 8-8. 

La figura 11-12 ilustra las líneas de E, calculadas según (11-114) y (11-116). 


Ejemplo 

Esfera dieléctrica en un campo inicialmente uniforme. Este ejemplo es el mismo que el an¬ 
terior, excepto que se tiene ahora una esfera dieléctrica sin carga en lugar Je la esfera con¬ 
ductora conectada a tierra. Las condiciones de frontera son un poco diferentes porque la 
esfera ya no se encuentra a un potencial definido ni <¡> debe necesariamente ser constante 
dentro de ella. Resulta conveniente investigar las regiones fuera de la esfera (r > a) y dentro 
de la esfera (r<a) por separado; se indican los potenciales y campos aplicables a estas regio¬ 
nes con los subíndices o e i respectivamente. 

A distancias muy grandes de la esfera, el campo debe aquí ser también uniforme, de 
modo que una de las condiciones de frontera resulta ser exactamente igual a (11-106): 
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<¡> o (r,0) —» — E 0 rcosO 

K" 1 ►00 


(11-117) 


En la superficie de la esfera ya no se puede usar (11-105). Sin embargo, la superficie de la 
esfera resulta ser una superficie de discontinuidad entre el dieléctrico y el vacío, por lo 
que las componentes tangenciales de E y las componentes normales de D son continuas 
ahí. En (10-56) estas componentes se encuentran expresadas en función exclusivamente 
de E. En este caso se tiene que a f = 0, y dado que E r y E e son las componentes normal y 
tangencial respectivamente, es posible expresar (10-56) en función de las derivadas de c¡> 
como sigue: 



(11-118) 

(11-119) 


donde se ha tomado la región 2 como la exterior y la 1 como la interior. Por último, se 
cuenta con otra condición que no se había manejado antes. Se trata de una “condición de 
frontera” de una clase generalizada que concierne a la situación que impera en el origen 
(r = 0). Por la suposición inicial, no pueden existir cargas puntuales libres dentro de la es¬ 
fera, por lo que no habrá ninguna en el origen. Dado que esa es la única manera en que el 
potencial podría ser infinito ahí, se requiere también que 

<¡> sea infinito para r = 0 (11-120) 

En lugar de tratar de resolver este problema como en el ejemplo anterior, se intentará 
reducir la cantidad de trabajo tomando ventaja de la experiencia obtenida. Es de esperarse 
que la esfera dieléctrica se polarice debido a la acción del campo y adquiera así un momento 
dipolar, de manera que una vez más resulte plausible que únicamente sobreviva el término 
/ = 1 de (11-99). De acuerdo con esto, se supone que el potencial fuera de la esfera está 
dado por 


V+^jcostf (11-121) 

donde A 0 y B Q son constantes. Ya que ahora la condición de frontera (11-118) tendrá un 
eos 0 en su miembro izquierdo, es lógico esperar que ocurra lo mismo en el otro miembro; 
de acuerdo con todo esto, tómese la misma forma general (11-121) para el potencial dentro, 
de la esfera. Así, se escribe 



<¡>, = ^-A,r+4jcos0 (11-122) 

donde A¡ y B¡ son constantes. Si se logran encontrar estas cuatro constantes al considerar 
todas las condiciones de frontera, se habrá encontrado la única solución del problema. 

Si se combinan (11-117) y (11-121) se puede observa que A 0 = E 0 , por lo que se 
tiene que 

^(-iy+^cos* (11-123) 

Puede observarse también que si B¡ # 0 en (11-122), el término 1/r 2 hará que (j> -+°° a 



244 


Métodos especiales en electrostática 


medida que r -* 0, lo cual no está permitido de acuerdo con (11-120); por lo tanto, este 
término no puede aparecer en la forma para el potencial interior, por lo que realmente 
se debe tener que B¡ = 0, haciendo que (11-122) se reduzca a 

<j>, = — A, reos 9 (11-124) 

Al sustituir estas expresiones en (11-118) y (11-119), se obtienen las siguientes dos ecua¬ 
ciones: 


2g g 

E 0 + —f = K e Aj - E 0 a+ = -A¡a 

a- a~ 

ya que e/e 0 = K c . Al resolverlas simultáneamente se encuentra que A¡ — 3 Eo/(K e + 2) y 

que B 0 ~ [(K e - l)/(K e + 2)]a J /¡’ 0 , de tal suerte que los potenciales resultan ser 


<!>„= — E 0 rcos0 + 



a 3 E 0 eos 9 


<P,= - 



rcos9 


(11-125) 

(11-126) 


con lo que se resuelve et problema. 

El campo dentro de la esfera es E¡ =— y <p¡ = ¿’ ¿ z y, dado que E 0 -E 0 z, se tiene que 


■HíAí) e ° O'- 127 » 

pudiéndose observar que |E¡| < |Eq| ya que K e > 1. Así, el campo eléctrico es constante, 
paralelo al campo original externo pero algo menor que él. En consecuencia, la esfera se 
encontrará uniformemente polarizada; de acuerdo con (10-50), (10-52) y (11-127), la 
polarización es 


y la magnitud del momento dipolar total se obtiene al multiplicar P por el volumen de la 
esfera, o sea, 


(H-129) 

Con esto es posible expresar (11-125) como 

*„=- E 0 r eos 9+P-~ (11-130) 

4TT£ 0 r ¿ 


donde el segundo término está en concordancia exacta con (8-48), como era de esperarse. 

Si se resta E u de ambos miembros de (11-127) resulta una nueva expresión muy in¬ 
teresante e instructiva. Se encuentra que E¡ - Eo = [(1 — K f , + 2)/ E 0 = — P/3e 0 , usando 
(11-128), por lo que 

E,=Eo-^ 

J «0 


(11-131) 
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¡o que indica que ei campo resultante en el interior de la esfera puede expresarse como 
E,- = E 0 + E /oc , es decir, como la suma del campo externo original en el vacío más el 
campo local E /oc que es proporcional a la polarización y opuesta a ella. [Anteriormen¬ 
te se encontró el resultado similar (10-67) para el caso en el que el dieléctrico tenía la 
forma de una placa de caras paralelas.] Desde luego, la fuente de este campo interior es 
la carga ligada que aparece en la superficie del dieléctrico cuando se presenta una dis¬ 
continuidad en P, y su densidad está dada, de acuerdo con (10-8), por a b = P • ñ’ = 
P * í = P cas 9 ; esta distribución se asemeja justamente a la (10-27) que se muestra en la 
figura 10-9. 

Al escribir (11-130) como se hizo, se pudo expresar el potencial exterior como la 
suma explícita del potencial debido al campo externo y la contribución de la esfera pola¬ 
rizada. Se pueden obtener resultados similares para el potencial en el interior, 0¡, si se 
combinan (1 1-126), (11-127) y (11-131); así se obtiene 


</>,.= — £ ¿ rcos0 = — £ o rcos0 +1jrcos# (11-132) 

Existe un caso especial muy interesante. Si se hace K e -*■ se encontrará que E¡ -> 0, 
p ->4 ir e 0 a A E' 0> -*0 y 0 O -►(11-111); éstos no son sino los resultados obtenidos para 

la esfera conductora del ejemplo anterior, de acuerdo con (6-1), (11-105) y (11-112). Por 
lo tanto, se puede observar que, en lo que respecta a los efectos electrostáticos, un conductor 
actúa simplemente como un material cuya constante dieléctrica es infinita. 

La figura 11-13 muestra las líneas de E que corresponden a este sistema. 


Ejemplo 

Esfera con polarización permanente uniforme. Supóngase que se tiene una esfera con po¬ 
larización uniforme P = P z, donde P - const., pero que no existe campo externo. Este es 
justamente el sistema que se estudió en la sección 10-4 y para el que se calcularon <p y E 
únicamente a lo largo del eje z. La forma en que (11-130) y (11-132) se encuentran expre- 





-»■ 


Figura 11-13 Líneas de E para una esfera dieléctrica en un campo ini¬ 
cialmente uniforme. 
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sadas hace posible encontrar una solución completa de inmediato, dado que puede tomarse 
a ¿o = 0, interpretarse p y P como el momento dipolar permanente y la polarización, res¬ 
pectivamente, y obtener así 


4>a = 


pcosO 
4t Tt 0 r 2 


<#>,= — E, r eos 9 = 



reos 9 


(11-133) 


La primera expresión indica que el campo en todos los puntos fuera de la esfera es un 
campo dipolar, como ya se había sospechado con base en los resultados a lo largo del eje z. 
De manera similar, la segunda expresión indica que el campo eléctrico es uniforme en to¬ 
dos los puntos dentro de la esfera y que, de hecho, está dado por 


E,= 



(11-134) 


que concuerda con (10-37) que, como ya se había encontrado antes, es válida a lo largo 
del eje z. 

Dado que existe una gran cantidad de campos locales que son proporcionales a la 
polarización y opuestos a ella, es práctica común expresar E¡ oc en la fonna general 


E 


loe 



(11-135) 


donde N es una constante sin dimensión que recibe el nombre de factor despolarizante. Ya 
se han calculado dos de ellos. Fueron N = 1 para una placa infinita de caras paralelas y 
N = 1/2 para un cilindro, como se hubiera ya podido averiguar por el ejercicio 10-12. 


11-6 Solución esféricamente simétrica de la ecuación de Poisson 


Si se combina (11-1) con (11-55) u (11-86), se obtiene la ecuación de Poisson expresada 
con coordenadas rectangulares o esféricas. Sin embargo, para propósitos ilustrativos, en 
esta sección se limitarán las situaciones a aquéllas que sean esféricamente simétricas, de 
manera que 0 será una función exclusivamente de r, es decir, 0 = 0 (r). Así p será también 
necesariamente una función sólo de r, con lo que se obtiene que 


J_ A( r 2^±)= _ BÍLL 

r 2 dr\ dr } e 0 


(11-136) 


Ejemplo 

Esfera con densidad de carga uniforme. Considérese una esfera de radio a que contiene 
carga a densidad constante, de manera que p = const. en el interior y p — 0 en el exterior. 
Se desea obtener 0 en todo el espacio por medio de (11-136). Fuera de la esfera esta ecua¬ 
ción es d(r 2 d<¡) 0 ldr)ldr = 0, lo que puede integrarse dos veces para obtener 

*„(r) = A 0 +^ (11-137) 

donde A 0 y />,, son constantes de integración. [Esto también se puede obtener a partir de 
(11-99) al eancejar todos los términos que son función de ángulos, es decir, utilizando 
exclusivamente J2 = 0.| Dentro de la esfera (11-136) viene a ser 
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d_( r 2 d íi\ = _ 

dr \ dr ) c 0 

que puede integrarse fácilmente dos veces para obtener 

+4-+^ O 1 - 138 ) 

donde A¡ y B¿ son constantes. Todo lo que resta por hacer es evaluar las constantes a partir 
de las condiciones de frontera. 

Dado que todas las cargas se encuentran dentro de un volumen finito, es de desearse 
que 0 se anule en infinito, de acuerdo con lo visto en relación a (5-10). Así, a medida que 
o •+ 0, y de acuerdo con (ll-137)A o =0, por lo que 0 O = B 0 /r. Dado que no exis¬ 
ten cargas puntuales en el origen, (11-120) sigue siendo aplicable, con lo que demuestra 
que en (11-138)77,. = 0. Se sabe por (9-29) que 0es continuo en r=a, de manera que 0 o (cr) = 
<¡}¿ (a), lo que significa que A¡ — ( B 0 /a ) + (p« 2 /6ep), por lo que ahora la forma de 0 ¡ es 

<¡>,(r)=-£ r (a 2 -r 2 ) + ( 11 - 139 ) 
ot 0 a 

Por último, ya que no existe carga superficial, E n = E r es también continuo en r — a de 
acuerdo con (9-26) y - (d<¡> 0 ¡dr) r - a = -(3 <t>i/dr) r - a . lo que desemboca en (B 0 /a 2 ) = 
(p a/3e 0 ), o sea,. B 0 = pa 3 / 3e 0 . Al sustituir esto en (110137) (siendo A 0 = 0) y (11- 
139), se tiene 


*•<'>- é *^=w 0 {3a2 - r2) 

que viene a ser exactamente lo que se obtuvo en (5-22) y (5-23) cuando se estudió el mismo 
ejemplo usando otros métodos. 


Ejercicios 

11-1 Reconsidérese el teorema de la sección 114 y demuéstrese que si la componente 
normal de E se encuentra preestablecida en todos los puntos de la superficie limitante, no 
es necesario que <pi y 0 2 sean iguales, sino que pueden diferir hasta por una constante. 

11-2 Verifiqúese por integración directa que (11-19) es la resultante de la fuerza de Cou¬ 
lomb entre q y la carga inducida descrita por (11-17). 

11-3 Una carga puntual, q, se encuentra situada sobre el plano xy cerca de dos planos 
conductores conectados a tierra que se intersectan a ángulos rectos como se muestra en la 
figura 11-14. El eje z está alineado con la recta de intersección de los planos. Encontrar y 
justificar las cargas imagen que, junto con q, darán el potencial en todos los puntos de la 
región al vacío x > 0, y ** 0, — 00 < z < °°. Encontrar 0 (x,y,z) en la región al vacío. En¬ 
contrar E y {x,y,z). Verificar que E y se anula sobre el plano conductor para el cual es una 
componente tangencial. Encontrar la densidad de carga superficial inducida, a f , sobre el 
plano para el que E resulta ser una componente adecuada. ¿Cuál es el signo de oy? (Clave: 
recordar la formación de imágenes múltiples en espejos planos de acuerdo con la óptica 
geométrica.) 

114 Supóngase que el ángulo entre los planos conductores de la figura 11-14 es de 60 
en lugar de 90°como se muestra, y que q se encuentra sobre la recta bisectriz del ángulo 
(es decir, sea z = b y después cámbiese el ángulo). Encontrar y justificar las cargas imagen 
que, junto con q, darán 0 en todos los puntos de la región al vacío. ¿Cuál es la dirección 
de la fuerza resultante sobre q ? 
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Figura 11-14 Geometría para el ejercicio 
11-13. 


11-5 Supóngase que en la forma 11-1 q es remplazada por un dipolo puntual p = py. En¬ 
contrar la fuerza sobre p. 

11-6 Supóngase que el punto en el que el eje x intersecta la curva equipotencial de enme¬ 
dio de la figura 11-2 se encuentra a la mitad de la distancia entre la carga y el conductor. 
Encontrar 0 y E en este punto. 

11-7 Verificar que (11-35) puede también obtenerse por medio de (11-29) y (11-30). 

11-8 Utilizar el sistema de coordenadas esféricas de la figura 11-3 para encontrar 0 en 
todos los puntos fuera de la esfera, para la distribución de carga de la figura 11-5. De¬ 
mostrar que el resultado obtenido es (11-36). Encontrar E y la fuerza sobre q. Encontrar 
af y demostrar que la carga total inducida en la esfera es igual a cero. 

11-9 Se aísla la esfera conductora de la figura 11-3 y se le da una carga total Q. Encontrar 
el potencial de la esfera y la fuerza sobre q. 

11-10 Después de (11-48) se vio que la carga superficial ligada total de un dieléctrico es 
igual a la carga imagen. ¿Cómo se puede hacer concordar este resultado con (10-13)? 

11-11 Para el sistema de la figura 11-9, encontrar la densidad superficial de carga indu¬ 
cida sobre el conductor, la carga total inducida por unidad de longitud paralela a la carga 
lineal y la fuerza por unidad de longitud sobre la carga lineal. 

11-12 Demostrar que la fuerza de atracción sobre una longitud L de uno de los cilindros 
de la figura 11-10 está dada por 


_ moUMf _ 

2[cosh " '(D/2A)f{D 2 — 4A 2 ) X ^ 2 


11-13 Un cable largo de sección circular de radio A se tiene sobre unos postes a una al¬ 
tura h sobre el suelo. Desprecíense la comba del cable y la curvatura de la Tierra y encuén¬ 
trese la capacitancia por unidad de longitud de este sistema. Encontrar también la fuerza 
de atracción sobre una unidad de longitud del cable uniformemente cargado ejercida por 
la Tierra. 

11-14 Demostrar que el potencial producido poruña cargá lineal infinita de densidad cons¬ 
tante X, situada a una distancia D del eje paralelo de un cilindro circular conductor de ra¬ 
dio A , es el mismo que se produciría por la misma carga lineal y una carga imagen —X coloca¬ 
da a una distancia A 2 /D del centro del cilindro hacia la carga real. ¿Cuál es el potencial 
del cilindro? 

11-15 Para el sistema de la figura 11-11, encontrar la densidad de carga superficial sobre 
la cara x - 0. 

11-16 Verificar que E x de (11-84) es igual a cero para y = 0. [Clave: puede ser de gran 
ayuda recordar que el eos u = 14 (e® + e~ iu ).] 

11-17 Este es un problema en dos dimensiones. Considérese un cuadrado sobre el plano 
xy con vértices en (0,0), (a,0), (a,a) y (0,a). No existen carga ni materia dentro del cua¬ 
drado. Los lados perpendiculares al eje y tienen un potencial igual a cero. El lado en x = a 
tiene un potencial constante <¡> 0 , mientras que el que está en x = 0 tiene el potencial constante 
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- 0 O . Encontrar <p(x,v) para todos los puntos dentro del cuadrado. Encontrar E en el 
centro del cuadrado y evaluar la relación que existe entre E y (0 O / a ) en este punto, hasta 
cuatro cifras significativas. 

11-18 Encontrar el potencial 0 en todos los puntos dentro de un cubo de lado L situado y 
orientado como en la figura 1-41. No existe carga ni materia dentro del cubo. El potencial 
sobre la cara z ~ L tiene el valor constante 0 O , y el potencial en todas las demás caras es igual 
a cero. Demostrar que, hasta la cuarta cifra significativa, 0 en el centro del cubo es igual a 
0.1667 0o. 

11-19 Demostrar que la solución de la ecuación de Laplace puede expresarse como una 
suma de términos de la forma X(.v) + K(y) + Z(z), Demostrar cómo estas funciones, o las 
derivadas apropiadas de las mismas, se relacionan entre sí, si es que en realidad existe tal 
relación. Encontrar la forma general para X(x) e interpretar el campo eléctrico correspon¬ 
diente. 

11-20 (a) Calcular directamente f~\ Pftu)dfUn para / — O, 1, 2, y así demostrar que (11- 
102) es correcta para estos casos. 

ib) Demostrar que cuando la ecuación diferencial (11-92) que satisface P x se expre¬ 
sa en función de la variable ¡j = eos 9 , se vuelve 


d_ 

dp 


o V) 


dPj,' 

d¡i 


+ /(/+!)/», = 0 


(11-140) 


(r) Se puede demostrar que la propiedad de ortogonalidad expresada en (11-102) 
para / 4- m es una consecuencia de (11-140) y del hecho de que P , es finita y tiene deri¬ 
vadas finitas en ¡i = ± 1 como sigue: multiplicar (11-140) por P m ; escribir la ecuación di¬ 
ferencial que satisface P m (p.)y multiplicarla por P x ; restar ambas expresiones e integrar el 
resultado sobre p desde - 1 a + 1 integrando por partes según sea necesario. 

11-21 Encontrar la ecuación para las líneas de E que corresponden a (11-111), es decir, 
para una esfera conductora en un campo inicialmente uniforme. 

11-22 Supóngase que en lugar de (11-106) se requiriese que, para grandes distancias, 
0 -+ - ¿ 0 r eos 0+0o, donde 0 O es constante, ya que esta situación también produciría 
un campo uniforme. Encontrar 0 bajo estas circunstancias. Si la solución encontrada es 
diferente de (11-111), ¿cómo se puede interpretar el resultado? 

11-23 Una cavidad esférica de radio a se encuentra dentro de un gran conductor conectado 
a tierra. Se coloca una carga q dentro de la cavidad a una distancia b de su centro. Encon¬ 
trar 0 en todos los puntos dentro de la cavidad usando coordenadas esféricas con origen en 
el centro y el eje z pasando por la posición de q. Encontrar E en todos los puntos dentro 
de la cavidad. Encontrar E en el centro de la cavidad. Encontrar la densidad superficial de 
la carga inducida sobre la pared de la cavidad. ¿Cuál es la carga total inducida sobre la pared? 
11-24 Por el método de separación de variable, resolver la forma dimensional de la ecuación 
de Laplace expresada en coordenadas polares (pip). Demostrar así que la solución general es 
de la forma 


00 / B \ 

<¡> = A+Blnp + 2 \ A mP m+ -m ){C m cosnvp +D m únm(p) (11-141) 

m-1 V P / 

donde m es un entero positivo y ip cubre todo su rango posible. (Clave :0debeserunivaluada.) 
11-25 Un conductor cilindrico conectado a tierra infinitamente lareo, de sección circular 
de radio a tiene su eje con coincidencia con el eje z. Se le coloca en un campo eléctrico 
inicialmente uniforme, E 0 = E 0 x, de manera que su eje es perpendicular a E 0 . Encontrar 
0 en todos los puntos del exterior del cilindro. Encontrar la densidad superficial de carga 
y demostrar que el cilindro permanece neutro. 

11-26 El cilindro del ejercico anterior es ahora dieléctrico en lugar de conductor. Encontrar 
0 en todos los puntos. Encontrar E y P en el interior del cilindro y verificar así que el 
factor despolarizante es Yz en este caso. 
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11-27 Un círculo de radio a se encuentra sobre el plano xy con su centro en el origen. La 
sección semicircular de la frontera para re > 0 se mantiene al potencial constante 0 O ; el 
otro semicírculo, para el que x < 0, se mantiene al potencial constante 0 O . Kncontrar 
<p para todos los puntos del interior del círculo. Encontrar E en el centro del círculo. 

11-28 Aunque en (11-99) se da la forma de ¡a solución general para una situación con si¬ 
metría axial, no siempre resulta fácil encontrar los coeficientes A ! y 5, planteando el 
problema para valores generales de 6. Algunas veces se puede utilizar el siguiente procedi¬ 
miento. Dado que (11-99) es correcta para toáoslos valores de 6, debe también ser correcta, 
con los mismos coeficientes, para el valor particular 6 = 0, es decir, para la dirección a lo 
largo del eje z positivo - el eje de simetría. Entonces r = z y P x (eos 0) = P¡ (1) = 1, por lo 
que (11-99) se reduce a 


0° / D \ 

*(*)-2 ('‘/ z '+ tt h ) ( z >°) 01-142) 

De esta manera, si se puede obtener 0 sobre el eje z, debe ser posible encontrar d¡ yBj 
por comparación con (11-142), y cuando estos coeficientes son sustituidos en (11-99) el 
resultado viene a ser una expresión de 0 que es correcta para todas las 6. Algunas veces 
la identificación debe hacerse desarrollando 0(z) en una serie de potencias y encontrando 
los coeficientes por medio de una comparación término por término. Como ejemplo de 
este procedimiento, considérese la carga lineal uniforme de longitud finita de la figura 
3-8, para la cual el potencial está dado por (5-30). Tómese L 2 - Li = L y demuéstrese que 
cuando r > L, 0 puede expresarse en la forma 


<t>(r,9) = 



i L \ /+1 P¡{ eos#) 
\7j (l+ij~ 


donde la suma se toma únicamente sobre los valores pares de l, incluyendo l = 0. 

11-29 Un anillo circular de radio a se encuentra sobre el aplano xy con su centro en el 
origen. Posee una densidad lineal de carga constante e igual a A en su circunferencia. En¬ 
contrar 4>{r,0) expresado como una serie de P\ (eos 9), para todas las r. (Véase el ejercicio 
anterior.) 

11-30 Un sistema de dos esferas concéntricas tiene un radio interior a y un radio exterior 
b. La región entre ambas se rellena con una densidad de carga esféricamente simétrica 
de densidad volumétrica p = p 0 {r¡aT, donde p 0 = const. y n > 0. La esfera interior se 
mantiene a un potencial constante (¡> x , mientras que la exterior se encuentra al potencial 
constante 0 2 . Encontrar 0 para a <r < b por medio de (11-136). 

11-31 Dos planos conductores infinitos son paralelos al plano xy. Uno de ellos está situa¬ 
do en z = 0 y se mantiene al potencial constante 0 O . El otro, con un potencial constante 
<p d , está en z = d. La región entre ellos se llena con carga a densidad volumétrica p 0 ( z/d ) 2 . 
Resolver la ecuación de Poisson para encontrar 0 en 0 >z ><¿. Encontrarla densidad su¬ 
perficial de carga en cada uno de los planos. 

11-32 Considérense los cilindros coaxiales de la figura 4-7. El cilindro interior se mantiene 
a potencial constante 0 a y el exterior a (¡> b . Existe una capa cilindrica de densidad de carga 
constante en la región entre ellos y hay vacío en lo demás. En otras palabras, la densidad 
volumétrica de carga p cb es: cero ena<p<p 1 ,,4 e 0 en p 2 < p <p 2 y cero en p 2 <p ^ b 
donde A = const. Resolver la ecuación de Poisson para encontrar 0 en a < p < b. 

11-33 A continuación se dan algunos resultados para un sistema de cargas fuente que ocu 
pan una región finita. Demostrarlos por medio de (1-114), (1-124), (1-125), (1-243) y (3-3): 
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Capítulo 

12 

Corrientes eléctricas 


La electrostática estudia las relaciones entre cargas eléctricas en reposo. La siguiente divi¬ 
sión principal del electromagnetismo que se considera aquí -la magnetostática - estudia 
las fuerzas entre cargas en movimiento. El flujo de carga eléctrica recibe el nombre de 
corriente eléctrica y, en este capítulo, se diseñan procedimientos útiles para describir 
estas corrientes en general. También se estudian algunos aspectos de una clase particular 
de corrientes, las que fluyen en los conductores. 


12-1 Corrientes y densidades de corriente 

Supóngase que alguien situado en un punto P observa las cargas que pasan por ese punto; 
estas cargas pueden viajar a lo largo de un alambre o pueden ser simplemente un haz de 
partículas cargadas que se mueven en el espacio. De cualquier manera, se asume que el 
observador encuentra que una carga ñq pasa por el punto P en un intervalo de tiempo 
Ai. Se puede definir entonces la corriente promedio, </), durante este intervalo como la 
razón promedio de flujo de carga 


0>-i? (12-1) 

Más adelante se entrará en detalles de cómo puede medirse < /) o Aq, pero si, por ejemplo, 
la corriente se debiera a un flujo de protones, cada uno de ellos con una carga e, el proce¬ 
dimiento de medición pudiera imaginarse como una simple operación de conteo. De esta 
manera, si un número N de protones pasaron en este intervalo, A/ = Ne, e (l)=Ne/At. 
Como ya se implica en (12-1), la “dirección” o sentido de la corriente se define como la 
del flujo de cargas positivas. Si las cargas en movimiento estuvieran cargadas negativamen¬ 
te; por ejemplo, si fueran electrones, la dirección de (/) sería opuesta a la dirección de su 
movimiento. La razón de esto es muy sencilla. Supóngase que la región alrededor de un 
punto fuera originalmente neutra, es decir, que tuviera iguales cantidades de cargas posi¬ 
tivas y negativas. Entonces si hubiera cierto número de cargas negativas que estuvieran 
saliendo de la región, ésta adquiriría un exceso de cargas positivas, lo cual tiene un efecto 
neto equivalente a la entrada de cargas positivas en la región. 
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Figura 12-1 


Una corriente filamental. 


Si el flujo de cargas no es uniforme en el tiempo, es posible definir una corriente 
instantánea J como la razón instantánea de flujo de carga: 


/ = 


dq 

cit 


. 12 - 2 ) 


En lo que sigue a continuación se considerarán solamente corrientes que son constantes 
en el tiempo, de manera que / = const. e (/) = /. Estas reciben el nombre de corrientes 
constantes o corrientes estacionarias, y describen una razón uniforme de flujo de carga. 

Como ya se vio en la sección 2-2, la unidad de carga en realidad se define en fun¬ 
ción de la unidad de corriente, la que recibe el nombre de ampere, de tal suerte que, de 
acuerdo con (12-1), 1 coulomb = 1 ampere segundo. El ampere en sí se define en función 
de la fuerza entre corrientes una definición precisa se dará en el próximo capítulo. 

Es a menudo conveniente pensar que la corriente viaja a lo largo de alguna curva 
geométrica, tal como se ilustra en la figura 12-1, en la que la punta de la flecha indica la 
dirección de / y ds es un desplazamiento a lo largo de la línea y en el sentido de I. Esta 
situación idealizada muy bien podría representar el flujo de carga en un alambre muy 
delgado o en un haz de sección pequeña. Estas comentes reciben el nombre de corrientes 
filaméntalas . Sin embargo, habrá ocasiones en que el flujo de carga se encuentre distribui¬ 
do en un volumen o en una superficie, por lo que se hace necesario contar con descripcio¬ 
nes apropiadas para esas situaciones. Esto se puede lograr introduciendo el concepto de 
densidades de corriente. 

La primera sería la densidad volumétrica de corriente, J. Su dirección es la misma 
que la del flujo de carga y su magnitud J está dada por la corriente por unidad de área a 
través de una superficie colocada perpendicularmente al flujo, o sea que es carga por uni¬ 
dad de tiempo por unidad de área. Se puede ilustrar esta definición y simultáneamente 
obtener una relación práctica si se considera la situación de la figura 12-2. Se desea encon¬ 
trar la carga Aq que, en un tiempo Al, ha pasado por una superficie pequeña Aa, que es 
perpendicular a J. Por medio de ( 12-1) se sabe que A q — (í) E t ~(J ) Aa At, ya que ( J) 
es la corriente promedio por unidad de área. Pero toda la carga que pasó por Aa se en¬ 
cuentra contenida en el volumen A t del cilindro de longitud Al, de manera que al utili¬ 
zar (2-14) también se tiene que A q = pAr = pAlAa, donde p es la densidad volumétrica 
de carga. Despejando A q de estas dos ecuaciones, igualando y cancelando el factor común 
Aa, se encuentra que ( J)=p (A/|Ar) —p(v )es la velocidad promedio de las cargas. Resul¬ 
ta evidente que esta relación es también correcta para el caso instantáneo así como para el 
promedio, y dado que la dirección de J se define en la misma dirección del flujo, o sea, 
de v, se puede escribir 


J = pv 


( 12 - 3 ) 
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Si las cargas en movimiento fueran de diversos tipos con densidades p¡ y velocidades 
respectivas v/ se puede observar que en A t, la carga del tipo i que ha pasado a través 



Figura 12-2 Cálculo de la densidad volumétrica de corriente. 

de la superficie es Áq¡ ■ = p¡\\¡\AaAt. De esta manera, el total de todos los tipos de 
carga será Aq = 2 ¡ p I .|v.|A tAa, lo que resulta ser la generalización natural de (12-3) en 
la forma 




P,v, 


(12-4) 


Al comparar los últimos dos resultados, se puede observar que es todavía posible utilizar 
(12-3) para casos generales si se toma a p como la densidad de carga total y v como la 
velocidad promedio, prorrateada por las densidades p¡, muy a la manera como se calcula 
la velocidad del centro de masa de un conjunto de masas puntuales. 





lia 

Figura 12-3 

ficie no son 


La densidad de corriente y el elemento de super- 
paralelos. 


Supóngase ahora que i y un elemento de superficie da no fueran paralelos, como se 
ilustra en la figura 1 2-3. Se puede encontrar la carga que ha pasado por da en un tiempo 
dt de una manera similar a la usada para la figura 12-2. Esta vez la carga total será la 
contenida en el cilindro de altura inclinada di y volumen di eos © da , y estaría dada por 
dq = pl eos © da = pv eos 0 da dt ~p\ • dadt = J • dadt, utilizando (12-3). Por lo tanto, 
la razón de flujo de carga a través de da será 

( £ t |) t . =¿ da (12-5) 

\ «í / a través da 

Si se considera una superficie arbitraria, S, como la que se muestra en la figura 124, se 
puede calcular la razón- total a la que está fluyendo carga a través de ella sumando las 
contribuciones de todos los elementos da como aparecen en (12-5). De esta manera 
se obtiene 
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= f J-da (12-6) 

\ dt ) a través 5 J s 

que a veces recibe el nombre de flujo de carga. S puede ser una superficie abierta o 
cerrada en (12-6). 

Si, por alguna razón, el movimiento de las cargas está limitado a una superficie, es 
posible definir la densidad superficial de corriente, K. Su dirección es la misma que la del 



Figura 12-4 Cálculo de la razón total de flujo de 
carga a través de la superficie S. 


flujo de carga y su magnitud, K, se define como la corriente por unidad de longitud a 
través de una linea que descansa sobre la superficie y está colocada perpendicularmente al 
flujo. La figura i 2-Sa muestra esquemáticamente esta definición. En la figura 12-56 se 
ilustra una situación en la que K no está a ángulos rectos con la linea ds\ el vector unita¬ 
rio t se dibuja perpendicular a ds sobre la superficie, como K, de modo que viene a ser un 
vector tangencial. Utilizando un método análogo al que se usó para obtener (12-3) y 
(12-5), se puede llegar a 


K = a \ 


dq\ 

dt ) a través ds 




donde a es la densidad superficial de carga. 



m 


M 

Figura 12-5 (a) Definición de la densidad superficial de corriente, 
K. { b ) K no es perpendicular a la línea ds. 



(12-7) 

(12-8) 
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De manera similar, en el caso de lina corriente filamental se obtiene 

7 = A|v| (12-9) 

donde A es la densidad lineal de carga del flujo. 

Más adelante se utilizará constantemente un concepto denominado elemento de co¬ 
rriente, por lo que resulta conveniente explicarlo aquí. En el caso de la corriente filamen¬ 
tal de la figura 12-1, se le define simplemente como el producto Ids. Para obtener una 
expresión equivalente para el caso de corrientes distribuidas, se considérala figura 12-6a, 
en la que dA es el área de la pequeña sección del filamento. Dado que el flujo es normal 



a esta sección, de (12-5) se observa que 1 =JdA , de modo que Ids-JdAds =JdT donde 
dr es el volumen del elemento que se indica sombreado. Dado que J y ds son paralelas 
en este caso, se obtiene que Ids = Jdr. De manera similar, en el caso de una corriente 
superficial, se obtiene la correspondiente Ids =KJa, donde da es el área dtds del elemento 
que se muestra en la figura 12 -6h. De esta manera se tiene ya las siguientes expresiones 
equivalentes para elementos de corriente: 

Ws = Jdr = K<fo (12-10) 

12-2 La ecuación de continuidad 

En la introducción al capítulo 2 se mencionó que todos los experimentos indican que la 
carga neta se conserva. Es posible expresar esta ley fundamental de conservación de 
la carga en una conveniente manera cuantitativa en función de las cantidades que se aca¬ 
ban de definir. Supóngase que en la figura 12-4 la superficie S es una superficie cerrada 
estacionaria que limita un volumen V. En este caso, la razón total a la que la carga está 
fluyendo hacia afuera a través de la superficie S debe ser igual a la razón a la que la carga 
total dentro del volumen V está disminuyendo, dado que el total debe ser constante. 
Por lo tanto, si Q es la carga total en el volumen V, de (12-6), (2-14) y (1-59) se encuentra que 

-f -&■*-< 12 -"> 

Fue posible pasar de la tercera expresión a la cuarta, de la manera indicada, porque V 
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es un volumen de forma y tamaño constante, de modo que cualesquiera límites de integra¬ 
ción relacionados con la integral definida sobre V son independientes del tiempo; además, 
p puede ser una función de la posición además del tiempo. Si se combinan las últimas dos 
expresiones en (12-11), se obtiene 

/„( v ' j+ !) rf '-° (|2 - |2 > 

Puesto que la carga debe conservarse en todos los puntos del espacio y no sólo en cierta 
parte de un volumen dado, la integral debe ser correcta para cualquier volumen arbitrario, 
incluyendo uno arbitrariamente pequeño situado en cualquier parte. Y así, (12-12) sólo 
puede ser siempre verdadera si el integrando es igual a cero en todos los puntos del espa¬ 
cio, por lo que 


V-J+^=0 (12-13) 

A este importante resultado se le llama ecuación de continuidad y es una expresión 
matemática del resultado experimental fundamental de que la carga neta se conserva. 
Puede hacerse notar aquí que ciertos procesos especiales como la “producción de parejas” 
y la “aniquilación” de, por decir algo, electrones y positrones no violan este resultado 
porque la carga neta permanece constante, ya que siempre se “crean” o “destruyen” can¬ 
tidades iguales de carga positiva y negativa en este tipo de fenómenos. Se han encontrado 
resultados similares en reacciones más complicadas de la física nuclear y de alta energía, 
en la que se producen grandes cantidades de partículas; en todos los casos se conserva la 
carga neta. 

Si se combina (12-13) con (9-6) y (9-24), se obtiene la condición de frontera que 
debe satisfacer la densidad de corriente en una superficie de discontinuidad; 

ñ-(j 2 -Ji)=/ 2 „-y ln =-^ (12-14) 

Desde el punto de vista físico, esta condición expresa que si llega más carga que la que 
sale de una superficie dada, la carga deberá necesariamente acumularse ahí, y viceversa. 

En el caso especial de las corrientes estacionarias, en las que todo es constante en el 
tiempo, 3 p /d 1 y 3 a /3 f son ambas iguales a cero, por lo que los últimos dos resultados se 
simplifican así. 


V-J = 0 (12-15) 

ñ-(j 2 -j 1 )=y 2n -y,„=0 (12-16) 

Dado que toda la carga se conserva, p y J son claramente la densidad de carga y la 
densidad de corriente totales, respectivamente. Considérense ahora sus partes constituti¬ 
vas. Para empezar, tómese la carga ligada cuya densidad es p f} . Durante el proceso de pola¬ 
rización de un material, por lo general las cargas ligadas se moverán, de acuerdo con lo 
que se vio en la sección 10-1, por lo que es posible definir una densidad de corriente con¬ 
finada o ligada, J¿. Puesto que el proceso de polarización implica únicamente la separa¬ 
ción de cargas ligadas o la reorientación de los dipolos, las cargas ligadas necesariamente se 
conservan como se ilustra en (10-13). Por lo tanto, debe contarse con una ecuación de 
continuidad separada para las cargas ligadas, es decir, 
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V-J, + ^=0 (12-17) 

Si, de acuerdo con (10-10) se expresa p b — _ A • P, también se tiene que 

y, ya que esto debe ser cierto en todo el espacio, se puede escribir 

J.-f (12-18) 

identificando así la densidad de corriente confinada, A esta corriente muy a menudo se le 
llama la densidad, de comente de polarización, pues es una consecuencia del proceso de 
polarización. 

Dado que, de acuerdo con (12-13) la carga total se conserva y, como se muestra 
en (12-17) la carga ligada también se conserva, y la carga libre debe necesariamente 
conservarse también, por lo que se puede escribir que 

V-J /+ ^=0 (12-19) 


de lo que se desprende que 


A ' (J/2 - J/l) = Jf2n ~ JfU= ~ ^ ( 12 ' 2 °) 

de manera igual a la que sirvió para obtener (12-14). En el caso especial de las corrientes 
constantes se tiene que 


V-J / =0 y ñ-(J /2 -J n )=0 (12-21) 

Dado que es sobre las cargas libres y por lo tanto sobre las corrientes libres, sobre las que 
se tiene cierto grado de control, son por lo general las de mayor interés para un estudio 
como éste y, por lo tanto, el énfasis del mismo recae sobre ellas. Se suele clasificar a las 
comentes libres en dos grandes grupos que son las comentes de conducción y las corrien¬ 
tes de convección, aun cuando la distinción entre ambas no se encuentra perfectamente 
definida. En términos generales, las corrientes de conducción incluyen el movimiento de 
cargas en conductores, es decir, materiales que por su naturaleza intrínseca ya contie¬ 
nen cargas móviles. El ejemplo más típico de este tipo de materiales es el de los metales, 
aunque también se incluyen en esta clasificación las corrientes en los semiconductores y 
en las soluciones electrolíticas. En este último caso, los portadores de carga consisten en 
iones positivos y negativos que resultan de la formación misma de la solución. Por otro 
lado, las corrientes de convección se dan por lo general en el movimento de partículas 
cargadas en comentes o flujos a través de un espacio que por lo demás se encuentra al 
vacío, como es el caso de haces de iones, haces electrónicos en bulbos al vacío, partículas 
cargadas en el viento solar y cosas similares. Esta clasificación también puede incluir el 
movimiento físico de cuerpos macroscópicos cargados, tales como el movimiento de un 
pedazo de vidrio cargado positivamente por frotamiento. Es obvio que la clase más impor- 
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tante aquí' viene a ser la de las corrientes de conducción, mismas que se consideran a con¬ 
tinuación con mayor detalle. 


12-3 Corrientes de conducción 

Se puede tomar como un prototipo conveniente para este caso el de la corriente en un 
alambre metálico. Para una situación completamente estática, ya se encontró en (6-1) que 
E = 0 en el interior de un conductor. Cuando existen cargas en movimiento dentro del 
alambre, ya no se tiene una situación estática aun cuando pudiera ser estacionaria,de mo¬ 
do que es muy posible que E =^0 en el conductor. De hecho, el movimiento mismo de las 
cargas implica la existencia de ciertas fuerzas sobre ellas, lo que implica a su vez que el 
valor de E debe ser diferente de cero. En consecuencia, ya no debe esperarse que el con¬ 
ductor represente un volumen equipotencial. 

Por medio de la experimentación se encuentra que si se aplica una diferencia de po¬ 
tencial inicial a un conductor, existirán corrientes en él, pero que si después se le deja solo 
las corrientes terminarán por cesar, con lo que el conductor llega a un estado de equilibrio 
electrostático cuyas propiedades ya se estudiaron en el capítulo 6. También se encuentra 
que es posible mantener una corriente constante en un conductor por medio de una dife¬ 
rencia de potencial constante sólo si se le suministra energía continuamente al sistema 
desde una fuente externa. Por tanto, en algún lugar se está realizando un trabajo sobre 
estas cargas en movimiento cuando circulan por las trayectorias cerradas de los circuitos 
ordinarios. Si se realiza un trabajo total W q sobre una carga q cuando ésta transita por 
una trayectoria cerrada, la relación entre ambos recibe el nombre de fuerza electromotriz, 
£>, o simplemente, fem, de manera que se tiene, de acuerdo con (3-1), 


W l r r 

S = -^ = ^(pF,-í/s = (pE-rfs (12-22) 

Pero como se sabe de (5-5), el campo eléctrico conservativo con el que se ha estado traba¬ 
jando no puede realizar trabajo neto sobre la carga en un caso como éste, de modo que 
en algún lugar del circuito debe existir una fuente o fuentes de un campo eléctrico no 
conservativo E nc ; así, (12-22) puede expresarse como 


S=^E nc -ds (12-23) 

(Dado que el campo eléctrico puede medirse en volts/metros, se observa que la unidad 
para fem es el volt —la misma que para el potencial y para la diferencia de potencial). Más 
adelante se estudia cómo se pueden producir algunos de estos campos no conservativos, 
pero baste señalar aquí que la fuente más común y familiar de estos campos es la batería. 
Una batería realiza trabajo sobre una carga que pasa por ella, y la fuente de esta energía se 
debe esencialmente a las reacciones químicas de un tipo u otro dentro de la batería; por 
lo tanto, en cierto sentido una batería es como una bomba que puede ejercer trabajo 
sobre un fluido y levantarlo, por ejemplo, contra el campo conservativo gravitacional. 
La batería viene a ser un buen ejemplo de una fuente localizada de campo eléctrico no 
conservativo, de tal manera que E„ c en (12-23) es diferente de cero únicamente cuando 
la trayectoria de la carga pasa por la batería y E nc — 0 en todos los demás puntos del 
circuito. En este caso es posible referirse a la fem de la propia fuente como una cantidad 
específica, cuyo valor puede obtenerse de (12-23) como 
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Sfuente= / Kc'd S (12-24) 

J fuente 

Por lo tanto, y para simplificar, el resto de este estudio se restringirá a aquellas regiones 
conductoras en las que no existan campos eléctricos no conservativos, de modo que se 
pueda expresar E = — V4>y por tanto VX E =0, mientras se esté fuera de las baterías. 

Dado que E ejercerá fuerzas sobre las cargas en movimiento, debe existir cierta 
relación funcional entre y E, es decir, debe poder escribirse algo como =J^(E). Por 
el momento se tomará como cierto que J^(0) =0, quedando así excluidosde estas consi¬ 
deraciones los superconductores. La relación entre J^. y E puede llegar a ser muy compli¬ 
cada dependiendo del material de que se trate. Se trató con una situación muy similar en 
la sección 10-6 cuando se buscaba una relación entre P y E para los dieléctricos, y fue po¬ 
sible diseñar un esquema de clasificación similar. Sin embargo, aquí se pasará directamente 
al caso de un conductor isotrópico lineal , es decir, se supondrá que es posible escribir 

J f =oE (12-25) 

donde el factor de proporcionalidad o recibe el nombre de conductividad. (Esta es una 
notación estándar y no debe provocar confusiones; en aquellos pocos casos en los que se 
presente una densidad superficial de carga junto con una conductividad en la misma ex¬ 
presión, se utilizará el símbolo a ch para la densidad de carga). La ecuación 12-25 viene a 
ser otro ejemplo de ecuación constitutiva, como en el caso de D = eE, y únicamente la 
experimentación podrá decidir si resulta ser apropiada para un material dado. Se puede 
observar en (12-25) que a es independiente del campo E, aunque puede ser función de la 
posición y de otras variables tales como la temperatura. La unidad de o recibe el nombre 
de 1 (ohm-metro)' 1 y, dado que está en ampere/metro 2 y que E se expresa en volt/me¬ 
tro, es fácil encontrar que 1 ohm = 1 volt/ampere. 

Cuando se puede aplicar (12-25), la condición de frontera (12-21) para una corrien¬ 
te estacionaria puede expresarse completamente en función de E: 

ñ-(o 2 E 2 -a,E,) = 0 (12-26) 

Seguirá siendo cierto que nX (E 2 —Ej)=0, yaque VX E =0 en todas las regiones bajo 
consideración. De esta manera se tiene una situación similar a la que se encontró para los 
dieléctricos en la figura 10-14, en la que las líneas de E sufren una refracción al cruzar la 
superficie limitante entre dos medios de diferente conductividad. 

Si el material es también homogéneo, a será constante, es decir, independiente de la 
posición. A este respecto, a viene a ser una característica del material y debe encontrarse 
experimentalmente o calcularse por medio de teorías sobre las propiedades atómicas de 
la materia que se estudian en otras ramas de la física; por lo que aquí concierne, se le 
toma como una cantidad dada. No todos los materiales son lineales, isotrópicos y homo¬ 
géneos, pero las suposiciones hechas en (12-25) con a = const. funcionan muy bien para 
los metales y para las soluciones de electrólitos, por ejemplo. 

Si se tiene un conductor i. h.l. y además corrientes estacionarias, se pueden combinar 
(12-21), (12-25), (5-3) y (1-45) para obtener V • J = 0 = V • (a E)= a V *E = - a V 2 <¡>. En 
otras palabras, V 2 ó = 0 y el potencial aún satisface la ecuación de Laplace. Este resul¬ 
tado viene a proporcionar un método experimental para resolver la ecuación de Laplace 
fijando los valores de frontera de 0 requeridos en las fronteras de la región conductora, 
pues entonces, midiendo la magnitud y dirección de la densidad de corriente J/, se pue¬ 
den encontrar los valores de E a partir de E = J^/a. 
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Figura 12-7 Porción de un conductor que 
conduce una corriente total /. 


La relación J^=oE para un conductor i.h.l. es equivalente a la relación empírica 
macroscópica que se conoce como la ley de Ohm y, de hecho, a menudo recibe el nombre 
de la versión microscópica de la ley de Ohm. Puede entenderse el porqué de esto si se ana¬ 
liza la situación que se muestra en la figura 12-7. Se trata de una porción de un conductor 
uniforme de longitud I y sección A que lleva una corriente total I. Si \A¡f>\ es la magnitud 
de la diferencia de potencial entre sus extremos, entonces la magnitud de E =1 A<¡>\ //, 
de acuerdo con (5-3) y (1-38), ya que V0 es constante en esta región de dimensiones y 
corriente constante. De manera similar, la densidad de corriente es J ( —1¡A, de acuerdo 
con (12-6) si se supone que la corriente está distribuida uniformemente en toda la sec¬ 
ción, lo que viene a ser una aproximación muy exacta. Al sustituir estos valores en 
(12-25) se obtiene que I/A = a A(¡> |//, o sea, l=(oA/í) | A(p\. Así se logra una relación 
entre estas cantidades macroscópicas y se observa que la corriente es proporcional a la 
diferencia de potencial (o a la inversa). Esta relación generalmente se expresa en la forma 


/= M 

R 


donde el factor de proporcionalidad es 



(12-27) 


(12-28) 


La ecuación 12-27 viene a ser el resultado empírico descubierto por Ohm y conocido co¬ 
mo la ley de Ohm, mientras que a la cantidad R se le llama resistencia y se mide en ohms 
(es decir, volts/amperes). Se ha demostrado así la equivalencia entre (12-25) y (12-27) 
para un conductor i.h.l. y, al mismo tiempo, se ha obtenido (12-28) como un método 
para calcular la resistencia. Al recíproco de la conductividad, l/a, se le llama resistividad 
y generalmente se le asigna el símbolo p. 

Como se puede apreciar en la figura, está dirigido longitudinalmente a lo largo de 
este conductor uniforme, como es el caso de E, ya que son paralelos entre sí. Así, en la 
superficie, E es tangencial, y ya que según (9-21) las componentes tangenciales de E son 
continuas, existirá un campo tangencial en el exterior del conductor, que está dado por 
E = J j-/o. Esto representa un marcado contraste con el caso estático, en el que no sola¬ 
mente E = 0 en el interior del conductor, sino que además era necesariamente normal a 
su superficie, tal como se vio en (6-2) y en la figura 6-l¿>. 

Para concluir esta sección se utilizan algunos de los resultados anteriores para obte¬ 
ner una relación interesante e inesperada. 


Ejemplo 


Relación entre resistencia y capacitancia. Supóngase que se tienen dos conductores de la 
misma forma. Existen dos maneras en que se les puede utilizar. 
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<„) (/>) 

Figura 12-8 Dos conductores usados (a) como un capacitor y, (b) como una resistencia. 


1. Como un capacitor —supóngase que se llena la región entre estos dos conductores 
con un dieléctrico i.h.l. de capacidad inductiva específica e, y que se colocan cargas igua¬ 
les y opuestas en ellos como se muestra en la figura 12-8a. Se desea encontrar a la capaci¬ 
tancia. De acuerdo con (6-38), se sabe que es posible encontrar la diferencia de potencial 
evaluando la integral 

A <¡> = f Eds (12-29) 

sobre cualquier trayectoria conveniente entre las placas. Se puede expresar la carga libre 
Q en la placa positiva como una integral sobre su superficie S: 

Q —j Ofda = J" eE c/a = eJ*E-í/a (12-30) 

usando (2-16), (10-56) y (6-1). Al sustituir esto en (6-38) se tiene que la capacitancia 
puede expresarse como 



(12-31) 


2. Como una resistencia -esta vez no se llena el espacio entre las placas con un 
dieléctrico, sino con un conductor i.h.l. de conductividad a, tal como se ilustra en la figu¬ 
ra 12-8 b. Aquí también se mantiene la misma diferencia de potencial A0 entre las placas, 
haciendo que cada una de ellas tenga el mismo potencial que antes. Como se vio antes, 0 
satisface la ecuación de Laplace bajo estas circunstancias, y dado que las condiciones de 
frontera son exactamente las mismas en ambos casos, 0 (r) será idéntico para los dos, 
de acuerdo con el teorema de unicidad de la sección 11-1. En otras palabras, (12-29) 
representa aquí también la diferencia de potencial con exactamente los mismos valores de 
E para cada punto de la trayectoria de integración. La corriente total, I, que pasa entre 
las placas puede expresarse como la integral de superficie sobre la misma placa superior, 
por medio de (12-6) y (12-25); el resultado es 

/= j J f -da= J aE-da = a J E-da (12-32) 


Cuando se sustituyen (12-29) y (12-32) en (12-27) se encuentra que la resistencia de este 
sistema es 

a f E-dn 
1 Js 



E-ds 


(12-33) 
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Por comparación entre (12-31) y (12-33) se puede observar que l/R a — C/e, o sea, 

RC =- n (12-34) 

lo que viene a demostrar que estas dos propiedades del sistema no son independientes en¬ 
tre sí, sino que, de hecho, se encuentran relacionadas de esta manera simple. [ La rela¬ 
ción (12-34) se asemeja a un típico resultado de la termodinámica, yaque expresa una re¬ 
lación entre propiedades macroscópicas de un sistema sin dar una indicación del valor 
absoluto de ninguna de ellas]. Este resultado tan general puede también ser usado como 
una manera de medir C indirectamente, puesto que las mediciones de resistencia son 
comparativamente más fáciles de realizar por medio de un amperímetro y un voltímetro, 
mientras que la medición directa electrostática de C es, por lo general, algo bastante más 
complicado. 


12-4 Relaciones de energía 


En la sección anterior se mencionaba el hecho experimental de que solamente se puede 
mantener una corriente constante en un conductor si el sistema está recibiendo una ali¬ 
mentación constante de energía. Pero en una situación estacionaria, en la que todas las 
cosas permanecen constantes en el tiempo, no puede haber tampoco una acumulado" 
de energía eléctrica. Por lo tanto, todo lo que entra al sistema como energía eléctrica 
debe ser convertido a otra forma de energía y, de hecho, se observa que la energía 
eléctrica consumida se manifiesta en la forma de calor en el cuerpo del conductor. A 
continuación se expresa este hecho en forma cuantitativa. Ya se vio en (5-45) y 
(5-46) que el trabajo realizado por el campo eléctrico sobre una carga A q es A w = — A q 
A0 donde A<p es el cambio en el potencial. De esta manera se puede obtener la razón 
a la que se realiza trabajo eléctrico en el sistema, como Aw/At —— (A q / Ai ) A <p — — I Acp, 
de acuerdo con (12-1), ya que se tiene una corriente constante. En el caso estacionario, 
ésta también debe ser la razón de conversión de energía en calor. Si ve es la razón de 
producción de calor por unidad de volumen y se utilizan las dimensiones usadas en la fi- 
figura 12-7, en la que el volumen es AL, se obtiene que 


w 




Dado que i ( y E son paralelos, esto mismo también puede expresarse como 


vv=J / -E = oE 2 = 




(12-35) 


por medio de (12-25). A la cantidad w también se le suele dar el nombre de potencia 
'"disipada" por unidad de volumen. Ya que la unidad de potencia es 1 watt = 1 
joule/segundo, vv se mide en watts/metro 2 . 


12-5 Punto de vista microscópico 

I I resultado que se acaba de obtener es perfectamente general, ya que se derivó directa¬ 
mente de las leyes macroscópicas de la conservación de la energía y del significado 
de los conceptos de corriente y diferencia de potencial. Sin embargo, su origen puede 
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parecer hasta cierto punto oscuro, por lo que se impone una cierta “explicación” en 
función del comportamiento microscópico promedio de las cargas en movimiento 
dentro del conductor. En relación a la pregunta del “por qué” existe producción de 
calor, se encuentra la de “por qué” existe resistencia, para empezar. Aunque en el apén¬ 
dice B se tratan estas preguntas de una manera mucho más completa, es relativamente 
sencillo obtener una respuesta semicuantitativa para ambas preguntas, a partir de una 
imagen microscópica de la situación. 

Antes que nada, si el campo eléctrico produjera la única fuerza que actuara sobre la 
carga móvil, ésta tendría una aceleración constante dada por a = F (? /m —qE/m, siendo m 
la masa del portador de la carga. Pero si esto fuera cierto, la consecuencia sería que la ve¬ 
locidad aumentaría indefinidamente, cosa que no ocurre. Una corriente constante impli¬ 
ca, según (12-3), una velocidad constante y por ello una aceleración cero, es decir, una 
fuerza neta igual a cero. Por lo tanto, por lo menos en promedio, la fuerza eléctrica que 
apunta en la dirección del movimiento de las cargas debe estar balanceada por alguna otra 
fuerza en sentido contrario al del movimiento. Para encontrar el origen de esta otra fuerza 
considérese el caso específico de un metal en el que las cargas libres no son sino electrones 
de carga e cada uno de ellos. Se mueven en el metal, no en un vacío completo sino entre 
los iones del propio metal, los que a su vez se encuentran dispuestos conforme al arreglo 
regular del cristal. Es obvio que los electrones pueden chocar con estos iones (y entre ellos 
mismos también) y que en cada colisión su velocidad cambia. Entre colisión y colisión, 
el electrón será acelerado por el campo eléctrico, pero durante el choque el resultado de 
este proceso sufre un cambio brusco. De esta manera se puede concluir que son precisa¬ 
mente estas colisiones las que constituyen el origen de esa otra fuerza, y lo que realmente 
interesa viene a ser el efecto promedio de este fenómeno. Por analogía con los efectos 
similares de la mecánica en los cuales hay “fricción”, se tratará de describir un efecto total 
de los choques que dé como resultado una fuerza proporcional a la velocidad y dirigida en 
sentido opuesto; así, la fuerza mecánica se puede expresar como F q m - £v, siendo % un 

factor de proporcionalidad adecuado. La fuerza neta debe ser la suma de las fuerzas eléc¬ 
trica y mecánica: 


F net = ma=-eE-|v (12-36) 

Esta ecuación de movimiento permite la situación para la que a =0; de (12-36) se des¬ 
prende entonces que la velocidad, \d, sería constante: 

(12-37) 

A esta velocidad se le suele denominar velocidad de deriva; en mecánica se le conoce co¬ 
mo velocidad terminal, por ejemplo, en el caso de un objeto en caída vertical cerca de la 
superficie de la tierra y que está sujeto a la resistencia viscosa del aire. Si n es el número 
de electrones por unidad de volumen, la densidad de carga libre será —n(—2), y al susti¬ 
tuir esto y (12-37) en (12-3), se puede encontrar el valor de la corriente, que no es sino 

J /=p/^=(x) E 02-38) 

Esto viene a ser exactamente de la forma de la ley de Ohm en (12-25) y, por comparación, 
se puede observar que no sólo se ha logrado obtener su forma general a partir de este 




264 


Corrientes eléctricas 


análisis microscópico simplificado, sino que además se ha logrado obtener una expresión 
para la conductividad: 


a = 



(12-39) 


Cualitativamente, este resultado tiene propiedades muy razonables. Es proporcional a la 
densidad numérica de portadores de carga e inversamente proporcional al término “fric¬ 
cionar’ £, de modo que cuanto menor sea el efecto de las colisiones, mayor será la 
corriente para un E dado, y viceversa. Se puede ver también que es proporcional al 
cuadrado de la carga, de manera que en realidad es independiente del signo de la misma. 
No es posible hacer más avances en el cálculo de a sin antes valorar |. Sin embargo, para ello 
se requiere de las teorías detalladas de la física del estado sólido y del análisis de colisio¬ 
nes, temas que no son competencia de este texto. Por otro lado, es posible utilizar valores 
medidos de o para evaluar el factor £. 

Se ha visto así cómo el efecto global de las colisiones puede explicar el valor finito 
de la corriente. En forma cualitativa, se puede también describir cómo es que las 
colisiones explican también la conversión de energía eléctrica en calor, según (12-35). Una 
colisión no solamente cambia la dirección de la velocidad de un electrón, sino también 
su magnitud, quedando alteradas también la energía cinética tanto del electrón como del 
ion golpeado. Existe así una transferencia de energía del movimiento ordenado del 
electrón, provocado por el campo eléctrico, al movimiento desordenado del ion constitu¬ 
yente del cristal, que aumenta sus vibraciones al azar. Por medio de la termodinámica 
se puede saber que estos procesos son irreversibles, de manera que el efecto neto de las 
colisiones será incrementar la energía desordenada del cristal metálico. Pero es precisa¬ 
mente este aumento en el movimiento desordenado lo que se asocia con la producción 
de calor y, como ya se ha mencionado, es justamente esto lo que se observa, por lo que se 
puede concluir que esta producción de calor es también una consecuencia necesaria de los 
mismos procesos microscópicos que dan como resultado una conductividad finita. 


12-6 La consecución del equilibrio electrostático 

De acuerdo con lo visto en el capítulo 6, si se coloca una cierta cantidad de carga libre en 
o sobre un conductor, por lo general el sistema no se encontrará en estado de equilibrio, 
sino que deberá reajustarse por sí solo mediante corrientes, hasta lograr un estado final 
de equilibrio electrostático en el que toda la carga se localice en la superficie del conduc¬ 
tor y éste venga a constituir un volumen equipotencial. Sin embargo, hasta ahora no se 
conocen los detalles de este proceso ni el tiempo que le torna realizarlo en un caso repre¬ 
sentativo. Algunos de los resultados recién obtenidos pueden usarse para tener alguna 
idea de la naturaleza de este proceso; se trata de una situación no estacionaria, ya que las 
corrientes terminarán por valer cero. 

Considérese un material conductor i.h.l. para el que se pueda escribir que =cr E y 
D = e E. Dado que la densidad de carga dibre puede variar con el tiempo, se utilizan 
(12-19) y las relaciones obtenidas antes, junto con (10-41), para obtener una ecuación 
que únicamente incluye py. 
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de manera que p^- satisface la ecuación diferencial 


o 

dt e P/ 


( 12 - 40 ) 


cuya solución es 

p f ( t ) = p J (())e-/^p f (0)e-m ( 12 - 41 ) 

siendo r = e/o y p f (0) el valor inicial. Este resultado implica que la densidad de carga li¬ 
bre en un conductor i.h.l. ¡solamente puede disminuir! [Claro que seria posible hacerla 
aumentar, pero solamente mediante otros procesos distintos al de conducción descrito 
por = o E, tales como, por ejemplo, inyectar un pulso de electrones que lleguen al repo¬ 
so en el cuerpo del material. Sin embargo, al terminar el pulso la densidad de carga pro¬ 
ducida empezará a disminuir exponencialmente de acuerdo con (12-41)]. 

Así, mientras los procesos de conducción sean los únicos medios para obtener el 
equilibrio (p^- = 0), se puede observar que la manera de lograrlo será por medio de una 
disminución exponencial. La densidad de carga disminuirá por un factor 1/e en un tiempo 
T — e/o. A este comportamiento en particular se le suele llamar relajación; por eso, a r se le 
llama tiempo de relajación y su valor da una idea del tiempo requerido para lograr el equi¬ 
librio. Es posible obtener su valor para un metal característico. Para la mayoría de los 
metales e =* e 0 y para el cobre o =* 5.8 X I0 7 /ohm-metro, de modo que o —e/o =* (8.85 
X 10' 12 )/(5.8 X 10 7 ) «s ÍCT 19 segundos. Esto es un tiempo muy pequeño. Por ello, para 
el caso de muy buenos conductores, está bien tomar p f =0 en el interior y suponer que 
toda la carga libre se encuentra en la superficie, aun en el caso de una situación no esta¬ 
cionaria. (Se utilizó para a su valor de estado estacionario o de frecuencia cero, para el 
cálculo anterior. Como se verá más adelante, la propia conductividad es una función de la 
frecuencia, por lo que este resultado viene a ser una subestimación de r hasta por un fac¬ 
tor de 10 5 ; sin embargo, 10' ! 4 segundos Isigue siendo un tiempo muy pequeño!). 

Si las cargas ligadas de un dieléctrico no se encuentran en la distribución de equi¬ 
librio descrita por todos los resultados del capítulo 10, ellas también buscarán el equili¬ 
brio por medio de una relajación. Sin embargo, en este caso la conducción viene a ser un 
mecanismo inexistente o despreciable, por lo que los procesos de relajación se basan pri¬ 
mordialmente en ciertos tipos de agitación térmica. Este es en sí un campo de estudio 
separado y extenso, por lo que no es posible considerarlo aquí en detalle, y debe bastar la 
observación de que tales fenómenos existen. 


Ejercicios 

12-1 En un momento dado, cierto sistema tiene una densidad de corriente dada por 
J =A (x 3 x +y 3 y + z 3 z), siendo A una constante positiva, (a) / Cuáles son las unidades de 
A? ( b ) ¿Cuál es en ese instante la razón de cambio de la densidad de carga en el punto 
(2, — 1, 4)? (< j Considérese la carga total Q contenida en una esfera de radio a con centro 
en el origen. ¿Con qué rapidez cambia Q en ese instante? ¿Aumenta o disminuye Q1 

12-2 Verificar (12-7), (12-8) y (12-9). 

12-3 Una carga total Q se distribuye uniformemente en una esfera de radio a. La esfera 
empieza a girar alrededor de uno de sus diámetros con una velocidad angular constante 
cu. Supóngase que la distribución de cargas no se afecta con la rotación; encontrar J en 
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todos los puntos dentro de la esfera. (Expresarlo en coordenadas esféricas con el eje polar 
en coincidencia con el eje de rotación). Encontrar la corriente total que pasa por un semi¬ 
círculo de radio a fijo en el espacio con su base sobre el eje de rotación. 

12.4 Una esfera dieléctrica de radio a está polarizada uniformemente. Se le hace girar 
alrededor de uno de sus diámetros paralelo a P a una velocidad angular constante cu. 
Suponiendo que la rotación no afecta a P, encontrar las corrientes. Graficar el resultado 
contra las coordenadas apropiadas. Encontrar la corriente total que pasa por un semi¬ 
círculo de radio a fijo en el espacio con su base sobre el eje de rotación. 

12-5 Una esfera de radio a y centro en el origen está hecha de un material conductor i.h.l. 
El potencial en su superficie se mantiene a los valores dados por 0 O eos 6, siendo 0 O = 
const., en coordenadas esféricas. Encontrar la densidad de corriente libre Jy en todos los 
puntos de su interior. 

12-6 Dos “resistores” de resistencias Ri y R 2 se conectan entre sí y a las terminales 
T y f por medio de conductores de resistencia despreciable, tal como se muestra en la 
figura 12-9 a ; esta es una conexión “en serie”. Si ahora se aplica una diferencia de poten¬ 
cial A 0 entre las terminales, demostrar que esta combinación es equivalente a un solo 
resistor de resistencia R s =R t +R 2 - De manera similar, demostrar que 


T «1 «2 r 

o- wv—vw - ° 


M 



m 

Figura 12-9 (a) Resistores en serie. ( b ) Resistores en paralelo. 

la resistencia equivalente de la conexión “en paralelo” que se muestra en ( b ) es igual a 
l¡R p =(l/Ri) +WR 2 \ 

12-7 Un cable recto y largo conduce una corriente constante I. La corriente se distribuye 
uniformemente en la sección circular de radio a. Considérese una longitud l del cable que 
tiene una resistencia R . Encontrar el campo eléctrico en la región al vacío justamente 
afuera del cable, y expresarlo en función de las cantidades dadas. (En total, esta porción 
del cable es neutral). 

12-8 Considérese un dieléctrico cuya conductividad es diferente de cero. (Por lo general, 
su conductividad será pequeña en comparación con la de un metal, es decir, que es un 
“mal conductor”). Supóngase que el dieléctrico es lineal e isotrópico tanto en cuanto a 
sus propiedades dieléctricas como en cuanto a las conductoras. Supóngase que las corrien¬ 
tes son libres y estacionarias, (a) Si el material no es homogéneo, demostrar que existirá 
una densidad volumétrica de carga libre en el material dada por 

P/=J/-^) 02-42) 

( b ) Demostrar que en la superficie de discontinuidad entre ambos materiales existirá una 
densidad superficial de carga, dada por 




(12-43) 
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12-9 Dos grandes placas planas paralelas conductoras se encuentran separadas por una 
distancia d. La región entre ellas se llena con dos materiales i.h.l. cuya superficie de sepa¬ 
ración es un plano paralelo a las placas. El primer material (con propiedades ffj y e,) 
tiene un grosor x, mientras que el segundo (Ctj, £ 2 ) mide d — x. Existe una corriente 
estacionaria entre las placas que se mantienen a potenciales constantes (p¡ y <p 2 - Encontrar 
el potencial en la superficie de separación de los dos medios y la densidad superficial de 
carga libre allí. 

12-10 La región entre los cilindros coaxiales de la figura 6-12 se llena con un material 
conductor i.h.l. Si se aplica una diferencia de potencial Adentre los cilindros, encontrar 
la corriente entre los cilindros para una longitud L del sistema. 

12-11 Considérese una placa infinita de dieléctrico conductor de grueso d y caras planas 
paralelas. Dos cilindros metálicos, cada uno de radio A, tienen sus ejes paralelos y aúna 
distancia D de separación. Estos cilindros atraviesan el dieléctrico con sus ejes normales 
a las caras planas paralelas. Si se aplica una diferencia de potencial A0 entre estos “elec¬ 
trodos” metálicos, encontrar la corriente / que pasará de uno al otro. 

12-12 Un cable muy largo de radio a se cuelga cerca del fondo de un lago muy profundo. 
Supóngase que el largo tiene un fondo plano que es muy buen conductor. El cable se en¬ 
cuentra paralelo al fondo y a una altura h sobre él. Si la conductividad del agua es a, 
encuentra la resistencia entre el cable y el fondo para una longitud L del sistema. 

12-13 Demostrar que cuando se integra (12-35) sobre el volumen total de un conductor 
uniforme, la razón ttotal de producción de calor puede expresarse como / 2 R, 

12-14 Demostrar que, cuando un circuito completo incluye una fuente localizada de fem. 
£, la corriente de estado estacionario, I, estará dada por I = £//¿, siendo R la resistencia 
total del circuito. (Véase el ejercicio anterior). 

12-15 Demostrar por integración directa que cuando un capacitor se carga por medio de 
una batería de fem £, la cantidad de calor desarrollado en el circuito es igual a la energía 
electrostática final del capacitor. 

12-16 Dos placas metálicas cuadradas de 0.1 metro por lado son paralelas entre sí y están 
separadas por una distancia de 10‘ 2 metros. La región entre las placas se llena con agua 
de conductividad 10’ 3 (ohm-metro)" 1 . Si se mantiene una diferencia de potencial de 150 
volts entre las placas, encontrar la razón de cambio de la temperatura del agua. (Despre¬ 
cíense los efectos de borde y las pérdidas de calor hacia las regiones fuera del agua). 

12-17 Un cable de cobre de 2.5 milímetros de diámetro conduce una corriente de 10 
amperes. Supóngase que existe un electrón por cada átomo de cobre; encontrar la veloci¬ 
dad de deriva. [El cobre tiene una densidad de 8.92 gramos/centímetro 3 , un peso 
atómico de 63.5 gramos/mol y el número de Avogadro es 6.02 X 10 23 /ml.]. 

12-18 En la sección 12-5 se discutió un esquema microscópico que asociaba el concepto 
de la resistencia de un metal a las colisiones que tienen lugar entre los electrones móvi¬ 
les y los iones metálicos. Desde este punto de vista, ¿Cuál sería el efecto sobre la resis¬ 
tencia si se aumenta la temperatura del conductor? 

12-19 Verificar que e/a tiene dimensiones de tiempo. 

12-20 Encontrar el tiempo de relajación para un vidrio de resistividad 10 12 ohm-metros 
y una capacidad inductiva relativa de 4.0. 

12-21 Se llena la región entre las placas de un capacitor con un material de conductividad 
finita para dar una resistencia resultante total igual a R. Demostrar que la carga sobre las 
placas disminuirá a 1/e de su valor inicial en un tiempo RC, siendo C la capacitancia. 
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Es interesante observar que el tema general que hoy se conoce como magnetismo se inició 
también con la observación de que ciertos materiales naturales podían atraer otros materia¬ 
les. Se supone que el nombre proviene de una cierta asociación de estos objetos con la an¬ 
tigua ciudad de Magnesia en el Asia Menor, ya que podían encontrarse en sus cercanías. 
Por muchos siglos se pensó que este tema era independiente de la electricidad. Sin embargo, 
durante ese tiempo la gente sí aprendió acerca de las propiedades magnéticas de la Tierra 
y se inventó la brújula. El primer indicio de una posible conexión entre la electricidad y 
el magnetismo ocurrió en 1819, cuando Oersted descubrió por accidente que una comente 
eléctrica podía ejercer ciertas fuerzas sobre una brújula magnética. Ampere supo de la obser¬ 
vación de Oersted y rápidamente encontró que una corriente eléctrica también ejerce fuer¬ 
zas sobre otra corriente eléctrica. Inició un estudio sistemático de estas fuerzas y por medio 
de una serie de ingeniosos y elegantes experimentos durante el período de 1820 a 1825 pu¬ 
do deducir la forma de la ley básica de la fuerza entre corrientes eléctricas. Unos 50 años 
después, Maxwell describió el trabajo de Ampere como “uno de los logros más brillantes de 
la ciencia.” 

Estas fuerzas entre corrientes estacionarias constituyen nuestro punto de partida, que¬ 
dando para un capítulo posterior la descripción de los materiales magnéticos y el efecto de 
los materiales magnéticos y el efecto de materia en general. Dado que están implicadas las 
cargas no se encuentran en reposo sino en movimiento. Sin embargo, como ya se vio en el 
capítulo anterior, las cargas se mueven a velocidad promedio constante en las corrientes es¬ 
tacionarias. Bajo estas circunstancias, las fuerzas implicadas también serán constantes con 
respecto al tiempo; es ésta la justificacción para llamar a este tema magnetostática. 


13-1 Fuerza entre dos circuitos completos 

Al introducir la ley de Coulomb en la sección 2-2 se manejaron cargas puntuales individua¬ 
les. Por analogía, sería, de esperarse que aquí también se consideraran “pequeños pedazos” 
de corrientes para estudiar las fuerzas entre ellos. Lo más natural sería tomar un elemento de 
corrientes según (12-10), ya que representa tanto la mgnitud de la corriente como su di¬ 
rección local. Sin embargo, a nivel de laboratorio es necesario manejar circuitos completa¬ 
mente cerrados de corriente constante, por lo que es necesario tomar la fuerza total entre 
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Figura 13-1 Relaciones entre los circuitos utilizados para enunciar la ley de Ampere. 

dos circuitos completos como la ley experimental fundamental. Una vez logrado esto, se 
podrá, en la medida de lo posible, deducir una fórmula que describa la fuerza entre los ele¬ 
mentos de corriente hipotéticos. 

Considérense dos circuitos completos ideales, C y C\ que conducen corrientes cons¬ 
tantes filamentales, / e /', respectivamente. La figura 13-1 ilustra esta situación. Lo que se 
desea obtener es la fuerza total que C ejerce sobre C, denotada F c’~*C. Los circuitos son 
ideales porque el diagrama no considera las baterías. Supóngase que las baterías necesarias 
se encuentran situadas en alguna posición lejana y que los cables conductores que las unen 
a los circuitos se encuentran perfectamente entrelazados, ya que de acuerdo con uno de 
los primeros experimentos de Ampere, dos corrientes contrarias que se encuentran muy cer¬ 
ca entre sí no producen ningúnefecto sobre otra corriente. A pesar de lo que se expuso un poco 
más arriba, el resultado de la fuerza total se expresa en función de los elementos de corriente 
I ds y I'ds que se muestran; su localización con respecto a un origen arbitrario está dada por 
sus vectores de posición r y r. y su vector de posición relativa se define, como siempre, como 
R = r - r', es decir, que se dibuja desde el “punto fuente” al “punto de campo”. (Puede ser 
de utilidad comparar la figura 13-1 con la figura 13-1 con la figura 2-2.) Se supone que existe 
vacío en toda la región no ocupada por la corrientes. 

La ley experimental básica que da la fuerza total que C’ ejerce sobre C puede escri¬ 
birse como 


F c'->c 


/¿ feX(/WXR) 

4it r c r c - ri 


(13-1) 


y recibe el nombre de ley ae Ampere. Nótese que su forma incluye una doble integral de 
línea, cada una de las cuales se toma sobre el circuito correspondiente. Desde luego, pare- 
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ce incríble que una fórmula de la generalidad implicada por (13-1) pueda haberse deducido 
de unos cuantos experimentos con circuitos de forma simple, según los realizó Ampere. La 
ecuación 13-1 representa evidentemente, una generalización de resultados que se han en¬ 
contrado para una gran variedad de casos particulares. 

El factor /4tt que aparece en (13-1) es una constante de proporcionalidad cuyo 
valor numérico depende del sistema de unidades que se esté empleando; se puede observar 
que las dimensiones de pp son de fuerza/(corriente) 2 . En el SI que se utiliza aquí (unidades 
MKSA),/z 0 se define precisamente como 

/t 0 = 47rx 10~ 7 newton/(ampere) 2 

= 47t X 10 _7 henry/metro (13-2) 

A esta constante p 0 se le denomina Va permeabilidad del espacio libre y generalmente se le 
expresa en la segunda de las formas; al comparar ambas formas se observa que 1 henry = 1 
joule/ (ampere) 2 . Dado que el newton y el metro ya se han determinado por otras defini¬ 
ciones independientes, se puede observar que esta definición de p 0 viene a fijar la unidad 
de corriente, que es lo único que no está definido en (13-1). Así, (13-2) es esencialmente 
la definición del arnpere y, por lo tanto, del coulomb. 

Si existen diferentes circuitos que puedan interactuar con C, la fuerza ejercida por ca¬ 
da uno de ellos estará dada por expresiones similares a (13-1), siendo la fuerza total sobre 
C, la suma vectorial de ellas; 

F C = F total S obreC = 2 F C'^C ( 13 -3) 

C' 

Aunque es posible generalizar (13-1) y (13-3) para incluir corrientes distribuidas, con la ayu¬ 
da de (13-10), resulta conveniente por ahora restringir el asunto a corrientes filamentales 
exeusivamente. 

El integrando de (13-1) es bastante más complicado desde el punto de vista direccional 
que en el caso de la ley de Coulomb expresada, por ejemplo, por (2-15), ya que el integran¬ 
do depende de la orientación relativa de las tres cantidades ids^ds y R. Nótese también 
que las cantidades relativas a los dos circuitos aparecen en el integrando en forma no simé¬ 
trica. Este hecho puede ser preocupante, y cabe la duda de que si se intercambian los pape¬ 
les de C y C' la fuerza que C ejerce sobre C' podría no ser igual y opuesta a la que C ejerce 
sobre C, como sería de esperarse de acuerdo con la tercera ley de Newton aplicada a estos cir¬ 
cuitos completos macroscópicos. Sin embargo, se puede ver que esta falta de simetría es sólo 
aparente, para lo cual basta expresar el mismo resultado de otra manera. Usando (1-30, 
(1-143) y (1-38) se encuentra que 


IdsX(r ds' XR) 
R 2 


= H'ds'^ds~ J- — 


R(ds-ds') 


R‘ 


= - Il'ds' 


r/s-VÍ 

1 


_ H'R(ds-d$') 

= ~.//Wr/ r (l) - 


R 2 

H'R(ds-ds') 


(13-4) 


donde se ha escrito dc(\¡R) para indicar el cambio diferencial en (1 ¡R) que resulta de un 
desplazamiento a lo largo de C. Al sustituir (13 4) en (13-1), se encuentra que la fuerza total 
puede también expresarse como 
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F, 


c 


¡k¿r_ 

47 T 


á ds 'iMi) 


477 T c Jc' R 2 


(13-5) 


donde, para el primer término, primero se integra sobre C y después sobre C\ La integral 
sobre C tiene la t'orma de una integral sobre una trayectoria cerrada del diferencial de un es¬ 
calar y, dado que los puntos inicial y final coinciden, se tiene 





= 0 


por lo que el primer término de (13-5) desaparece, quedando 

como otra expresión que dulamisma fuerza total. De hecho, se puede considerar que (13-6) 
es otra versión de la ley de Ampere en el vacio. En esta forma los circuitos parecen tener 
mayor simetría, a excepción de R, que tiene un sentido definido. Si se utilizara (13-6) pa¬ 
ra calcular la fuerza que C ejerce sobre C’ se tendría 


(13-7) 


(13-6) 


siendo R’ = r - r. Dado que R’ = | r’ - r| = r, se tiene que ÍC = ~R; de (1-16) se desprende 
también que ds • ds = ds • ds\ Así, al comparar (13-6) y (13-7) se observa que 

F c ^ c .= -F r .^ c (13-8) 


como era de esperarse para las fuerzas totales. 

Este cálculo demuestra que existe una gran ambigüedad en la expresión para la fuer¬ 
za total sobre un circuito completo que, después de todo, es lo único que puede medirse 
en un laboratorio. De hecho, se podrían escribir infinitas “versiones ” de la ley de Ampere 
simplemente añadiendo al integrando de (13-1) cualquier función que se anule al integrar 
sobre un circuito completo. Sin embargo, la experimentación ha demostrado que no se ga¬ 
na nada con ello, que la fórmula dada en (13-1) resulta ser la más útil y que existen muchas 
razones para preferirla, según se verá más adelante. 

Aquí se ha supuesto una situación estática, es decir, que los circuitos se encuentran 
en reposo en posiciones fijas. Esto significa que para que C pueda estar en equilibrio se re¬ 
quiere de una fuerza mecánica adicional, F c m , de modo que la fuerza resultante sea igual 
a cero; en otras palabras, se debe tener 

F c-»c + F c ,™ =0 O 3 ’ 9 ) 


Lo mismo se aplica para C\ 

Como ya se ha dicho antes, la ley de Ampere (13-1) es una generalización de los re¬ 
sultados de muchos casos especiales. Como siempre,para poder utilizar esta ley se hace ne¬ 
cesario evaluarla para casos especiales y obtener resultados que puedan ser verificados de 
manera relativamente fácil en un laboratorio. Como ilustración de la utilidad de (13-1), se 
le aplicará a un caso particular muy sencillo e importante. 
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13-2 Dos corrientes paralelas infinitamente largas 

Considérense dos circuitos rectos infinitamente largos que conducen corrientes leí’. Son 
paralelos entre sí y se encuentran separados por una distancia p. Por especificidad, úsense 
coordenadas cilindricas y tómese el eje z en coincidencia con la corriente fuente como 
se ilustra en la figura 13-2. En ambos casos, cada corriente debe ser parte de un circuito com¬ 
pleto; se supone que las porciones que faltan seextiendenalolargodealgunas curvas grandes 
en el infinito (como por ejemplo, grandes semicírculos) y que están tan lejos que sus contri¬ 
buciones pueden despreciarse por la presencia de R 2 en el denominador de (13-1). En la 
figura se puede observar quer =pp + z z y quer’=z’z,de modo que R = r — r’ = pp 4 ■(z—z T )± 
y que R 2 = p 2 + (z - z ’) 2 . Dado que en el caso p y p son constantes, se observa también 
queJs -dr=dz z y que¿&'=c/r =dz ’z. Utilizando estos resultadosy R = R/R, se encuentra que 

dsX(ds'XR) = dz dz'zX {zX[pp- (z - z')z]} = _ pdzdz’p 

R 2 R 3 [ P 2 +{z-zf ] 3/2 

(13-10) 


por (176) y (1-26). Al sustituir esto en (13-1) se tiene 


Fc'~*c — 


Po H'pp f°° dz r°° dz' 

4tT ^-oo[ p 2 + ( z _ z f]V2 


(13-11) 


donde los límites de la integral cubren los circuitos C y C’. Si se hace ahora la sustitución 
t = z’ — z, de manera quer/t =dz ’ porquez es constante durante la integración con respecto 
a z se obtiene que la integral con respecto a z' es 


i 


di 


»(p 2 + / 2 ) 3/2 P 2 


de acuerdo con (3-7) y (3-8). Por lo tanto, (13-11) se reduce a 


f'c'-.c — 


Po H'P 
2 TTp 



(13-12) 


Si ahora se realizara la integración con respecto a z, es decir, sobre C, se obtendría una fuerza 
infinita. Sin embargo, todavía es posible obtener alguna utilidad de este resultado si se ob¬ 
serva que el integrando es independiente de z, de manera que la fuerza sobre una longitud 
dz del circuito estará dada por dF - - (p 0 irp/2irp) dz. Así, si se introduce una fuerza por 
unidad de longitud, f c , se puede escribir 



thU’p 

llTp 


( corrientes) 
paralelas / 


(13-13) 


Puede observarse que la magnitud de i c es constante, que es proporcional al producto de 
las corrientes e inversamente proporcional a la separación p y que su dirección es perpendi¬ 
cular a las corrientes. En efecto, dado que el coeficiente de p (13-13) es negativo, de la 
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Figura 13-2 Cálculo déla fuerza entre dos corrientes paralelas infinitamente largas. 


figura 13-2 se puede observar que ésta viene a ser una fuerza de atracción entre CyC', di¬ 
rigida de C aC' 

En la figura 13-2 se supuso que leí' tenían la misma dirección. Si ahora se toman 
/ e I 'en direcciones opuestas, bien dsó ds deberá tener signo opuesto al que tenía antes, 
ya que el elemento de línea se define en la misma dirección de la corriente. En (13-10) se 
puede apreciar que esto haría que el producto cruz doble tuviera signo cambiado, con lo 
que (13-13) quedaría 


Mo II P ( corrientes \ 

27rp \ antiparalelas ) 


(13-14) 


que viene a ser de repulsión sobre C. 

Se puede resumir la naturaleza cualitativa de estos resultados diciendo que corrientes 
paralelas (iguales) se atraen entre sí, mientras que corrientes antiparalelas (opuestas) se re¬ 
pelen; esto viene a ser, en cierto sentido, “opuesto” al comportamiento observado con las 
fuerzas electrostáticas entre cargas. 

Un caso particular de (13-14) que resulta de interés ocurre cuando las corrientes son 
iguales; cuando/= /( queda 


(13-15) 

Esta situación se podría lograr en la práctica haciendo que los alambres rectos paralelóse y C' 
de la figura 13-2 sean porciones del mismo circuito, conectando sus extremos en el infini¬ 
to para cerrar el circuito. En este caso se tendría la certeza de contar con corrientes iguales 
y opuestas, de modo que se pudiera aplicar (13-15). Pero dado que p 0 se encuentra definido 
ya en (13-2), no queda ninguna cantidad arbitraria en (13-15), de modo que es posible en¬ 
contrar el valor absoluto de / en amperes al determinar las cantidades mecánicas i c y p. En 
otras palabras, se puede utilizar (13-15) para medir /; este viene a ser esencialmente el mé¬ 
todo que en realidad se emplea para determinar el valor del ampere. Una vez que se haya 
encontrado el valor de una corriente I por medio de este método, el valor / 'de otra co- 


, _ PqI 2 P 

c 2 tt p 
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mente cualquiera puede encontrarse en principio por medio de esta configuración,ya sea 
que (13-13) o (13-14) se usen para describir la fuerza medible por unidad de longitud. 

13-3 Fuerza entre elementos de corriente 

Aunque a menudo resulta impmdente llegar a conclusiones acerca de un integrando a par¬ 
tir de la naturaleza y valor de una integral definida, eso fue lo que se hizo, por ejemplo, pa¬ 
ra obtener (7-29), y ahora se hará otra vez en lo que sigue. La forma de (13-1) es tal que pue¬ 
de escribirse como 


Fc^c = 



(13-16) 


y se le puede dar al integrando 


dF 


e'-+e 


Ho IdsX(f'ds'XR) 

477 - R 2 


(13-17) 


una interpretación natural como la fuerza ejercida sobre el elemento de corriente Ids por 
el elemento de corriente Ids’. Se podría considerar que ésta fuera otra versión más de la ley 
de Ampere y, de hecho, es lo que se hace a menudo. Como ya se indicó, no es posible rea¬ 
lizar experimentos directos sobre elementos de corriente, pero esta ecuación sí permite una 
generalización verificable aplicada a cargas puntuales en movimiento y está en concordan¬ 
cia con todo lo que se hará más adelante. En esta forma, (13-17) guarda una analogía ines¬ 
perada con la ley de Coulomb, incluso con la dependencia respecto al inverso del cuadro de 
la distancia R entre los elementos. 

Sin embargo, en contraste con la ley de Coulomb, dF e > -* e por lo general no queda 
en la dirección Rde la línea que conecta los elementos. En consecuencia, la tercera ley de 
Newton no se satisface en (13-17) aun cuando sí funcionó para los circuitos generales en 
(13-8). Para mostrar esto, se calcula la fuerza que Ids ejerce sobre I'ds'-, como se vio antes, 
ésta se puede obtener intercambiando las cantidades primas y no primas en (13-17) y rem¬ 
plazando R con ~R, De esta manera se tiene que 


/¿o I'ds'X(IdsXR) 

4i t r 2 


(13-18) 


siendo todavía R = r '. Por medio de (1 -30) se encuentra que si se suman (13-17) y (13-18) 

se tiene 

dF,^e + dv e ^ = ^ [ R X (ds' X ds) ] (13-19) 


que por lo general no es igual a cero, en contraste con (13-8). Esta suma será igual a cero 
solamente sids'yds son paralelos, como lo son en la figura 13-2, o si Res perpendicular al 
plano formado pords y ds'. 

Si se hace lo mismo con la forma (13-6) que es más simétrica, se obtiene todavía otra 
forma posible de la fuerza entre elementos de corriente, es decir, 


Mu [(7ds)-(/'ds')]R 

4v R 2 


(13-20) 
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Figura 13-3 Elementos de corriente "cruzados". 


cuya dirección es a lo largo de la línea que une los elementos. También 
resulta fácil comprobar que esta forma satisface la tercera ley, es decir, 

dV e ,^ e +dV e ^ e .=0 (13-21) 


Aunque (13-17) y (13-20) dan el mismo valor para la fuerza total entre circuitos com¬ 
pletos, pueden dar resultados diferentes cuando se les aplica a elementos. Por ejemplo, su¬ 
póngase que la corriente / de la figura 13-2 estuviera dirigida hacia la página mientras que 
/' se mantuviera sin cambio. El aspecto de estas corrientes “cruzadas” es el mismo que se 
muestra en la figura 13-3, que se ha dibujado como si se mirara hacia el origen de la figura 
13-2 en la dirección - p; recuérdese que las dos corrientes de la figura 13-3 siguen separadas 
por una distancia p. En este casóos yris' son perpendiculares entre sí,de manera que (13-17) 
resulta dF e ’ ( , # 0. La razón de esta discrepancia es que al pasarde(13-l)a(13-5)se per¬ 

dió, en efecto, un término que es cero para un circuito completo pero que no lo es para los 
integrandos; esto quedó demostrado explícitamente en (13-4). 

Si (13-20) tiene una apariencia más simétrica, si su dirección es sobre la línea que une 
los elementos,si tienelapropiedad tandeseable expresadaen (13-2 l)en contraste con( 13-19), 
entonces, ¿por qué es (13-17) la forma más aceptada para la fuerza entre elementos de co¬ 
rriente en lugar de aquélla? Dejando a un lado la futura comparación con el experimento, 
es posible notar que (13-20) posee un problema inherente que la descalifica páralos pro¬ 
pósitos deseados. Debido a su proporcionalidad con respecto aá * ds', (13-20) involucra 
el coseno del ángulo entre los elementos. Por ello no puede expresarse en forma de producto 
entre el elemento id s y algo independiente de ese elemento, es decir, un campo. Dado que 
esta propiedad de producto es esencial para el desarrollo de una teoría que se basa en cam¬ 
pos, no queda otra más que abandonar (13-20). Por otro lado, (13-17) sí posee la forma de¬ 
seada que permite la introducción de un campo nuevo, como se hará en seguida, por lo que 
aquí se toma (13-1) junto con (13-17) como la ley fundamental de la magnetostática. 


Ejercicios 

13-1 Aplicar (13-6) al sistema de la figura 13-2 y así demostrar rectamente que se vuelve 
a obtener (13-1 2). 

13-2 Para tener una mejor idea de la magnitud de las fuerzas magnéticas, encontrar la fuer¬ 
za por unidad de longitud entre dos corrientes de 10 amperes muy largas y opuestas, sepa¬ 
radas entre sí por 1 centímetro. Encontrar la relación de esta fuerza al peso por unidad de 
longitud del cable de cobre descrito en el ejercicio 12-17. 
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13-3 Considérense las dos corrientes rectas infinitamente largas que se muestran en la fi¬ 
gura 1 3-4. /’ coincide con el eje y. I es paralela al plano yz, se encuentra a una distancia p 
del mismo, cruza el eje x en y -z =0 y forma un ángulo o con el plano xy, como está mos¬ 
trado. Demostrar que la fuerza sobre I de C ejercida por /’ de C‘ es igual a -{¡íqU' cotax. 

13-4 Considérense los dos circuitos que se muestran en la figura 13-5. Todas las corrientes 
se encuentran sobre el mismo plano. C’ es infinitamente largo. Los lados del rectángulo de 
longitud b son paralelos a C’. Encontrar la fuerza total sobre c. ¿Es ésta de atracción o de re¬ 
pulsión? 

13-5 Una hoja de corriente, plana e infinita, coincide con el plano xy. La densidad de co¬ 
rriente superficial es K’ = K *y siendo K ‘ = const. Un alambre muy largo que conduce una 
corriente I es paralelo al eje y e intersecta el eje z positivo a una distanciad del origen.En¬ 
contrar la fuerza por unidad de longitud sobre el alambre. 

13-6 Una corriente /' se distribuye uniformemente sobre un cilindro muy largo cuya sec¬ 
ción circular tiene un radio a. El eje del cilindro coincide con el eje z. /’ está en la dirección 
de z positiva. Una corriente I muy larga se encuentra paralela al eje z; su dirección es tam¬ 
bién la de z positiva. I cruza el eje x positivo a una distanciad del origen. Encontrar la fuer¬ 
za por unidad de longitud sobre la corriente /. [Seguramente se necesitará utilizar (3-16).] 
13-7 Un circunferencia de radio a se encuentra sobre el plano xy con su centro en el ori¬ 
gen . Conduce una corriente /’ que circula en sentido contrario al de las manecillas del reloj 
cuando es vista desde los valores positivos de z hacia el origen. Una corriente / muy larga 


a 



Figura 13-5 Los circuitos del ejercicio 13-4. 
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es paralela al eje x y está dirigida en el sentido positivo de x, intersectando el eje z positivo 
a una distancia d del origen. Encontrar la fuerza total sobre el circuito C que conduce a I. 
13-8 Circunferencias, cada una de ellas de radio a, conducen corrientes que circulan en el 
mismo sentido. Una de ellas, con una corriente I , se encuentra sobre el plano xy y tiene su 
centro sobre el eje z positivo a una distancia d del origen. Encontrar la fuerza sobre el cir¬ 
cuito de corriente I. Expresar la respuesta en función de los ángulos o y a' de las coorde¬ 
nadas cilindricas, pero dejar la respuesta en forma de integral. 

13-9 Cuatro cables rectos muy largos conducen cada uno de ellos la misma corriente /. 
Todos son paralelos al eje z e intersectan el plano xy en los puntos (0,0), (a, 0), (a,a) y (Ofl). 
El primero y el tercero tienen sus corrientes en la dirección z positiva; los otros dos tienen 
sus corrientes en la dirección negativa de a. Encontrar la fuerza total por unidad de longi¬ 
tud sobre la corriente que corresponde al punto ( a,a). 



Capítulo 

14 

Inducción magnética 


La ley de Ampere es otro ejemplo de una ley de “acción a distancia.” Al principio del capí¬ 
tulo 3 se vio que la ley de Coulomb poseía una propiedad similar y se concluyó que sería 
de utilidad dividirla en dos partes, introduciendo el campo eléctrico como una especie de 
intermediario para describir la interacción entre cargas. Aquí se hará lo mismo para estudiar 
la fuerza entre corrientes. Por razones históricas, el campo que se utiliza para este propó¬ 
sito recibe el nombre de “inducción magnética”; el nombre “campo magnético” se reserva 
por lo general para otro campo vectorial que se definirá más adelante, cuando se estudien 
los efectos de la materia. 


14-1 Definición de la inducción magnética 

Recuérdese que el paso de la ley de Coulomb al campo eléctrico fue posible porque en la 
sección 3-1 se pudo expresar la fuerza sobre una carga como el producto de la carga y otra 
cantidad a la que se llamó campo eléctrico. Aquí se expresará (13-1) de una manera similar 
como 


Fe -c = 




(14-1) 


El factor entre paréntesis es independiente del elemento de corriente Ids en la posición r, 
pero sí depende de la distribución de otros elementos de corriente con respecto a Ids. Si a 
la cantidad entre paréntesis se le denota como B(r) y se utiliza (1-139), se tiene 


y 


I'ds'XR _ Ho ¿ I'ds'XR 
’ R> 4vrbP c , *3 

F c .^ c = ^WsXB(r) 


(14-2) 


(14-3) 
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El campo vectorial B definido así recibe el nombre de inducción magnética; a veces tam¬ 
bién se le llama densidad de flujo magnético o simplemente campo B. Además, (14-2) es 
conocida por lo general como la ley de Biot-Savart. 

De (14-3) se puede deducir que la unidad de B es 1 newton/(ampere-metro). Sin 
embargo, no es usual emplear esta combinación, sino que la unidad de B tiene dos formas 
estándar: 1 tesla = 1 weber/(metro) 2 . Al comparar estas formas con la anterior, se observa 
que 1 weber = l joule/ampere = 1 volt-segundo. 

Así, por medio de este procedimiento se ha introducido otro campo vectorial, B, que 
puede calcularse para cualquier punto de campo r por medio de (14-2), aun cuando no 
exista allí ningún elemento de corriente sobre el que se pueda ejercer una fuerza. Como 
con E, puede aquí también adoptarse la interpretación de una simple conveniencia mate¬ 
mática por medio de la cual el cálculo de B viene a ser un enunciado de contingencia que 
indica cuál sería la fuerza sobre un circuito C si éste se colocara ahí. Por otro lado, puede 
también considerarse a B, tal como en la sección 3-4, como una entidad física real en sí 
misma. 

Si existe más de un circuito fuente, se puede encontrar B para cada uno de ellos, Q, 
por medio de (14-2), y después la suma vectorial de las contribuciones individuales darán 
la inducción resultante en r: 


B 


l 1 o 


B(r) - 2 ^ 


í 


I¡ ds¡ X R, 
R 2 


(14-4) 


siendo R = r - r,- en función del vector de posición r¡ del elemento de corriente l¡ds¡ del 
circuito i. Nótese que Ids de C no queda incluido en (14-4), es decir, que no se acepta que 
un elemento de corriente pueda ejercer alguna fuerza sobre sí mismo. 

Aunque (14-3) se expresó en función de la fuerza total sobre todo el circuito C, el 
integrando se puede interpretar naturalmente como la fuerza dF sobre el elemento de co¬ 
rriente Ids situado en r: 


dF =/¿sXB(r) (14-5) 

Esta fuerza es perpendicular tanto al elemente) de corriente como a la inducción magnética; 
es igual a cero cuando éstas son paralelas y su magnitud es máxima cuando son perpendi¬ 
culares, como puede apreciarse en (1-22). Esta propiedad direccional de dF queda ilustrada 
en la figura 14-1, que corresponde a la definición del producto cruz como en la figura 1-14. 
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Similarmente, puede interpretarse el integrando de (14-2) como la contribución 
üfB(r) a la inducción total, producida por el elemento de corriente íds situado en el pun¬ 
to fuente r': 


« 04.6) 

Esta expresión viene a ser otra versión de la ley de Biot-Savart. Las relaciones direccionales 
dadas por (14-6) se ilustran en la figura 14-2. Puede observarse que <iB es perpendicular al 
plano formado por ds', y R, tiene su magnitud máxima en el punto de campo situado sobre 
una línea perpendicular a ds' y es igual a cero en un punto de campo localizado directa¬ 
mente adelante o atrás de ds'. Existe una regla de la mano derecha muy conveniente para 
describir cualitativamente la situación de la figura 14-2: se coloca el pulgar de la mano de¬ 
recha en la dirección de l’ds y entonces los dedos se doblarán en el sentido general correcto 
de c/B. 

Hasta aquí, todo se ha enunciado en función de corrientes filamentales. Sin embargo, 
como ya se ha visto, existen muchas situaciones en las que resulta más conveniente expre¬ 
sar las cosas en función de corrientes distribuidas sobre un volumen o una superficie. Es 
fácil adaptar a esos casos los resultados hasta aquí obtenidos, por medio de la utilización 
de los equivalentes a lo elementos de corriente como los que se dedujeron en (12-10). Por 
ejemplo, si las corrientes fuente corresponden a una densidad volumétrica J'(r ), los resul¬ 
tados análogos a (14-2) y (14-6) serán 

B(r).if 
4 irJy 

d B=£L*X kdr ' 

4it R 2 

tomándose la integral sobre todo el volumen, V\ que contiene a las corrientes. De manera 
similar, (14-3) y (14-5) quedan 


(14-7) 

(14-8) 


F=j|j(r)XB(r)</r (14-0) 

dF~J X Bí/t (14-10) 

siendo F la fuerza total sobre todas las corrientes contenidas en el volumen ! ', cuya distri¬ 
bución se encuentra descrita por J(r). 

I Isando de nuevo (12-10) se obtienen las expresiones correspondientes para cuando 
se tienen corrientes su peí íiciales 
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B (T)-p-f K ' (r ' )XR rf a - 

4 vJ S ’ R 2 

477 ' J{ 2 

F= J K(r) X B(r) da 
ríF = KxB<¿a 

Por último, si ocurrieran en forma simultánea todas las posibilidades mencionadas, 
la B total en un punto dado es la suma de las diversas contribuciones dadas en (14-4), 
( 14 - 7 ) y (14-11;, y sería precisamente B resultante la que se utilizaría en (14-3), (14-5), 
(14-9), (14-19), (14-13) o (14-14), según fuera apropiado. 

Para todo esto no se requirió hacer uso alguno de las clasificaciones de comente que 
se hicieron en la sección 12-2, siendo una hipótesis básica de este tema que la inducción 
magnética B es producida por todas las corrientes, sea cual fuere su origen; más adelante 
será necesario introducir otros tipos de corriente muy diferentes a los que ya se han encon¬ 
trado hasta aquí. 

Como en el caso del campo eléctrico, una ecuación como la (14-2) puede considerarse 
como una “receta” para el cálculo de B una vez conocida la distribución de corriente; a 
continuación se consideran algunos ejemplos de tales cálculos directos. 


(14-11) 

(14-12) 

(14-13) 

(14-14) 


14-2 Corriente recta de longitud finita 

Considérese una corriente filamental constante, i', y encuéntrese la B producida por una 
longitud finita de la misma. Si se toma como origen el punto donde la perpendicular desde 
el punto de campo P intersecta la corriente y si se utilizan coordenadas cilindricas, se ob¬ 
tiene la situación descrita en la figura 14-3«. Es evidente que no se trata de un circuito 
completo, sino de una porción del mismo. Sin embargo, casos como el presente resultan 
de gran utilidad porque a menudo es posible considerar circuitos completos más compli¬ 
cados como si estuvieran compuestos de partes como ésta; así, una vez encontrado B para 
cada una de las partes, la resultante se obtiene por adición vectorial, como queda implicado 
en 114-4). 

En la figura se observa que r = pp.y que r' = z' z, de manera que R =r - r' = PP 
z z, R 2 =p 2 + z' 2 y que ds —dz 'i. Por lo tanto, se encuentra que ds' X R — pdz 'i Xp = 
pdz' íp y así, dado que ¡p es constante, (14-2) queda 


Po r PW , 

1 " t -2 dz' /i 0 / 'pi> 

z' 

4 TT J 

~Mp 2 + z' 2 ) 3/2 4,r 

. p 2 (p 2 +z ,2 y /2 . 


= <P 


Mo/' 


4ttp 


[ (p 2 +L 2 2 ) l/2 (p 2 +L 2 ) 


+ 


¿1 


2\l/2 


(14-15) 


Este resultado puede también expresarse en función de los ángulos ctj y cq cuyo sentido 
positivo se define en la figura 14-36, pues de ésta se desprende que 
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B = ^^^-( se na 2 + s e na i ) (14-16) 

Así la inducción es siempre perpendicular al plano formado por la corriente y el vector de 
posición del punto de campo. 

Se puede obtener B para una corriente infinitamente larga si se hace que ¿ 2 ~* 00 y 
L ,~ í>00 (o lo que es lo mismo, que o¿ 2 ~^7r/2 y o¿i ~+tt/2), con lo que el resultado es 


B = 


2 ^* 


(14-17) 


Se puede utilizar esta expresión para comparar este procedimiento con el empleado en el 
capítulo anterior. Si se tiene una corriente infinitamente larga, paralela al eje z, que por 
P, como en la figura 13-2, puede calcularse la fuerza sobre una longitud ds de la misma al 
combinar (14-17), (14-15) y (14-76) para obtener 


dF = / dzzX 


Vo-f'y 

2lTp 


HoII’dzp 

2 irp 


que viene a ser exactamente lo mismo que se logró para cálculo directo en (13-13). 

La magnitud de B dada por (14-17) varía inversamente con la distancia a la corriente. 
Así, las superficies de B constante con cilindros cuyos ejes coinciden con la corriente. El 
radio de un cilindro dado queda determinado por p =¡j.° l'/2irB. Dado que B tiene la direc¬ 
ción íp, las líneas de B sobre un plano perpendicular a los cilindros, y por lo tanto a/' serán 
circunferencias. De esta manera se obtiene una imagen de la B debida a una corriente recta 
infinitamente larga, como la ilustrada en la figura 14-4; se ha dibujado la figura de manera 
tal que /' es perpendicular a la página y sale de ella. 


14-3 Inducción axial de una corriente circular 

Como otro ejemplo de corriente filamental, considérese una corriente/' que circula por la 
circunferencia de un círculo de radio a como se ilustra en la figura 14-5. Para mayor pre- 




Figura 14-3 Cálculo de la B debida a una corriente recta de longitud finita. 
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cisión, se supone que el círculo descansa sobre el plano xy con su centro en el origen. Se 
toma el punto de campo sobre el z, de modo que se encuentra sobre la recta normal a la 
superficie limitada por la corriente. 

Se puede observar que r=zz, mientras que r' —x'x +y y =a (eos i p'X+ sen i p y); 
se utiliza el ángulo polar (/>' para localizar el punto fuente, pero se expresa su vector de po¬ 
sición en función de los vectores unitarios rectangulares constantes. Por lo tanto, R a 
eos <fi' x - a sen ip'y +z z, de modo que i? 2 —a 2 + z 2 . Además, ds' =dr =ad (- sen ¡p' 
x + eos ip'y), por lo que se tiene 

¿s'XR=ad(p'[ z(cos<p'x + sen cp'y) + ai ] 
al usar (1-28). Substituyendo estos valores en (14-2) se obtiene 


B(z) = 


¡a 0 I'a r 2 -n [z(cos<p'x+sen(p'y)4-az] dtp' /x 0 /'rt 2 


477 


/„ 


(a 2 + z 2 ) 


2t3/2 


2 (a 2 + z 2 ) 


2 \ 3/2 


z (14-18) 


donde los componentes x y x se han integrado dando cero. Por lo tanto, la inducción es 
enteramente a lo largo del eje z, como resulta evidente por la simetría de la situación, que 
se ilustra en la figura 14-5. En el centro del círculo (z =0) la inducción es simplemente 


B 


centro 


2 a 


(14-19) 


A grandes distancias del círculo, es decir, para z »«, (14-18) se aproxima a 

(Í4-20) 

y varía en relación inversa al cubo de la distanciaz. Desde este punto de vista, resulta similar 
al campo eléctrico de un dipolo, como se vio en (10-35). Esta similitud no es accidental, 
como se explicará después en el capítulo 19. Por ahora, considérese una de las aplicaciones 
de este resultado. 
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Figura 14-5 Cálculo de la inducción axial de una corriente circular. 


Ejemplo 

Inducción axial de un solenoide ideal. Supóngase que se tiene un cilindro de longitud L y 
sección circular de radio a. Si se enrolla un alambre a su alrededor para un total de N 
“vueltas”, el dispositivo resultante recibe el nombre de solenoide, y se encuentra ilustrado 
en la figura 14-6 (solamente se muestran unas pocas vueltas en el corte.) Si el alambre fuera 
muy delgado y se enrollara muy apretadamente en cada vuelta, como una primera apro¬ 
ximación se podría despreciar el paso del enrollado, siendo equivalente a un conjunto de 
N corrientes filamentales circulares de radio a. (A menudo a esto se le llama “solenoide 
ideal”.) Puede entonces obtenerse B en un punto P sobre el eje del solenoide con la suma 
de las contribuciones de cada una de las vueltas circulares, calculadas según (14-18). Con¬ 
sidérese una pequeña porción de solenoide de longitud dz 0 situada a una distancia z 0 de 
uno de ios extremos. Si n —N¡L es el número de vueltas por unidad de longitud, habrá 
dN = ndz 0 anillos circulares en esta pequeña porción, cada uno de los cuales se encuentra 
aproximadamente a la misma distancia z ~z P - z 0 del punto de campo P. Así, de (14-18) 
se desprende que su contribución a la magnitud de B en P será 


dB = 


H 0 I'a 2 ndz 0 

2 ¡V + (z,p-Zo) 2 ] 3/2 


de acuerdo con (14-4). El valor total de B en P será entonces 


(14-21) 


B 


■l upI'ahidzQ _ ¡Mjl'na 1 cl-z, 


f 


dz' 


_ r l /v a ni 

-Jo 2[u 2 + (z„-Z 0 ) 2 ] 3/2 ~ 2 J -*r (u 2 + z' 2 ) 3/2 


¡i 0 nl' 


(L z P ) 


z P 


[< 2 2 + (L — z P ) 2 ] (a 1 + z P 2 ) 


2\‘/2 


2 


(14-22) 
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Figura 14-6 Sección de un solenoide ideal con su eje sobre el eje z. z 

donde se tomó z =z 0 - z P y se utilizó el valor dado para la integral en (14-15). Este resul¬ 
tado puede expresarse también de manera muy sencilla en función de los ángulos ftj y 
definidos en la figura ; se observa que se tiene 

B=~tk>nl'{ coso^ + cosaq) (14-23) 

Si el solenoide es infinitamente largo, entonces tanto como 00 ¡, se aproximan a cero, 
con lo que (14-23) se reduce a 


B — (14-24) 

siendo independiente de la localización de P. 


14-4 Plano infinito de corriente uniforme 

Como ejemplo de una distribución continua de corriente, considérese un plano con densi¬ 
dad superficial de corriente constante K'. Por medio de (14-11) se puede encontrar el valor 
de B en un punto de campo arbitrario. Supóngase que el plano coincide con el plano xy y 
que la dirección de K' es la misma de .y, de manera que K ’ —K’ y, siendo K 1 = const. Como 
se puede apreciar en la figura 14-7, r =xx +yy + zz, r' = xx y, R =(x - x')x +(y 
-y') y + zz, R 2 = (x - x') 2 +(y -y') 2 + z 2 y da' —dx'dy'. Por lo tanto, K' XR=A' , y X 
R =K'[ zx + (x 1 - x)z] con lo que (14-11) queda como 


¡i 0 K' r°° r 00 [zx + {x'-x)z]dx'cfy' 

4” J-J -00 [( x - x 'f + (y-yf +z 2 ]V2 

PpK' reo roo ( Z x + X'z )dX'dY' 

4v J- x J-oo (x' 2 + Y' 2 + z 2 ) 3/2 


(14-25) 


donde X 1 =x' - x y Y' = y - y. Se puede ver que la componente £ desaparece porque el 
integrando es una función impar de X'. Así, la integral se reduce a exactamente la misma 
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Figura 14-7 Cálculo de la B debida a un plano infinito de corriente uniforme. 

forma de (3-11) y si se utilizan los resultados dados en (3-12) y (3-13) simplemente rem¬ 
plazando ae 0 por n 0 K' y z por x, se obtiene 

B=±| Mo /f'x = i J u 0 A-(^|)x (14-26) 

Se observa así que la magnitud de B es independiente de la localización del punto de cam¬ 
po, que B es paralelo al plano de corriente y perpendicular a la dirección de la corriente y 
que tienen signos opuestos a ambos lados del plano. Esto queda resumido en la figura 14-8, 
que muestra las líneas de B dibujadas en el plano xy de manera que K' es perpendicular al 
plano de la página y sale de ella. 


k- z 


-«e 


B 


-c- 


<■ 


X 


-<■ 


K' (saliendo) 


->■ 




. . — ...> - 

Figura 14-8 Líneas de B debidas a un plano infinito de corriente uniforme perpendicular ala 
página. 
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14-5 Cargas puntuales en movimiento 

Si se expresa la densidad volumétrica de corriente como el producto p’ y' dado por (12 3), 
entonces (14-7) queda como 


B(r)=-^ f ^- XÁdT ' 
W 4 tt)v r 2 


(14-27) 


Supóngase ahora que las cargas descritas por p' están contenidas en un volumen muy pe¬ 
queño. En este caso r' será prácticamente el mismo para todos los elementos de volumen 
d t \ por lo que se puede tomar r' =const., haciendo que R y R 2 sean también constantes. 
Si además se supone que todas las cargas llevan la misma velocidad v', se pueden sacar to¬ 
dos estos factores constantes de la integral, haciendo que (14-27) quede como 


477 R 2 



Ho q'V X R 

477 R 2 


(14-28) 


donde q es la carga total. Pero en estas circustancias se puede considerar a.q' como una car¬ 
ga puntual, de modo que (14-28) viene a ser la inducción magnética producida por una 
carga puntual en movimiento. 

Por comparación de (14-28) y (14-6), se puede ver que este valor de B es el mismo 
que el producido por un elemento de corriente 

rds' = q'V (14-29) 

En otras palabras, se ha encontrado que una carga puntual en movimiento es equivalente a 
un elemento de corriente, siendo (14-29) la conexión cuantitativa. Una vez obtenido este 
resultado, es fácil adaptar algunos resultados previos. Por ejemplo, si se combina esta equi¬ 
valencia con (14-5) y se expresa la fuerza como F en lugar de dF, se encuentra que la fuerza 
magnética sobre una carga puntual en movimiento es 


F mag = ^vXB (14-30) 

siendo B el valor de la inducción en la posición de la carga. De manera similar, se puede 
utilizar (1347) para expresar la fuerza magnética sobre una carga puntual q que se mueve 
con una velocidad v, debida a otra carga puntual q' de velocidad v', resultando 




mq' vx(v'xr) 

477 R 2 


(14-31) 


Por último, si se suman (14-30) y (3-1), que da la fuerza eléctrica sobre q, se concluye que 
la fuerza electromagnética total es 


F=tf(E + vXB) (14-32) 

A este resultado tan importante se le denomina fuerza de Lorentz. 

Dado que todo lo visto acerca del magnetismo hasta ahora se basa en corrientes 
constantes, es de esperarse que (14-28) y (14-31) sólo se puedan aplicar en el caso de velo- 
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cidades constantes, es decir, cuando la aceleración es cero o despreciable. En efecto, resulta 
que los campos producidos por cargas aceleradas son diferentes de éstos y dan origen a 
una serie de fenómenos descritos generalmente como “radiación”. Además, aun cuando 
las cargas se muevan a velocidad.constante, únicamente se pueden usar (14-28) y (14-31) 
si las velocidades son “pequeñas”. Aunque en este punto puede no resultar evidente toda¬ 
vía, ni se puede saber lo que significa “pequeñas”, sí es posible anticipar algunos de los 
resultados del capítulo 28 y simplemente decir que se requiere que |v| <c, siendo c la ve¬ 
locidad de la luz en el vacío. [Aunque solamente se han estudiado inducciones que son 
constantes en el tiempo, vale la pena observar que el valor de B en el punto fijo r, dado 
por (14-28), es en realidad una función del tiempo, ya que tanto R como R variarán a me¬ 
dida que se mueve q . \ 

Se ha encontrado que las fuentes de B son corrientes de cualquier tipo. Tal como se 
hizo con E en el capítulo 4 y 5, resulta de interés expresar esta información en función de 
las ecuaciones diferenciales fuente para la inducción. En otras palabras, se desea avaluar 
V X B y V'B, que es lo que se obtendrá, junto con otra información, en los dos capítulos 
que siguen. 

Ejercicios 

14-1 Encontrar la inducción magnética producida por las corrientes de la figura 13-4 en 
el punto sobre el eje .v que se encuentra a la mitad entre ambas. 

14-2 Supóngase que el punto de campo P de la figura 14-3 está situado en un valor arbi¬ 
trario de z en vez de en Z = 0 como se indica. Demostrar que el valor de B ahí puede toda¬ 
vía expresarse en la forma (14-16), donde oq y <% se miden positivamente hacia abajo y 
hacia arriba, respectivamente, de la perpendicular trazada de P a la línea de /. 

14-3 Dos corrientes rectas infinitamente largas son paralelas al eje z. Una de ellas de co¬ 
rriente /j, intersecta el plano xy en (x 2 y 2 )- Encontrar la B resultante producida por ellas 
en un punto de campo (xy¿). 

14-4 Un cuadrado de lado a descansa sobre el plano xy con su centro en el origen. En¬ 
contrar el valor de la inducción magnética en cualquier punto sobre el eje z cuando hay 
corriente /' circulando por el cuadrado. Demostrar que este resultado da el valor 2 y/~2 
HqI'/ ira para la inducción en el centro. 

14-5 Un solenoide ideal de longitud L y N vueltas está enrollado sobre una sección cua¬ 
drada, es decir, que cada vuelta es un cuadrado de lados. Encontrar la inducción producida 
en el centro del solenoide cuando las vueltas conducen una corriente /, ¿Qué ocurre cor 
este valor cuando el solenoide es infinitamente largo? 

14-6 Dos espiras circulares, cada una de ellas de radio a, tienen planos paralelos al plano 
xy y sus centros se encuentran sobre el eje z a una distancia d uno del otro. Cada espira 
conduce la misma corriente /' circulando en el mismo sentido. Tómese el origen en el pun¬ 
to medio entre ellos y encuéntrese el campo axial B z (z), ¿Cuánto vale B z en el origen? 
Demostrar que dB z /dz se anula cuando se evalúa en el punto medio. Demostrar que la se¬ 
gunda derivada de B z también se anula ahí cuando d =a. ¿Cuánto vale B z (0) bajo estas 
condiciones? Demostrar que d 3 B z /dz 3 también se anula en el origen. A una disposición 
como ésta, con d = a, se le denomina bobina de Helmholtz y es utilizada para producir 
una inducción aproximadamente constante en una región pequeña. 

14-7 La corriente que se ilustra en la figura 14-9 sigue la dirección de un arco de círculo 
sobre el plano xy con centro de curvatura en el origen. Encontrar B en cualquier punto 
del eje z. Para comprobar el resultado obtenido, demostrar que se reduce a (14-18) bajo 
las condiciones apropiadas. 

14-8 Se enrolla un alambre en forma de hélice con ángulo de inclinación OL sobre la super¬ 
ficie de un cilindro de radio a, de manera que se forman N vueltas completas. Si el alambre 
conduce una corriente demostrar que la componente axial de la inducción producida 
en el centro de la hélice es 
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\( ¡íqN I' / a)(\ + 7r 2 /V 2 tan 2 o) (l/2> . 

14-9 Un plano infinito de corriente coincide con el plano xy. Su densidad superficial de 
corriente es K* =K 'y siendo K' — const. Otro plano infinito de corriente es paralelo al 
plano xy e intersecta el eje z positivo en z—d. La densidad superficial de comente del se¬ 
gundo es K' =K y. Encontrar B en todos los puntos. 

14-10Repetir el ejercicio anterior cuando la corriente superficial del segundo es K' —K y. 
14-11 Un disco dieléctrico circular de radio a posee una densidad superficial de carga a. 
Se le hace girar a velocidad angular constante, co, alrededor de un eje que es normal a la 
superficie del disco y pasa por su centro. Suponer que la distribución de carga no se altera 
por la rotación y encontrar B en un punto arbitrario sobre el eje de rotación. ¿Cuál es el 
valor de B en el centro del disco? 

14-12 Una esfera de radio a contiene una carga total, Q, distribuida uniformemente en 
todo su volumen. Se le hace girar alrededor de uno de sus diámetros a velocidad constante 
cu. Suponer que la distribución de carga no se altera con la rotación y encontrar B en el 
centro de la esfera. 

14-13 Una esfera dieléctrica de radio a se encuentra polarizada uniformemente. Se le hace 
girar alrededor del diámetro paralelo a la polarización a velocidad constante, cu. Suponer 
que la polarización no se afecta con la rotación y encontrar B en el punto donde el eje de 
rotación intersecta la superficie de la esfera, es decir, en el “polo norte” de la esfera. 
¿Cuánto vale B en el centro de la esfera? 

14-14 Un cilindro infinitamente largo con sección circular de radio a conduce una corriente 
/' que está uniformemente distribuida sobre la superficie de su sección. El eje del cilindro 
coincide con el eje z e /' está en dirección z positiva. Escoger un punto de campo sobre el 
eje .v y encontrar B para todos los valores de *, tanto dentro como fuera del cilindro. 

14-15 En el circuito que se muestra en la figura 14-10, las líneas curvas son semicíeculos 
con centro común C. Las porciones rectas son horizontales. En cierto instante, una carga 
puntual q situada en C tiene una velocidad v en dirección vertical abajo. Encontrar la fuerza 
magnética sobre q. 

14-16 Un circuito filamental cerrado, C, que conduce una corriente constante,/,se encuen¬ 
tra en una región donde B es constante. Demostrar que la fuerza total sobre C es igual a 
cero. Supóngase ahora que C es un circuito plano paralelo a la dirección de B. Demostrar 
que en este caso existirá un momento de torsión no nulo sobre C que será paralelo al pla¬ 
no de C. 

i y 



\ 

\ 

\ 

\ 


Figura 14-9. La corriente del ejercicio 14-7. 
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14-17 Demostrar que si todas las corrientes fuente distribuidas ocupan un volumen finito 
V', la expresión (14-7) para B puede ser transformada en 




Este resultado enfatiza la función que desempeñan las faltas de uniformidad de las corrientes 
fuente en la producción de la inducción. Por lo general, no es conveniente utilizar esta 
forma. 



Figura 14-10 El circuito del ejercicio 14-15. 




Capítulo 



Forma integral de 
ley de Ampere 



La primera ecuación diferencial fuente que se desea considerar es V X B. La definición 
general del rotacional de un vector dada en (1-73) sugiere que se debe considerar la inte¬ 
gral de línea de B sobre alguna trayectoria cerrada. 


15.1 Derivación de la forma integral 

Se demostrará que 


(jyB-ds = fi 0 I enc (15-1) 

donde se toma la integral con respecto a una trayectoria cerrada arbitraria C, y I enc es 
la corriente total que pasa a través de la superficie encerrada por la curva C. La trayectoria 
C puede ser cualquier curva cerrada y no necesita coincidir con algún circuito real. A la 
expresión (15-1) se le conoce como Informa integral de la ley de Ampere; otro nombre 
muy común que se le suele dar es la ley circuital de Ampere. 

Para simplificar, se empieza suponiendo que B es producida por un solo circuito 
filamental, C ', que conduce una corriente I de manera que B está dada por (14-2). Al 
sustituir esta expresión en el miembro izquierdo de (15-1), se encuentra que 

(,5-2) 

c c c /i ^ c c d 

donde se ha utilizado (1-29) para intercambiar el punto y la cruz en el integrando. Re¬ 
cordando ahora de la sección 1-7 que la magnitud del producto cruz es igual al área del 
paralelogramo que tiene a los dos vectores como lados, y recordando también (4-3), se 
puede observar que es necesario analizar (15-2) en función de ángulos sólidos. 

La figura 15-1 ilustra la situación general. Supóngase que se considera un punto 
dado P sobre la trayectoria de integración C. El circuito fuente C ' subtenderá algún 
ángulo sólido total, Í2 , en ese punto. Al efectuar la integración sobre C se le dan a P una 
serie de desplazamientos sucesivos, uno de los cuales es ds. Después de que P ha sido des- 
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Figura 15-1 Cálculo del cambio en el ángulo sólido subtendido en P producido por un 
desplazamiento del circuito C'. 

plazado por ds, el circuito fuente C', visto desde P, tendrá por lo general un aspecto dife¬ 
rente, de tal forma que el ángulo sólido subtendido por C ' en la nueva posición deP habrá 
cambiado a un nuevo valor Í2 ' = S2+ d£2. Así, d£2 =cambio en el ángulo sólido subtendi¬ 
do por C ' en P como resultado del desplazamiento de P por ds. Pero es posible obtener el 
mismo cambio relativo imaginando que P se encuentra fijo y que cada punto de C' recibe 
un desplazamiento igual y opuesto (-ds). (Puede uno fácilmente convencerse de ello si se 
mantiene este libro a una distancia razonable de los ojos y se compara el resultado visual 
de: (1) mantener el libro fijo y mover la cabeza hacia atrás y, (2) mantener la cabeza fija 
y mover el libro hacia adelante una distancia equivalente). Por lo tanto, se puede decir 
también que d íl = cambio en el ángulo sólido producido al mantener a P fijo y des¬ 
plazar todos los puntos de C ' por -ds; la nueva posición y orientación de C' se muestra 
también en la figura. Se puede ahora observar que —ds X ds = da superficie sombrea¬ 
da de lados -ds y ds de modo que, de acuerdo con (4-3), el término bajo las integrales 
de (15-2) es justamente da ' R ¡R ¿ = ángulo sólido subtendido en P por da = cambio en 
el ángulo sólido subtendido en P como resultado del desplazamiento de ds ' por ds. Por 
lo tanto, cuando se efectúa la integración sobre C ’ en (15-2), se están sumando las contri¬ 
buciones de todos los ds ' de C de modo que se tiene 

r ( —dsXds')-R _ 

Je 2 


(15-3) 
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donde, de nuevo, d Í2 es el cambio en el ángulo sólido observado en P debido a un despla¬ 
zamiento ds de P, pero que se calcula en (15-3) por medio de una suma equivalente sobre 
C', basada en mantener fijo a P y desplazar a C'. Al sustituir (15-3) en (15-2) y llevar a 
cabo la integración sobre C, se obtiene 


(fiB-ds=-^(fidQ=~í~ r ASl (15-4) 

donde A Í2 es el cambio total en el ángulo sólido subtendido porC' en los diversos puntos 
de C, sumando sobre la trayectoria cerrada C. Resulta que existen dos casos a considerar. 

1. La trayectoria C no cruza el circuito C '. En este caso, las orientaciones relati¬ 
vas son como las que se muestran en la figura 15-2. Aquí, si se empieza en P, al regresar a 
P después de haber recorrido la trayectoria C, el ángulo sólido final tiene el mismo valor 
que tenia en un principio, de modo que AÍ2 = 0 y (15-4) resulta 



(15-5) 


2. La trayectoria C sí cruza el circuito C' .En este caso, la trayectoria de integra¬ 
ción encierra la corriente fuente, teniéndose una situación como la que se ilustra en la fi¬ 
gura 15-3. Es más fácil observar el cambio si se toma como punto inicial A el punto jus¬ 
tamente por encima de la superficie S ’ encerrada por C y como punto final B el que se 
encuentra justamente por debajo de S tomando después el límite en que B y A coinci¬ 
den. Antes que nada, se puede observar que la dirección de la normal ñ 1 a la superficie li¬ 
mitada por C ' queda determinada por la dirección de /' por medio de la regla normal de 
la mano derecha que se ilustró en la figura 1-24. 

(a) En el punto inicial A. En la figura 15-4a se puede apreciar que el ángulo forma¬ 
do entre da ' y R es 0 = 90°-3, siendo 3, muy pequeño y positivo. Así, de acuerdo con 

(4-3), el ángulo sólido subtendido por da' en A será da' eos ® A IR 2 = da ' eos (90°- 3)/ü 2 
y es positivo. A medida que A se acerca a la superficie S ', 3 -> 0, todas las contribuciones 
al ángulo sólido subtendido por C ' en A son positivas y, dado que A “ve” sólo la mitad 
de todo el espacio, se tiene 


^para^l ^inicial ~^~2'77 


(15-6) 


(Para comprender esto mejor, imagínese un observador situado en A justamente sobre 
esta página y que después se acerca hasta casi tocar la hoja). 

(b) En el punto final B. En la figura 15-4b se aprecia que el ángulo entre da ’ y 
ft es ahora © = 90° + e, siendo e positivo y muy pequeño. Así, el ángulo sólido subten- 
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dido por Ja ' en B será da ' eos (90°+ e )/R y sera negativo. A medida que B se acerca a ia 
superficie, e 0, todas las contribuciones al ángulo sólido serán negativas y, dado que B 
“ve” sólo la mitad del espacio, se obtiene 


Q 


para B 


= £2 


final 


— 27 1 


(15-7) 


Combinando (15-7) con (15-6) se puede encontrar que el cambio total en el ángulo sólido 
en este caso es igual a 


A£2 = 0 final - £2. n . c¡ = (- 2*) - (2*) = - 4* (15-8) 

por lo que (15-4) queda 

( f)B-ds=n o r (15-9) 

y es igual a p<) veces la corriente que pasa a través de la superficie limitada por la curva C. 
Al comparar (15-5) con (15-9) se puede observar que el valor de esta integral de línea de 
B no es igual a cero solamente si la trayectoria de integración encierra una corriente. 

Se observa también que si se invierte el sentido de integración a lo largo de Canton¬ 
ees A y B se intercambian como puntos inicial y final, A£2 es igual a +47T y el valor de la in¬ 
tegral es igual a -n 0 I es decir, que la corriente / ' se toma como negativa. La figura 15-5 
resume estos resultados sobre los signos. Una vez que se ha elegido el sentido de integra¬ 
ción sobre C, queda determinado el sentido positivo de su normal, ñ, como en la figura 
1-24. Si entonces una corriente / ' pasa a través de la superficie limitada por C en este mis- 
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mo sentido, como se muestra en la parte (a) de la figura, resultará una contribución positi¬ 
va ¡i tt . I. a la integral, mientras que si pasa a través de C en sentido opuesto, como en (b), 
su contribución a la integral es de -/i 0 I. (Nótese que la figura 1 5-5a corresponde a la 
figura 15-3). 

Si existe más de una corriente fuente, de manera que B esté determinada por una 
expresión como (14-4), cada una de las corrientes \. contribuirá con Oó + g I depen¬ 
diendo de si I¡ pasa o no a través de C y, si lo hace, del sentido en que lo hace; así se 
tiene 

(f)B-ds= 2 !kj, = /Vene (15-10) 

Je ¡ 

encerrada 


donde / enc es la corriente neta encerrada por la trayectoria de integración. De esta manera 
se ha obtenido la forma integral de la ley de Ampere que se enunció originalmente en (15- 
1). [Nótese la “similitud” de este resultado con la ley de Gauss (4-1) ]. Se puede señalar 
ahora una serie de implicaciones que resultan de todo esto. Caulesquiera corrientes no 
encerradas por la trayectoria de integración no contribuyen en nada al valor de la integral, 
aunque desde luego afectan el valor de B en algún punto particular. También ocurre que 
la localización de las corrientes encerradas por C no afecta a la integral, aunque si se mo¬ 
vieran de lugar dentro de C sí se efectaría el valor de B en algún punto en particular sobre 
la trayectoria de integración. 

Se puede expresar ahora (15-10) de otra manera muy útil si se escribe I enc en una 
función de la densidad de corriente J por medio de (12-6). (Por simplificación, aquí se 
elimina la prima de la densidad de corriente.) Al hacerlo, y usando el teorema de Stokes 
(1-67), se obtiene 



— ft 0 J Jí/a = j (VxB)-r/a 


(15-11) 


donde S es la superficie abierta limitada por C. Dado que C es arbitraria, (15-11) también 
es valida para cualquier superficie muy pequeña, por lo que se pueden igualar los integran- 
dos para obtener la ecuación fuente deseada 

V X B = ju 0 J (15-12) 

Este resultado fundamental es equivalente a la ley de Ampere para las fuerzas entre circuitos 
completos. Se puede observar de inmediato que la inducción magnética no es un campo con¬ 
servativo porque V x B no siempre es igual a cero, a diferencia del campo electrostático. 




Figura 15-5 Convención de signos para la corriente, según el sentido de integración a lo 
largo de C. 
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Figura 15-6 Pequeño elemento de superficie en la capa de transición. 

Más aún, es posible utilizar (15-12) para obtener las condiciones frontera que las 
componentes tangenciales de B deben satisfacer en una superficie de discontinuidad. Si 
se sustituye (15-12) en (9-13 ), se tiene 

ñX(B 2 — B,)= lim (/%/iJ) (15-13) 

h—*0 

Para poder interpretar este resultado, considérese un pequeño elemento de superficie 
en la capa de transición que sea perpendicular al flujo, tal como se ilustra en la figura 15-6. 
(compárese con la figura 9-5). De acuerdo con (12-6), la corriente total A/ a través de 
esta superficie es A / = Jh A s. A medida que la capa de transición se reduce a un grosor 
de cero, de modo que h ->■ 0, la corriente total es reducida a una corriente superficial de 
densidad K, y el total constante puede ahora expresarse A I = K A s , como se aprecia en 
la figura 12-5a. Al comparar estas dos expresiones de A I se observa que hj K, y, 
puesto que los dos vectores están en la misma dirección se obtiene 

K= lim (hJ) 

h^O 

con lo que (15-13) queda 

ñX (B 2 — B,)= ju 0 K (15-15) 

que viene a ser la condición de frontera requerida. Como en el caso de (9-18), se puede 
utilizar la forma alternativa expresada directamente en función de las componentes tan¬ 
genciales: 


(15-14) 





®2f ®lt~ 


(15-16) 


donde la relación entre los vectores normal y tangencial queda ilustrada por la figura 9-5. 


15-2 Algunas aplicaciones de la forma integral 

Muy semejante como se hizo con la ley de Gauss en la sección 4-2, si el problema tiene la 
suficiente simetría es posible utilizar (15-1) para calcular campos B. El principal problema 
viene a ser la correcta elección de la trayectoria de integración. Lo que se debe buscar son 
curvas en las que B tenga una magnitud constante y curvas en las que B sea paralela o per¬ 
pendicular a la trayectoria, tanto por facilidad en la integración como para evitar posibles 
dificultades originadas por alguna dependencia desconocida de B con respecto a la posi¬ 
ción. 

Este proceso se ilustra por medio de unos cuantos ejemplos. 
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Ejemplo 

Corriente recta infinitamente larga. Supóngase que la corriente/se encuentra distribuida 
uniformemente sobre la sección circular de radio a de un cilindro infinitamente largo, co¬ 
mo se muestra en la figura 15-7. Al revisar la dependencia general de la dirección del cam¬ 
po B producido por una corriente como la que se muestra en la figura 14-2, y sise considera 
la ‘ simetría” general de este problema, se puede concluir que B está sobre el plano per¬ 
pendicular a la dirección de /, que es tangente a todos los puntos del círculo de radio p 
que se muestra con línea punteada y que su magnitud únicamente puede depender de 
p, debiendo ser independíente tanto de z como de <p. En otras palabras , B tiene la forma 
general B = Bip (p) ip. Estas consideraciones son igualmente válidas tanto si se toma un 
punto de campo dentro del cilindro como fuera de él, siendo éste el caso que se muestra 
en la figura. Así, para cualquier valor de p, tómese como trayectoria de integración una 
circunferencia de radio p y recórrase en el mismo sentido asumido para B. De esta ma¬ 
nera se tiene que ds = pd<¿ <p, de acuerdo con (1-82), por lo que (15-1) queda 

(f)B-c/s= ■ p d</4 >=2 vrp = /Vene (15-17) 

ya que tanto p como B<p (p) son constantes sobre la circunferencia. Por lo tanto, 

(15-18) 

1. Fuera del cilindro. Aquí p A a y resulta claro que C encierra la corriente total 
/, por lo que [ enc -I y (15-18) queda 


(P><0 (15-19) 



Figura 15-7 Porción de una corriente recta muy larga. 
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Figura 15-8 Bp> producida por una corriente recta infinitamente larga, en función de la 
distancia p al eje de la corriente. 

Al comparar este resultado con (14-17) y recordar que se eliminó la prima de la corriente 
fuente, se puede observar que la inducción en el exterior de una corriente recta 
infinitamente larga es la misma que si la corriente fuera filamental y corriera por el eje del 
cilindro. 

2. Dentro del cilindro. Aquí p A a, por lo que C no encierra toda la corriente, sino 
sólo una fracción igual al área circular limitada por C dividida entre el área total de la 
sección del cilindro. De esta manera I // = tt p 2 /ira 2 , es decir I = I{p 2 ja 2 ), con lo 
que (15-18) queda 

(p < a ) (15-20) 

¿7ra 

[Tanto (15-19) como (15-20) están en concordancia con los resultados obtenidos en el 
ejercicio 14-14, pero se lograron por un método mucho más sencillo aquí] . 

Nótese también que ambas expresiones dan el mismo resultado Bp(a) = p 0 I/2nq en la 
superficie del cilindro, de modo que Bip es continua ahí. Ello concuerdacon (15-16)yaque 
B únicamente tiene componentes tangenciales en este caso y no existe corriente super¬ 
ficial K sobre el cilindro. La figura 15-8 ilustra la dependencia de Bip con respecto a p. 

Ejemplo 

Plano infinito de corriente uniforme. La figura 15-9 muestra una vista de perfil de un 
plano infinito de corriente en la que K sale de la página. Se supone que |K | = K = const.; 
una aproximación de este tipo de distribución de corrientes se podría lograr por medio 
de un conjunto de alambres paralelos dispuestos muy cerca unos de otros y todos 
conduciendo la misma corriente. Dado que no existe preferencia alguna para tener 
ángulos hacia arriba o hacia abajo de la horizontal, ni hacia afuera o hacia adentro de la 
página, se puede concluir que B es perpendicular a K, que es paralela al plano de corrien¬ 
te, y que tiene direcciones opuestas en ambos lados de él, como se puede observar en la 
figura 14-2. Sin embargo, B puede todavía ser función de la distancia D perpendicular al 
plano. Por todo lo anterio, se elige para la integración la trayectoria rectangular que se 
ilustra con línea punteada; los dos lados horizontales tienen una longitud l y se 
encuentran a la misma distancia D del plano; dos lados verticales de longitud 2 D los 
conectan entre sí. Sobre los lados horizontales B es paralela a ds, de modo que B ' ds = 
B(D)ds y B(D) es constante. Sobre los verticales B resulta perpendicular a ds por la propia 
construcción de la trayectoria, de modo que B ‘ ds = 0, por lo que no hay contribuciones 
a la integral de parte de estos lados; esto resulta ser vantajoso ya que se desconoce la 





Algunas aplicaciones de la forma integral 


301 



Figura 15-9 Trayectoria de integración para encontrar ei campo B producido por un 
plano infinito de corriente uniforme. 


K (saliendo) 

Figura 15-10 Geometría utilizada para verificar las 
condiciones de frontera en B. 

forma de B(D). Dado que ¡K ] es corriente por unidad de longitud, se tiene que/ =Kl 

para esta trayectoria, con lo que (15-1) queda 

(^)B-ds = 2Bl — ju 0 / enc = n 0 Kl 

de modo que 

5 = jju 0 K (15-21) 

lo que está en exacta concordancia con el resultado obtenido por integración directa en 
(14-26). Aquí se ha podido una vez más encontrar que la magnitud de B es independiente 
de la distancia al plano de corriente. 

Este resultado también concuerda con la condición de frontera 915-16) ya que, por 
la figura 15-10, se puede observar que dicha condición se convierte en B 2( - B lf = f?t - 
{-B t) = 25t = jUo K Xñ = fj. 0 K t, de modo que B = 1&2 ¡j. 0 K como antes. 


Ejemplo 

Solenoide ideal infinitamente largo. Supóngase que las vueltas del solenoide cilindrico 
están enrolladas tan apretadamente y que los alambres son tan delgados, que se puede 
despreciar el ángulo de inclinación de las vueltas. En este caso, de hecho se tiene una 
corriente plana de densidad superficial K circulando alrededor del cilindro, como se indica 
en la figura 15-11. Sí hay n vueltas por unidad de longitud e / es la corriente en ellas, la 
corriente por unidad de longitud será ni, de manera que 

K=nl (15-22) 

Si, además, se supone el solenoide infinitamente largo, se puede concluir que B será para¬ 
lela al eje del cilindro y en el sentido ilustrado. En la figura, B ¿ es la inducción dentro del 
solenoide, mientras que B 0 es la inducción en su exterior; ambos valores deben ser inde¬ 
pendientes de z por ser el solenoide infinitamente largo, lo cual hace que un valor dado 
de z sea tan válido como cualquier otro. Se vuelve a elegir la trayectoria de integración 
rectangular C que se muestra con línea punteada; los lados verticales tienen una longitud 
t y el sentido de integración es paralelo a B¿ y antiparalelo a B 0 . El lado vertical que se 
encuentra en el interior está a una distancia d del plano de corriente y el lado vertical ex- 
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Figura 15-11 Trayectoria de integración para encontrar 
solenoide ideal infinitamente largo. 


el campo B producido por un 


terior se encuentra a una distancia D del mismo. La longitud de los lados horizontales 
es d + D ; dado que ds es perpendicular a B en estos lados, B ' ds = 0 y su contribución a 
la integral nula. Además/ enc = Kl=nI l;por tanto, (15-1) queda 


(pB-ds= jBJ— B a l = hqKI = nonll 


de manera que 

B, B„ = ii 0 K = i^nl (15-23) 

En este resultado se puede observar que la inducción es independiente tanto de d como de 
D; por lo tanto, (15-23) también está en concordancia con (15-16), siempre que se elija la 
región 1 fuera y la región 2 dentro del solenoide. 

Ya que (15-23) es independiente de D, dicha ecuación deberá ser cierta también 
para el caso en que D -» 00 . Pero en este caso, si se observa el solenoide desde un punto 
muy alejado, el efecto resultante es que las dos corrientes opuestas se ven superpuestas, 
pero el resultado experimental de Ampere indica que en tal caso el efecto que éstas pueden 
producir es despreciable. Por lo tanto, para D B 0 =0 y en este caso (15-23) resulta 

B ¡ = N K= ¡ i 0 nI (15-24) 

Si se vuelve a sustituir esto en (15-23), lo que es posible porque se supone que es cierta 
para cualquier U, se encuentra que 

B o = 0 (en todo lugar) (15-25) 

Es más, dado que los resultados (15-23) y (14-24) son también independientes de d, se 
puede concluir que 


B, = /io Ki = ¡i 0 nlz (en todo lugar) (15-26) 

En otras palabras, en el caso de un solenoide ideal infinitamente largo la inducción queda 
confinada enteramente a su interior y es uniforme en toda su sección; es también indepen- 
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diente de a, el radio del cilindro. [ El resultado (15-24) concuerda con el obtenido antes 
en (14-24); sin embargo, en este último caso sólo se había obtenido el valor sobre el eje 
del solenoide y ahora se aprecia que es el mismo para todos los puntos de su interior]. 

Ejemplo 

Bobina toroidal. Este es el caso de una corriente I en un conductor que se enrolla unifor¬ 
memente, es decir, con ángulo de inclinación constante alrededor de un anillo (toroíde), 
como se muestra en la figura 15-12, en la que se ilustran solamente unas cuantas vueltas. 
La sección del toroide puede ser circular o rectangular, por ejemplo. (Se puede pensar que 
esta configuración se logra tomando un solenoide de longitud finita y doblándolo en la 
forma de una dona, es decir, conectando sus extremos). No es posible que (15-1) dé toda 
la información acerca de B en este caso, por lo que aquí sólo se consideran trayectorias 
circulares de radio p centradas en el centro del anillo y que se encuentran sobre el plano 

que contiene al eje central del toroide. Para cualquier trayectoria circular tal, ds = p d<pp 
por lo que (15-1) queda 


<^) B -ds= (j)B ■ypd<p = B^2trp = p 0 / cnt 

de manera que 


. __ pQ^enc 

' f ~ 2t rp 



(15-27) 


Figura 15-12 Bobina toroidal y trayectorias de integración utilizadas para calcular la 
inducción que produce. 
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ya que, por simetría Bi p es función exlusivamente de p y será constante en toda la trayec¬ 
toria. 

Para el caso de una trayectoria dentro del círculo definido por la frontera interior 
del toroide, como C,, por ejemplo, - 0, por lo que B p = 0. Para una trayectoria 
dentro del toroide, tal como C 2 , / enc -- NI. siendo N el número total de vueltas, con lo 
que (15-27) da 


B„ 


IM)NI 

2 irp 


(15-28) 


Por último, para una trayectoria completamente exterior al toroide, tal como C 3 , resulta 
que / enc IIM - NI = 0, de acuerdo con la figura 15-5, ya que para cada corriente / hacia 
afuera de la página necesariamente existe otra igual hacia dentro de la página. Por lo tanto, 
Qp =£ 0 únicamente en el interior del propio toroide. 

Si las dimensiones de la sección del toroide son muy pequeñas en comparación 
con su radio central, entonces p — const. para todas las trayectorias C 2 , por lo que 
Bp será aproximadamente constante en toda su sección. 

Estos cálculos no proporcionan información alguna acerca de Bpy de B„ \ éstas de¬ 
ben encontrarse por cálculo directo a partir de la ley de Biot-Savart (14-2). No se realizarán 
dichos cálculos aquí, pero baste saber que resultan ser del orden de magnitud de Bp¡N\ 
así, es posible hacerlas despreciables si se utiliza un gran número de vueltas, es decir, si el 
enrollado es muy apretado. Sin embargo, pueden hacerse varias observaciones considerando 
una trayectoria de integración como la que se muestra con el símbolo C 4 en la figura 15- 
13. Se trata de una trayectoria que encierra completamente al toroide en un plano perpen¬ 
dicular a su eje, es decir, en el plano i p = consta.; la traza de esta trayectoria también se 
muestra en la figural5-12. Se puede observar que para cualquier ángulo de inclinación 
finito del enrollado, que corresponde a un número finito, N, de vueltas, solamente una 
vuelta pasará a través del plano limitado por C 4 ; de esta manera,/, nc =/. El valor de ds, da¬ 
do por (1-82) con dp ~ 0 es ds - dpp+dzi, con lo que (15-1) se convierte en 


m B ds=(p (B dp +B ¿ dz) = ¡jLqI (15-29) 

r c 4 - r c 4 

Dado que esto no es igual a cero, se puede concluir que Bp ó B z o ambas deben ser dife¬ 
rentes de cero en por lo menos algunas porciones de C 4 . Además, el valor de esta integral 
es N veces más pequeño que el de Bp como se puede observar en (15-28), de modo que 
para dimensiones de trayectoria comparables, la magnitud de B<p y/o de B z será aproxi¬ 
madamente del orden de Bp/N como se enunció arriba. 



Figura 15-13 Trayectoria de integración en un plano perpendicular al eje del toroide. 
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15-3 Cálculo directo deV x B 

Aunque en (15-12) ya se encontró el rotacional de B, se le obtuvo de una manera muy di¬ 
recta. Es interesante ver que este mismo resultado puede lograrse al operar directamente 
sobre la ecuación básica de la definición de B. Para ello es conveniente utilizar la expre¬ 
sión (14-7) en función de una distribución continua de corriente. Al obtener el rotacional 
de esta expresión se tiene 


V XB(r) = V X 


Mo 

47T 


f J'(r')XRdr' _ p 0 f nv 

[ J'(r')XR 1 

Jy R 2 4lTjy 

r 2 


dr' (15-30) 


donde fue posible pasar del segundo al tercer término debido a que los límites de la inte¬ 
gración dependen de las coordenadas de puntos fuente (x y', z ), mientras que V involu¬ 
cra derivadas con respecto a las coordenadas de puntos de campo ( x,y,z ). Si ahora se 
utiliza (1-121), se encuentra que la cantidad dentro de la integral es 


J'(r') 




=JV) 


v d)j-[ JWV i(! 


(15-31) 


en la que el segundo y tercer términos son iguales a cero porque cualquier componente 
de V que opera sobre J ; dará cero, ya que J ' depende exclusivamente de las componentes 
de x. Una vez obtenida (15-31), se puede utilizar (1-134) para pasar de V a V en el 
segundo término del miembro derecho, a fin de obtener un integrando que únicamente 
sea función de las coordenadas primas y se puede así efectuar la integración; el primer tér¬ 
mino no se 'altera. Procediendo así y sustituyendo el resultado en (15-3) se encuentra que 


VxB =iU J w 



dr’ + 


fo 
4 m 


/ r [J X r 0- v '](^)^ (15-32) 


Se puede demostrar que la segunda integral es igual a cero si se le escribe de nuevo por 
medio de (1-131). 




(V'-JVt'-I- 



(15-33) 


Dado que únicamente se están tomando en cuenta corrientes constantes, V i' = 0 debi¬ 
do a (12-15), con lo que la integral de volumen se anula. Ahora la distribución de corrien¬ 
tes fuente ocupa un volumen finito; en consecuencia, la superficie limitante S ' puede 
siempre elegirse lo suficientemente grande para que J' (r') = 0 en todos los puntos de S', 
por lo que la integral de superficie también se anula. Por lo tanto, como ya se había dicho, 
la integral en (15-33) es cero, con lo que (15-32) se reduce a 



VXB - 


(15-34) 



306 


Forma integral de la ley de Ampere 


La componente x de esta ecuación tiene exactamente la misma forma de (4-23), con 
Ho J' x en lugar de p/e 0 , el resultado de la integración de (4-23) fue (4-26), de manera 
que se tiene 


B o 
47T 




dr' = n 0 J x '(r) 


(15-35) 


y expresiones similares para las componentes y y z de (15-34). Sumando estos resultados y 
después quitando la prima de J ’ para estar de acuerdo con la notación estándar conve¬ 
nida, se tiene que es exactamente lo mismo que se encontró antes en (15-12). 

VXB = r)x + 7 v (r)y + /,(r)z] =MoJ(r) = (VxB) atr 


Ejercicios 

15-1 Un círculo de radio a descansa sobre el plano xy con su centro en el origen. En¬ 
contrar el ángulo sólido Í2 subtendido por este círculo en un punto sobre el eje z posi¬ 
tivo. 

15-2 Considérese la inducción B producida por una corriente / recta, infinitamente lar¬ 
ga. Tómese una trayectoria cerrada conveniente, C, en el plano perpendicular a la corrien¬ 
te y que no encierra a dicha comente. Demostrar por integración directa que (15-5) es 
correcta en este caso. 

15-3 Aplicar (15-1) al caso de un círculo de radio p < a cuyo plano sea perpendicular al 
eje z del solenoide de la figura 15-11, y demostrar así que 9B B<p = 0 en su interior. 

15-4 Aplicar (15-1) al caso de un círculo de radio p > a cuyo plano sea perpendicular 
al eje z del solenoide de la figura 15-11, y demostrar así que, si el enrollado tiene un án¬ 
gulo finito, el valor promedio de Btfi sobre el círculo es igual a p 0 //27Tp. 

15-5 Encontrar otra distribución de corriente que produzca la misma By en un toroide 
como el que se calculó en (15-28). 

15-6 Una bobina toroidal de N vueltas está enrollada sobre una sección circular de radio 
b. Si el radio del eje central es a, es decir, que ésta es la distancia del centro 0 al centro 
de la sección, encontrar la relación b/a que se requiere para que la desviación total de Bíp 
en la sección no sea mayor del 2 % de su valor en el centro. 

15-7 Considérense los conductores cilindricos coaxiales infinitamente largos de la 
figura 6-12. El conductor interior lleva una corriente total I en la dirección ¿, mientras 
que el conductor exterior lleva la misma corriente I pero en la dirección - z. Supóngase 
que las corrientes se encuentran distribuidas uniformemente sobre sus respectivas sec¬ 
ciones. Encontrar B en todo lugar y graficar los resultados en función de p. 

15-8 Un determinado campo B está dado en coordenadas cilindricas como B = 0 para 
0 <p <a, B = (p 0 7/2 7r p) [(p 2 - a 2 ) / (b 2 - a 2 ) ] <p para a < p < b, y B ~(p 0 */ 2 tip) 
<p para b < p. Encontrar la densidad de corriente J en todo lugar. ¿Cómo se podría pro¬ 
ducir una B de este tipo? 

15-9 Considérese un haz cilindrico muy largo de partículas cargadas. El haz tiene una sec¬ 
ción circular de radio a, una densidad de caiga uniforme p ch , y las partículas se mué- 
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ven a la misma velocidad constante v. Encontrar B dentro y fuera del haz y expresar 
los resultados en función de estas cantidades dadas. 

15-10 Dos superficies cilindricas coaxiales, infinitamente largas, tienen al eje z como 
eje común. La superficie interior, de radio a, conduce una corriente superficial - Kj ¿, 
mientras que la superficie exterior, de radio b, conduce una corriente superficial K 2 = K 2 
i p. Tanto K j como K 2 son constantes. Encontrar B en todo lugar. 

15-11 En la figura 15-14 se ilustra una porción de una región libre de corrientes en la 
que B es uniforme. Demostrar que una inducción de este tipo no puede bajar repentina¬ 
mente a cero, como se indica esquemáticamente por la posición de las flechas, aplicando 
(15-1) a la trayectoria rectangular mostrada en líneas punteadas. Demostrar cualitativa¬ 
mente que un cambio en B de la naturaleza general que se ilustra en la figura 6-10 sí sería 
compatible con (15-1). 

15-12 Demostrar que se puede obtener (15-12) por cálculo directo del rotacional de la 
expresión de B dada en el ejercicio 14-17. 



Figura 15-14 Líneas de B hipotéticas para el ejercicio 15-11. 







Capítulo 


16 

Potencial vectorial 


La ecuación diferencial fuente que falta por calcular para la inducción es V * B. Es mucho 
más fácil obtener ésta que lo que resultó el caso de V X B. Después de haberla encontrado, 
se verá que es posible expresar mucho de la misma información que antes en función de 
un nuevo campo vectorial que se introducirá más adelante. 


16-1 Divergencia de B 


El método directo resulta bastante sencillo en este caso. Si se utiliza la definición de B en 
función de una corriente fil amen tal, (14-2), se encuentra que 


'ü»(f 

I'ds'XR 

- , Jvl ' (í 

r 

ds' X R ' 

Air j 

c- R 2 

477 9 

) V 

C' 

R 2 


(16-1) 


ya que aquí también los límites de integración dependen sólo de r', mientras que V opera 
sobre las componentes de r Se puede utilizar (1-118) para escribir el integrando como 


V- 


ds'X 



• (V X ds') — ds' ■ 



(16-2) 


Aquí ds' es función solamente de las componentes de r', por lo que se puede considerar 
como constante en lo que respecta a V; asi, V X ds - 0. Al utilizar (1-143) y (1-48) se 
puede ver que y X (R /R 2 ) = y X V (1/i?) = 0. Por lo tanto, (16-2) es idéntico a cero 
con lo que (16-1) queda exactamente como 

V-B = 0 (16-3) 


Resulta evidente que esto también es verdad en el caso de más de una fuente filamental, 
siendo B dada por (14-4); el caso de corrientes distribuidas queda como ejercicio. 

Ya que se tiene (16-3), se puede inmediatamente obtener la condición de frontera 
que las componentes normales de B deben satisfacer en una superficie de discontinuidad, 
encontrándose por medio de (9-6) y (9-7) que 
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ñ* (B 2 — B,) = B ln — B ln = Q (16-4) 

de modo que las componentes normales de B son siempre continuas. 

Este importante resultado, V * B = 0, es una de las ecuaciones de Maxwell. Ya se 
verá más adelante que no existe situación en donde se deba cambiar, ni siquiera cuando 
se estudien campos no estáticos, por lo que (16-4) será también generalmente correcta. 
Se puede obtener una interpretación de (16-3) si ésta se compara con la ecuación análoga 
para el caso del campo eléctrico, (4-10), o sea, V • E = p¡e 0 . Aquí p es la densidad de carga 
neta y aparece porque la carga eléctrica existe en unidades individuales de signo opuesto, 
de manera que es posible tener p =£ 0 cuando haya exceso de un signo o del otro. Pero (16-3) 
implica que una situación tal no puede darse en el caso magnético y por lo tanto no pueden 
existir unidades individuales de carga magnética análogas a las de carga eléctrica. A dichas 
cargas magnéticas se les da el nombre de monopolos magnéticos. Aun cuando se ha 
demostrado que su existencia es compatible con los requerimientos de la mecánica cuántica, 
toda búsqueda experimental para comprobar su existencia ha fracasado. En consecuencia, 
hasta que no se llegue a demostrar sin lugar a duda que tales monopolos magnéticos 
existen en realidad, se deberá seguir escribiendo V • B = 0, recordando que las fuentes de 
B son siempre comentes. 

Si se combina (16-3) con el teorema de la divergencia (1 -59), se encuentra que 

(^)B-í/a = 0 (16-5) 


lo que significa en el flujo de B a través de cualquier superficie cerrada es siempre igual a 
cero. Al expresar lo anterior en función de las líneas de B, (16-5) indica que no existen 
líneas netas de B que atraviesen cualquier superficie cerrada, o sea, que el número de líneas 
que entran a ella será igual al qué salen de ella; por lo tanto, la figura 16-1 ilústrala 
situación general de lo que ocurre. Esto contrasta con el caso eléctrico pues para éste las 
líneas de E pueden iniciarse o terminar en una carga, como se muestra, por ejemplo, 
en la figura 8-7. 

Sin embargo, resulta de gran utilidad considerar la integral de superficie de B con 
respecto a una superficie que no es cerrada. Si <1> es el flujo magnético que atraviesa una 
superficie S, por definición se tiene que 


<í> = 



(16-6) 


que puede muy bien ser diferente de cero. Dado que B se mide en weber/metro , la 
unidad del flujo es el weber. 



Figura 16-1 El flujo neto de B a través de la 
superficie cerrada S es cero. 
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16-2 Definición y propiedades del potencial vectorial 

Al comparar (16-3) con el teorema vectorial general (1-49), que establecen que la diver¬ 
gencia del rotacional es siempreigual a cero, resulta lógico sospechar que debe ser posible 
escribir 


B(r) = V X A(r) 


(16-7) 


Al campo vectorial A(r) que se introduce así se le da el nombre de potencial vectorial. Más 
adelante se podrá apreciar que desde muchos puntos de vista es una especie de análogo del 
potencial escalar <¡>. De (16-7) se puede deducir que la unidad del A es 1 weber/metro = 1 
volt-segundo/metro. 

Para que (16-7) tenga alguna utilidad, debe ser posible encontrar una manera explí¬ 
cita para calcular A en función de una determinada distribución de corrientes fuente. Esto 
se logra demostrando directamente que la ecuación que define a B puede, de hecho, 
expresarse de esta manera. Si se usan (1-143) y (1-120), se tiene que 


r/s'XR 

R 2 


-*'xv(l) = vx(f) 


M = vx(f) 


(16-8) 


dado que V X ds' = 0 como antes. Sustituyendo en (14-2) se obtiene 


al utilizar el hecho de que V opera únicamente sobre las componentes de r. Se puede 
observar que (16-9) sí tiene la forma de (16-7) y que, por comparación, se puede definir 
A para esta corriente filamental como 



(16-10) 


Si existen más de una corriente filamental fuente, se puede aplicar (16-8) a cada uno de 
los términos de (14-4) para que la resultante de A quede dada por 

< 1W1 > 

donde R, = r r,-. De esta manera se ha logrado demostrar que B puede expresarse en la 
forma (16-7) y además, se ha encontrado un método para calcular A. Nótese que la distri¬ 
bución de cada elemento de corrientes I¡ds¡ a A se encuentra en la dirección del propio 
elemento. 

Si en lugar de corrientes filamentales se tuvieran corrientes distribuidas, se podrían 
utilizar los equivalentes (12-10) para adaptar (16-10); asi se encuentra que los potenciales 
vectoriales producidos por corrientes volumétricas y superficiales están dados, respectiva¬ 
mente, por 
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(16-12) 

(16-13) 


mientras que el producido por una sola carga puntual en movimiento se obtiene al combinar 
(14- 29) con el integrando de (16-10) para tener 


A(r) = 


m o qv 
4v R 


(16-14) 


[Como en la sección 14-5, se usará (16-14) únicamente para el caso en que |v|<Kc.] 

La idea general detrás de todo esto es la de usar las expresiones logradas arriba para 
encontrar Ay después encontrar B por diferenciación, de acuerdo con (16-7), de manera que 
el procedimiento sería, en este aspecto, análogo al que se utilizó en electrostática. 

Resulta de gran interés encontrar la divergencia de A. Al realizar el producto punto 
de V con (16-10), se obtiene 


06 -. 5 ) 


y, al utilizar (1-117), (1-143) y (1-16), se encuentra que 
ds' \ „( J_\ J_ 


R 




(16-16) 


ya que V • ds —0 por la razón conocida. Si se sustituye (16-16) en (16-15) y se utiliza 
después (1-67) se obtiene 


V ■ A = 




•t/a' 


Pero de acuerdo con (148) el integrando es siempre igual a cero y, por lo tanto, 


V • A = 0 


(16-17) 


Aunque (16-17) se obtuvo para una sola corriente filarnental, se puede observar que sigue 
válida para más de una corriente fuente, o sea, cuando A está dada por (16-11). 

A pesar de que ya se cuenta con la forma integral (16-12) para calcular A a partir 
de una distribución de corriente conocida, resulta útil obtener la ecuación diferencial que 
A debe satisfacer en caso de que la información esté dada en otra forma, como ocurrió 
tan a menudo con 0 en el capítulo 11. Al obtener el rotacional de ambos miembros de 
(16-7) y utilizar (1-122), (16-17) y (15-12), se obtiene 

V X B = y X ( V X A) = V(V • A) - V 2 A = - V 2 A = /t 0 J 


de manera que 
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V 2 A = — /XqJ (16-18) 

i lo que en coordenadas rectangulares viene a ser 

Vid, = - ¡i^J x V 2 A y = - ¡i, v ] y V 2 A z = — ¡i (r J z (16-19) 

Si se compara esto con (11-1) se puede observar que cada una de las componentes rectan¬ 
gulares de A satisface la ecuación de Poisson. 

Si en este momento se cambia el punto de vista, se puede considerar que (16-7) y 
(16-17) son dos ecuaciones diferenciales fuente para A, en el sentido del teorema de 
Helmholtz de la sección 1-18. En este caso se pueden encontrar de inmediato las condi¬ 
ciones de frontera que las componentes de A deben satisfacer en una superficie de discon¬ 
tinuidad de propiedades. De (16-17) y (9-6) se encuentra que 

ñ‘(A 2 —A,) = yl 2ji —A,„=0 (16-20) 

de modo que las componentes normales son continuas. Si ahora se sustituye (16-7) en 
(9-13), se obtiene 


ñ X (A 2 — A,) = lim (hB) = 0 (16-21) 

h —*0 

ya que, sea cual fuere el comportamiento de B en la capa de transición, existe la certeza 
de que B debe permanecer finita a medida que el grosor de la capa de transición se reduce 
a cero, por lo que /zB->-0 a medida que h~* 0. De esta manera se concluye que las compo¬ 
nentes tangenciales de A son también continuas. Pero cuando todas las componentes de 
un vector son continuas el vector mismo resulta continuo a través de esa superficie, por lo 
que se puede concluir que 


A 2 =A l (16-22) 

en perfecta analogía con la continuidad del potencial escalar 0 expresada por (9-29). 

El flujo magnético, <1>, puede expresarse también en función del potencial vectorial. 
Si se sustituye (16-7) en la definición (16-6) y se utiliza el teorema de Stokes (1-67), se 
encuentra que 


$=|(VXA)á=^A'í/s (16-23) 

lo que demuestra que el flujo puede escribirse como la integral de línea de A con respecto 
a una curva limitante de la superficie para la que se desea obtener í>. En algunas ocasiones 
(16-23) viene a ser una alternativa para calcular A cuando es fácil conocer a partir de 
alguna solución previa y cuando el problema tiene la simetría suficiente como para encon¬ 
trar una trayectoria C conveniente. 

Todas las cantidades que en la física reciben el nombre de “potenciales” implican 
por lo general una cierta ambigüedad relacionada con su valor absoluto, pues por lo común 
se les introduce como funciones a partir de las cuales se puedan calcular otras funciones de 
interés por medio de la diferenciación. Esto se vio en el caso del potencial escalar discu¬ 
tido en relación con (5-10), siendo ése indeterminado hasta una constante escalar aditiva. 
En el caso del potencial vectorial existe una situación similar, pero más complicada. Si se 
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revisa el argumento que se utilizó para pasar de (16-9) a (16-10) por medio de (16-7), 
y si se recuerda el resultado vectorial general (1-48) en el sentido de que el rotacional 
del gradiente de un escalar es siempre igual a cero, se observará que se puede añadir 
el gradiente de un escalar arbitrario a (16-10) y aún así obtener el mismo resultado. 
Para hacer esto más explícito, supóngase que A es un potencial vectorial “adecuado”, es 
decir, que da el valor correcto de B cuando se le usa en B= VX A. Supóngase ahora que Af 
es otra función dada por 


A f (r) = A(r) + Vx(r) (16-24) 

donde x( r ) es un campo escalar, pero por lo demás es arbitrario. La inducción Bf que 
corresponde a Af se obtiene de (16-7) y (148) y es 

B t = VxA t = VxA + VxVx = VxA=B (16-25) 

De esta manera se ve que ambas inducciones son idénticas. Sin embargo, la propiedad 
V A = 0 fue consecuencia directa de la definición original (16-10), y condujo a la muy 
conveniente condición de continuidad (16-22) y a la ecuación diferencial simple que se 
obtuvo en (16-18). En consecuencia, resulta razonable que cualquier potencial vectorial 
que se desee utilizar deberá satisfacer esta misma condición de modo que, además de 
requerir que Af dé el valor correcto de B.debe requerirse también que Af satisfaga (16-17): 

V • A + = 0 (16-26) 

Es obvio que esto implica ciertas restricciones en la elección de x- Se puede observar 
cuáles serán estas rectricciones si se sustituye (16-24) en (16-26) y se utilizan (16-17) y 
(145): V • Af =0 = V • A +V • V x =V 2 x, Y, por lo tanto. 


V 2 X = 0 (16-27) 

En otras palabras, no se desea utilizar simplemente cualquier función escalar en (16-24) 
sino que se requiere además que x sea una solución a la ecuación de Laplace (11-3). [La 
expresión (16-24) es un ejemplo de lo que se conoce como una transformación de norma, 
y se estudiará en mayor detalle en el capítulo 22 una vez que se haya completado el 
desarrollo de la teoría general. El requisito (16-26) y, por tanto (16-27), conducen a la 
llamada norma de Coulomb.] 

El potencial vectorial no resulta tan útil en la magnetostática como se podría esperar 
por analogía con el potencial escalar en la electrostática. Uno de los problemas es que, 
aún en muchos casos aparentemente sencillos, no es posible expresar A en una forma 
cerrada o por lo menos en alguna de las formas que se han visto. Es en el tratamiento de 
los problemas que dependen del tiempo donde el potencial vectorial se vuelve útil. Sin 
embargo, se considerarán aquí algunos problemas específicos para ilustrar las propiedades 
generales que se acaban de tratar. 

16-3 Inducción uniforme 

Una vez que se ha encontrado B por cualquier otro medio, es casi siempre posible utilizar 
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(16-7) junto con (16-17) para obtener A. Como ejemplo de un caso extremo, considérese 
una inducción uniforme dada por B = Bi, por medio de (1-43), se obtienen tres ecuaciones: 


dAy 

3 [v 9z 9z dx dx dy 


( 16 - 28 ) 


que se intentará resolver por inspección. Se pueden satisfacer las primeras dos si se toman 
A x y A y indenpendientes de z, mientras que A z es, cuando mucho, una función dez; sin 
embargo, si se mantine a (16-17) en mente, quizá resulte más sencillo tomar A z = const. 
En ese caso la ecuación que resta en (16-28) se satisface si ( a)A x - 0,A y - B x , (b)A x - 
- By,A y - 0 ó{c)A x = By,A y = \ B x así su cesiv amente . Nóte se que (c) no es más que 
la suma de (a) y (h) dividida entre dos. Se puede observar también que estas tres soluciones 
satisfacen la condición V • A = 0. Resulta evidente que existen muchas más posibilidades, 
pero sean éstas suficientes para ilustrar la existencia de mucha arbitrariedad en A. Para 
recalcar el hecho de que éstas son funciones diferentes y sin embargo dan la misma B, la 
figura 16-2 muestra las proyecciones de A sobre el plano xy para un origen arbitrario, 
como las partes (a), (b) y (c) respectivamente;la parte (c) se puede obtenermás fácilmente 
si se observa que A 2 = A x 2 + A y 2 = \B 2 (x + y 2 ), que viene a ser la ecuación de una 
circunferencia. 

Desde el punto de vista físico, la ambigüedad de A en este caso reflejada el hecho de 
que una B uniforme se puede generar en una región dada en una diversidad de maneras. 
Por ejemplo, podría ser producida en el interior de un solenoide como es el caso en (15-26), 
o en un lado de un plano infinito de corriente como en (15-21), o en la región entre dos 
planos de corriente como sucede en el ejercicio 14-9, y así sucesivamente. 

De esta manera, las propiedades de simetría de A generalmente reflejan la correspondiente 
simetría de la distribución fuente, como se podría encontrar por cálculo directo a partir 
de (16-12), por ejemplo. 

Una expresión muy útil y usual para el potencial vectorial que describe una inducción 
uniforme está basada en (c), pues puede escribirse en forma de vector como 

A=jBXr (B = const.) (16-29) 

En esta forma, A es independiente de la elección original de la dirección de B. 




ía) (b) (c) 

Figura 16-2 Diferentes potenciales vectoriales que describen la misma inducción uniforme 
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En la sección 14-2 se calculó el valor de B producida por la corriente recta de longitud 
finita que se muestra en la figura 14-3. Considérese ahoralamisma distribución de corriente 
en función del potencial vectorial. Como antes, ds = dz'z, R 2 = p 2 +z' 2 y si ahora a la 
corriente se le asigna el símbolo I, (16-10) queda 


A = z 


N 1 


f 


dz f 


(p 2 + z' 2 ) 


- M o 1 , 
= z~ —ln 

2\ 1 / 2 47 T 


(7 + L])' n +L ¡ 

(P 1+ Q) l/1 - L 2 


(16-30) 


donde se han utilizado (5-29) y (5-30) con z = 0. Antes de revisar las propiedades de esta 
A, verifiqúese el resultado obtenido demostrando que éste da el valor correcto de B. Si 
se combina (16-30) con (16-7) y (1-88), observando que A z (p ) es la única componente no 
nula de A, se encuentra que Bp = B z = 0. mientras que 




0^ 

0p 


/Vp ¡ 

r 

1 

4 IT 

: (e : + d)' n 

y+zfr-z./ 


(p 2 + l?) ,/2 [(p 2 +lD 1/2 + 4 


N 1 

4irp 


(p 2 +L¡y /2 (p 2 + l}) 
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2\lM 


(16-31) 


que es justamente lo que ya se había encontrado antes en (14-1 5). 

La dependencia de A z con respecto a p, expresada por el logaritmo de (16-30), es 
exactamente la misma que se encontró para el potencial escalar de una carga lineal en (5-30) 
y, por lo tanto, da origen a algunas de las mismas dificultades. Por ejemplo, si se desea 
pasar al límite de una comente infinitamente larga haciendo que L 2 y L x se hagan 
infinitas, de acuerdo con (5-32) se encontrará que 


A - . 
A~z——ln 
2n 


(4L 2 Lj) 


1/2 


(16-32) 


Esto demuestra la dependencia de A con respecto a p para una corriente recta muy larga, 
pero se hará infinito para una longitud infinita. Como se hizo con <p en (5-28), se puede 
tomar otro cero para el potencial vectorial si se escribe 

*-#"( 7 ) < 16 - 33 > 

de manera que p 0 sea la distanda ala corriente infinitamente larga para la que se ha elegido 
que A valga cero, ya que este punto no puede estar en el infinito. Sin embargo, aquí 
también se tiene un caso en el que las ambigüedades de A desaparecen por la naturaleza 
misma del sistema. 



Corrientes rectas 


317 


Ejemplo 

Dos corrientes largas antiparalelas. Considérese el sistema compuesto por una corriente / 
en la dirección positiva de z y otra corriente paralela -/, es decir, en la dirección negativa 
de z; las dos corrientes se encuentran a una distancia 2 a una de otra, como se ilustra en la 
figura 16-3. (Compárese con la figura 5-6.) Suponiendo que L 2 y L t son ya lo suficiente¬ 
mente largas para que se pueda utilizar (16-32), se encuentra que el potencial total en P es 


A = 


. Po^ 
1 2 77 


ln 

[ (4 L 2 L x )' /2 1 

— ln 

r (4 l 2 l,) 1/2 i 


[ P + J 


p. 



(16-34) 


siendo p+ y p - las distancias a cada una de las corrientes respectivas. Dado que ni L 2 ni L , 
aparecen ya en esta expresión, se pueden tomar como infinitas para obtener el resultado 
finito sin ambigüedad (16-34) para estas corrientes en sentido contrario; nótese que se 
hubiera obtenido el mismo resultado de haberse comenzado con (16-33). 

En un caso específico, p+ y p_ deberán ser evaluadas en función del sistema coor¬ 
denado particular que se esté usando? Para ilustrar lo anterior, supóngase que las corrientes, 
que son paralelas al eje z, descansan también sobre el planoxz, y que / intersecta el eje x 
en a e / en a. Ahora la situación corresponde exactamente a la que se muestra en la 
figura 5-7, remplazando el símbolo X con I, por lo que se puedeutilizar(5-34) para escribir 
el potencial vectorial para este caso como 


A(p,<p)=z J. 7 ln| 


a 2 + p 2 + 2apcos<p 
a 2 +p 2 — 2apcos<p 


(16-35) 


Las superficies de A z constantes son entonces las mismas que se dan en (5-37) y (5-38), 
remplazando con p 0 7 el término X/e 0 , es decir, que A z - const. correspondiente a 

o 2 

f^ = e ‘M i M/ = const . (16-36) 

P + 

que, en coordenadas rectangulares es 

(X —«cothTOW^s^) 2 (16-37) 



Figura 16-3 Dos corrientes rectas largas y antiparalelas. 
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Figura 16-4 Líneas de B producidas por dos corrientes rectas largas y antiparalelas. 

donde ahora r¡ ~ 2 ttA z I¡jl 0 1. De esta manera, las superficies de A z constantes son cilindros 
con ejes paralelos al eje z cuyas intersecciones con el planojcy son los circuitos descritos por 
(16-37), ya que, de hecho, son exactamente los mismos círculos que se muestran con 
líneas llenas en la figura 5-8. Como antes, los círculos cuyos centros quedan sobre el eje 
x positivo corresponden a A z >0, mientras que aquéllos que quedan sobre el eje x nega¬ 
tivo corresponden a A z < 0; el plano yz (x = 0 6 y = 90°) es la superficie para la que A z =0. 

La inducción B puede ahora calcularse a partir de (16-35) y (16-7) con el uso de 
(1-88); los resultados son 


n =1 dAz - Po Ia ( a2+ P 2 ) sen <P 
9 P 3 <P V + p 2 „ 


_ 3^ = iM>Ia(p 2 - a") eos y 

<P wp+p 2 . 


(16-38) 

(16-39) 

(16-40) 


de manera que B está enteramente sobre el plano xy. Nótese que la dependencia de Bp 
con respecto a la posición es como la de ~E¡p en (5-36), mientras que la de es como la 
de Ep en (5-35); de hecho, se pueden conectar estos dos campos en un sentido formal 
mediante B = Ou 0 e 0 /A)z X E, como puede fácilmente verificarse por medio de (1-76). 
Sin embargo, esto significa que las líneas de B son, en este caso, perpendiculares a las 
líneas de E que se muestran como líneas punteadas en la figura 5-8; pero en la figura se 
pueden observar que las líneas perpendiculares a las líneas de E son exactamente los círculos 
equipotenciales que se muestran con líneas llenas. Por lo tanto, las líneas de B son también 
círculos de este mismo tipo, descritas de acuerdo a (16-36) y (16-37) y que se ilustran en 
la figura 16-4. 

Se puede llegar a la misma conclusión si se encuentran las líneas de B directamente. 
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La dirección de una línea de inducción está dada por una ecuación del mismo tipo que 
(5-39), es decir, 


ds n = kB (16-41) 

donde k es una constante. Cuando se expresa esto en función de las coordenadas p y ¡p en 
el plano xy, se tiene las análoga de (5-41): 


1 dp _ B P 
P dcp By 


(16-42) 


En este caso específico, sise sustituyen (16-38) y (16-39) en esta ecuación, se encuentra que 


1 dp _ (¿t 2 +p 2 )sen<p 

P d<p (p 2 —a 2 )cos<p 


o sea 


( p 2 -a 2 )dp _ sen<p dtp 

p(a 2 + p 2 ) cos(¡p " ) 

Esta ecuación puede integrarse por medio de tablas para obtener 

p 2 + a 2 = 5Cpcos<p (16-44.) 

donde K es una constante cuyo valor caracteriza una determinada línea de inducción. Si 
se expresa (16-44) en coordenadas rectangulares, queda 

(x-\%f+y 2 =(l%) 2 -a 2 (16-45) 

demostrando que las líneas de B son círculos con centros en -|-tc sobre el eje* y con un 
radio (~ K 2 — a 2 fh , lo que de nuevo conduce a la figura 16-4. 

16-5 Solenoide ideal infinitamente largo 

Dado que ya se han encontrado los valores del B producido por este sistema en (15-25) y 
(15-26), se les usará aquí como un ejemplo del cálculo de A por medio de (16-23). La 
figura 16-5 muestra el solenoide visto desde un extremo, con una corriente superficial A 
equivalente a la de (15-22) circulando a su alrededor; el eje del solenoide (eje z) apunta 
hacia afuera de la página, lo mismo que B. De acuerdo con (16-13), cada elemento de 
corriente K da' aporta una contribución a A en su propia dirección, y si se consideran las 
contribuciones respectivas ¿Ai y dA 2 de dos elementos da t y K 2 da 2 situados simé¬ 
tricamente como se muestra en la figura 16-6, se puede observar que las componentes p 
se cancelan entre sí, por lo que solamente queda una componente i p. Se concluye así que 
A solamente tiene componentes < p, es decir, que las líneas de A son círculos sobre este plano, 
de modo que puede escribirse que 


A = A q) (p)q> 


(16-46) 
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Figura 16-5 Vista desde un extremo de un 
solenoide ideal muy largo. 


ya que Aip debe ser independiente de z para este solenoide infinitamente largo y es 
independiente de p por simetría. Así, una trayectoria de integración adecuada, C, para ser 
usada con (16-23) es una circunferencia de radio p para la cual ds = pd\p¿p\ de esta manera 
se obtiene 


(£>A-ds = (j)A-q>pd<p = 2irpA v = d> 


así que 

( 1 6-47) 

1. Dentro del solenoide. Aquí p < a, y dado que B¿ es uniforme de acuerdo con 
(15-26), el flujo se obtiene de (16-6), (1-52) y (1-53) y es 




Figura 16-6 El potencial vectorial resultante de dos 
elementos de corriente situados simétricamente 
tiene sólo una componente ¡p. 
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<í> = J B¡z ■ dai — p 0 nl J da = p 0 nl-up 2 ( 16-48) 

el cual, al ser sustituido en (16-47) da 

^(p) == 1/ a o« / P ( P<a ) (16-49) 

2. Fuera del selenoide. Aquí p>a, y dado que B 0 = 0, el flujo encerrado es el valor 
constante que se obtuvo de (1648) para p = a, es decir, 4> = p 0 nlm 2 . Cuando esto se 
sustituye en (16-47) se obtiene 


= ) (P>«) (16-50) 

Nótese que tanto (16-49) como (16-50) dan el mismo valor de \p 0 nla para p = a\ esto 
concuerda con la propiedad de continuidad de A expresada en (16-22). 

En la figura 16-7 se muestran tanto A>¿> como B z graflcados en función de p para 
comparar su comportamiento. Este resultado interesante muestra que fuera del solenoide, 
donde la inducción es igual a cero, el potencial vectorial es diferente de cero. Esto deja 
en claro que lo que realmente importa desde este punto de vista no es el valor absoluto 
de A, sino la manera en que cambia, descrita por B = V X A. Para apreciar lo que en realidad 
ocurre aquí, de (1 -88) de B que no es igual a cero es B z = 3 (pAip)/p3p. Dentro del solenoide 
pA<p = ^p 0 n/p 2 según (1649), por lo que B z ¡ = poní, en concordancia con (15-26). Sin 
embargo, fuera de él, (16-50) da pAip = * p 0 nla 2 = const., de modo que B z = 0 como ya 
se sabía. 

Resulta también interesante observar que las líneas de A circulares que sí funcionan 
en este caso como se comprobó anteriormente corresponden cualitativamente a las de la 
figura 16-2c, lo cual ya se dedujo como una posible descripción de inducción uniforme. 

Ejercicios 

16-1 Los resultados (16-3), (16-7) y (16-17) se obtuvieron con base en corrientes fila- 
mentales. Demostrar que se obtienen estos mismos resultados suponiendo corrientes 
distribuidas constantes. 

16-2 Aplicar (16-5) a un pequeño cilindro en el interior de solenoide ideal infinitamente 
largo. Suponer que el eje del cilindro coincida con el eje del solenoide y así demostrar que 
Bp = 0. 



Figura 16-7 Potencial vectorial e inducción magnética de un solenoide ideal muy largo, 
como funciones de la distancia p al eje. 
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16-3 Una inducción determinada tiene la forma B = ( otx/y 2 )k + (0y/x ¿ ) y +f(x, y, z)z, 
donde a y ¡3 son constantes. F.ncontrar la forma más general posible para la función 
f(x, y, z). Encontrar la densidad de corriente J y verificar que corresponde a una distri¬ 
bución de corriente constante. 

16-4 Demostrar que (16-29) es un potencial vectorial adecuado para cualquier inducción 
constante y no únicamente para alguna sobre el eje z. Demostrar también que (16-29) 
satisface (16-17). 

16-5 Encontrar la x que transforma cada uno de los potenciales vectoriales de la sección 
16-3 en los demás, y verificar que cada una de esas x satisface (16-27). 

16-6 Repetir el cálculo que condujo a (16-30) para un punto de campo con coordenadas 
(z,p) en lugar de simplemente (0,p). Demostrar que el A obtenido da la misma B que se 
encontró en el ejercicio 14-2. 

16-7 Siempre es cierto que V 'B = 0;VX B = 0 también es cierto en un punto donde no 
haya corriente. Estos resultados son una indicación de cómo se relacionan entre sí ciertas 
derivadas de B. Se puede hacer uso de estas relaciones para obtener valores aproximados 
de B en los casos donde resulte muy difícil resolver exactamente en el caso general, 
mientras que es fácil resolver los casos especiales. Por ejemplo, considérese un anillo 
circular que conduce una corriente. En (14-18) se encontró fácilmente la inducción en su eje. 
Si se toma (14-2) para un punto de campo general, se encontrará que resulta una integral 
que debe expresarse en términos de funciones elípticas. Es posible aproximar esta 
integral para puntos cercanos al eje z por medio de un desarrollo en series de potencias del 
integrando para p pequeñas, pero es mejor otro método. A partir de (14-18), se escribe un 
desarrollo en serie de Taylor para Bp como Bp (p, zf~Bp (0, z) +(3flp/9p) 0 p. Se utilizan 
después (14-18)yV’B = 0 para evaluar esta aproximación de Bp en un punto fuera del 
eje pero cerca de éi. De manera similar, encontrar una expresión para B z (p 7 ) 

16-8 Una circunferencia de radio a está sobre el plano xy con su centro en el origen. Una 
corriente I la recorre en el sentido en que aumenta el ángulo polar <p\ Encontrar una 
expresión para el A producido en un punto arbitrario ( x,y,z ). Escribirlo en función de sus 
coordenadas rectangulares y expresarlo como una integral con respecto a p’. No evaluar 
la integral. Suponer ahora que el punto de campo está sobre el eje z y evaluar la integral 
para encontrar A, encontrar las expresiones integrales para las componentes de B y 
demostrar que si el punto de campo se encuentra sobre el eje, se obtiene (14-18). 

16-9 Un cuadrado de lado 2 a descansa sobre el plano xy con su centro en el origen I 
circulando en sentido contrario al de las manecillas del reloj si se observa desde las z 
positivas. Encontrar A para todos los puntos dentro del cuadrado. ¿Cuánto vale A en el 
centro? 

16-10 Encontrar el A producido en cualquier punto del eje z por una corriente en el arco 
circular que se muestra en la figura 14-9. ¿Por qué este resultado no daría el valor correcto 
de B que se encontró en el ejercicio 14-7? 

16-11 Un cilindro infinitamente largo tiene una sección circular de radio a y su eje a lo 
largo del eje z. Una corriente constante, /, se distribuye uniformemente por su sección 
en la dirección positiva de z. Utilizar (16-23) para encontrar A en todo lugar. Si se expresa 
el A fuera del cilindro en la forma (16-33), ¿cuál es el valor de A sobre el eje z? 

16-12 Se enrolla un alambre en forma de hélice con ángulo de inclinación a sobre la 
superficie de un cilindro de radio a , de modo que se forman N vueltas completas. Si el 
alambre conduce una corriente /, demostrar que la componente axial del potencial vec¬ 
torial producido en el centro de la hélice es 


( ¿i 0 //277)ln | Ntt tana + [1 + (Nn tana) 2 ] 1/2 j 


Demostrar que este valor es el mismo que aquél producido por una corriente / en un alam¬ 
bre de la misma longitud del cilindro en dirección paralela al eje y sobre la superficie 
exterior del cilindro. Mostrar por qué tiene que ser así. 
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16-13 Encontrar A para los cilindros coaxiales con corrientes iguales y opuestas que se 
describen en el ejercicio 15-7. Expresar la respuesta en función de A 0 , el valor sobre el 
eje. Si fuera posible, hacer A = 0 fuera del cilindro exterior y encontrar el valor de A 0 
correspondiente. 

16-14 Un plano infinito de corriente coincide con el plano xy. La densidad de corriente 
tiene magnitud constante A y va en la dirección positiva de y. Encontrar el potencial 
vectorial A en todo lugar. Si no es posible hacer que se anule en el infinito, expresarlo en 
función de su valor en el plano de corriente. 

16-15 Una esfera de radio a contiene una carga total Q distribuida uniformemente en su 
volumen. Se le hace girar alrededor de uno de sus diámetros a velocidad angular constante 
co. Suponer que la distribución de carga no se altera por la rotación y encontrar A en 
cualquier punto sobre el eje de rotación. 

16-16 Expresar la constante K de (16-44) en función de la magnitud de B cuando cruza 
el eje x positivo a su máxima distancia del origen. ¿Cuál sería el valor deA z cuya magnitud 
constante corresponde a este mismo círculo? 

16-17 Los resultados que se obtuvieron para las dos rectas paralelas infinitamente largas 
con corrientes opuestas no son tan accidentales como se podría pensar. Considérese una 
distribución de comentes en la que las corrientes solamente están en la dirección z. 
Demostrar que en este caso es siempre posible escribir B —VA Z X z, y demostrar así que 
las líneas de B serán siempre paralelas a las superficies de A z constante. Aplicar este 
resultado a las dos corrientes antiparalelas infinitamente largas y demostrar que resulta 
consistente con las direcciones de B que se muestran en la figura 16-4. 




Capítulo 

17 

Ley de inducción, de Faraday 


Los resultados generales que se han obtenido hasta ahora pueden resumirse en las cuatro 
ecuaciones diferenciales fuente para campos vectoriales: 


V -E= — V -B = 0 


V XE = 0 V X B = jUqJ 


(17-1) 


según se desprenden de (4-10), (54), (15-12) y (16-3). Se cuenta también con (12-13), que 
expresa la conservación de la carga, y con (14-32) que da la fuerza sobre una carga puntual 
en función del campo eléctrico y de la inducción magnética: 

V-J+-^=0 F = ?(E + vXB) (17-2) 

Las ecuaciones (17-1) forman dos conjuntos completamente independientes, uno pa¬ 
ra E y otro para B, sin implicar conexión alguna entre ambos campos vectoriales. Faraday 
sospechó que en realidad existía cierta relación entre estos campos, por lo que diseñó mu¬ 
chos experimentos para tratar de demostrarlo. Por fin, aproximadamente en 1831 pudo lo¬ 
grarlo, aunque sólo fuera para el caso en el que las cosas cambian con el tiempo, es decir, 
para un situación no estática. Henry también encontró el mismo resultado en forma inde¬ 
pendiente, pero se le ha dado el nombre de ley de inducción de Faraday o más simplemente 
de ley de Faraday. 

Todas las ecuaciones (17-1) se obtuvieron por el estudio de campos estádicos. Unica¬ 
mente en el caso de la derivación de la ecuación de continuidad se consideraron, aunque sólo 
en forma breve, algunos casos dependientes del tiempo. Para poder seguir adelante, lo más 
conveniente es suponer que las ecuaciones (17-1) son también válidas para casos no estáti¬ 
cos, a menos que la experimentación indique que deban ser modificadas. En este capítulo 
se podrá ver que una de ellas debe cambiarse a fin de tomar en cuenta nuevas circunstancias. 
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17-1 Ley de Faraday 

Se considera aquí sustancialmente la misma situación esperimental que utilizó Faraday, aun¬ 
que hasta cierto punto simplificada. Supóngase que se tiene un circuito cerrado, C, forma¬ 
do por un alambre conductor como el que se muestra en la figura 17-1. Supóngase también 
que existe una inducción B, de manera que existe un flujo <t> a través de la superficie S en¬ 
cerrada por C. Si se escoge una dirección arbitraria de recorrido de C, como la que se indica 
con la flecha, queda definida la dirección del elemento de superficie da, de acuerdo con la 
figura 1-24, por lo que se puede así obtener <f> a partir de(16-6);<f> será positivo para la di¬ 
rección que se muestra en la figura. Se supone que no existen baterías ni otras fuentes de 
fem en el circuito. 

Si el flujo a través de C es constante, de modo que d<&/dt=Q, entonces puede obser¬ 
varse que no existe corriente en el circuito. Sin embargo, Faraday encontró que si el flujo 
no es constante a través de C, de modo que d 'h/t/r =£ 0, entonces existe una corriente pro¬ 
vocada en C. Se dice que esta corriente fue “inducida" por el cambio de flujo, por lo que 
el valor numérico de la corriente depende de la resistencia del circuito, por lo que es más 
conveniente expresar el resultado cuantitativo del experimento en función de la fem indu¬ 
cida, Es decir, el trabajo realizado por unidad de carga como quedó definido en (12-22). 
Resulta que 


<'7-3) 

lo que viene a ser la ley de Faraday. Dado que £¡ nd se mide en volts, a veces también se le 
llama voltaje inducido o solamente el voltaje; otro nombre que se le suele dar es el de electro- 
motancia inducida. 

El flujo <I> puede cambiar por diversas razones: la inducción B puede variar con el tiem¬ 
po, el circuito puede moverse por traslación o por rotación encerrando así diferentes valores 
de B, o bien puede haber una combinación de ambos efectos. Una experimentación muy 
extensa ha demostrado que (17-3) es válida cualquiera que sea la cusa de d <&/dt. Se pue¬ 
de observar también que no es necesario que B sea diferente de cero en todas las partes de 
la superficie S, pudiendo anularse en algunas porciones de S; aun en estos casos (17-3) si¬ 
gue siendo aplicable. Más aún, la forma(17-3) de la ley de Faraday sigue siendo válida incluso 
en presencia de materia. Ya que no se estudiarán sistemáticamente los efectos magnéticos 
sobre la materia hasta el capítulo 20, se supondrá que todos los materiales hasta entonces 
son “no magnéticos”, es decir, que tienen las mismas propiedades magnéticas que el vacío. 
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Figura 17-2 La dirección de la corriente inducida cuando la magnitud de B está (a) aumen¬ 
tando y (b) disminuyendo. 

El signo negativo que se incluye en (17-3) representa la “dirección” o “sentido” de 
la fem inducida en comparación con el sentido original arbitrariamente elegido para el re¬ 
corrido por C. Este sentido queda descrito de una manera más conveniente por la ley de 
Lenz: la fem inducida (y, por lo tanto, la corriente inducida) tiene un sentido tal que tiene 
a oponerse al cambio que la provoca. Las palabras claves a recordar de esta ley son oponerse 
y cambio: en otras palabras, no es el valor absoluto de ( P ni su signo lo que aquí importa, 
sino la manera en que cambia, (cuando se enuncia de esta manera, se puede observar que ley 
de Lenz viene a ser un ejemplo del principio de Le Chatelier, que describe la respuesta de 
un sistema en estado de equilibrio estable a efectos externos que tiendan a alterar ese esta¬ 
do.) Para ilustrar la aplicación de la ley de Lenz, por simplicidad considérese un circuito que 
es fijo en forma, tamaño y posición, de manera que únicamente puede haber una variación 
de si cambia B. La figura 17-2 muestra el caso, y en ella se ha elegido como dirección de 
recorrido de C aquélla para la cual $ es positivo. Primero se supone que B está aumentando; 
en este caso d jdt es positivo y, según (17-3), &¡ nd debe ser negativa. Esto significa que 
& in d será opuesta a la elección original de recorrido por C y, por lo tanto, quedará en el “sen¬ 
tido” de las flechas dobles de (a) en la figura; esta misma será la dirección de la corriente 
inducida 7 ind tal como se ilustra. [No necesariamente debe considerarse que & ind está lo¬ 
calizada, como podría inferirse de la posición de su símbolo, ya que (17-3) describe el efecto 
total sobre un circuito macroscópico.] Considérese ahora la concordancia entre estos resul¬ 
tados y la ley de Lenz. Dado que <p está aumentando, la corriente inducida tenderá a opo¬ 
nerse a este cambio tratando de hacer disminuir el flujo por medio de la producción de líneas 
de B opuestas al sentido positivo de la normal a la superficie, es decir, hacia “adentro” del 
circuito. Las curvas punteadas muestran las direcciones generales de las líneas de B produ¬ 
cidas por/¡ nd > obtenidas de acuerdo con la regla de la mano derecha que siguió a (14-6), y 
puede observarse que en realidad representan una tendencia a disminuir el flujo a través de 



Figura 17-3 La barra conductora se mueve hacia 
la derecha a velocidad constante. 
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C. Así, las dos proposiciones llevan a la misma conclusión cualitativa. En la parte (b) de la 
figura se ilustran los resultados obtenidos cuando se supone que [B] está disminuyendo. Así, 
( l> sigue siendo positivo pero decreciente, de modo que ddfdt es negativo y £¡ Ilcl es positiva, 
es decir, en el mismo sentido que el de recorrido original por C. La dirección de /¡ nd en es¬ 
te caso es tal que produce líneas de B que tienden a aumentar el flujo a través de la super¬ 
ficie encerrada, es decir, se opone al cambio, de acuerdo con la ley de Lenz. 

Antes de expresar la ley de Faraday en función de los campos, considérese un ejem¬ 
plo que puede ser analizado cuantitativamente de manera sencilla. 

Ejemplo 

La figura 17-3 muesta una barra conductora que descansa sobre otro conductor doblado en 
forma de U. Un agente externo mueve la barra hacia la derecha a velocidad constante, v. 
Existe una inducción constante, B, que es normal a la página y sale de ella. Por lo tanto, el 
circuito C viene a ser el rectángulo de lados 1 y x. Tómese el sentido de recorrido por Cen 
el sentido positivo de la superficie es saliendo de la página. De acuerdo con (16-6), el flujo 
a través de C es 

<t> = {B-da=Blx (17-4) 

De (17-3) se obtiene la fem inducida y es 

^=-^- = -Bl~ = -Blv (17-5) 

siendo negativa, es decir, en el sentido de las manecillas del reloj. Esta también será la direc¬ 
ción de / jrld , tal como se muestra. Para comparar esto con la ley de Lenz, se puede observar 
que 4> aumenta a medida que aumenta x. Así, /¡ nd tenderá a que r í> disminuya produciendo 
líneas de B que, dentro del circuito, estén dirigidas hacia adentro de la página, en total de 
acuerdo con el sentido de /¡ nd que se encontró arriba y que se muestra en la figura. La 
magnitud de la fem inducida es constante porque v es constante. Pero, a medida que aumen¬ 
ta x el contacto que forma el circuito es más largo, por lo que la resistencia aumenta. Por 
lo tanto, la corriente inducida disminuye a medida que aumenta la superficie en cerrada por 
el circuito. 


De (12-23) puede observarse que la existencia de la fem inducida puede interpretarse 
como indicativa de la presencia de un campo eléctrico inducido, E¡ nd , no conservativo a 
lo largo del alambre, de modo que también se puede expresar (17-3) en la forma 



d<$> 

dt 


(17-6) 


En (9-21) se vio que las componentes tangenciales del campo eléctrico son continuas, y en 
las siguientes secciones se verá que eso sigue siendo correcto en este caso. Por lo tanto, el 
campo eléctrico justo afuera del alambre será el mismo que adentro, de tal forma que (17-6) 
es también aplicable a una trayectoria muy próxima al circuito y fuera de él. De hecho, 
(17-6) ya no contiene ninguna característica específica del alambre, por lo que es lógico su¬ 
poner que (17-6) representa una ley física general que relaciona el campo eléctrico inducido 
con el flujo cambiante y que por lo tanto se puede aplicar a cualquier curva cerrada, sea o 
no que existe ahí un circuito capaz de llevar una corriente inducida. Másaún, para cualquier 
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punto del espacio, el campo eléctrico total puede expresarse como la suma de una parte con¬ 
servativa, E c , y una parte no conservativa, E¡ nc i, es decir, E = Ec +E¡ n( i, con lo que se tiene 

(f)E-ds = (j)E r -ds + (/) E, nd -ds (17-7) 

Pero, de acuerdo con (5-5), la primera integral es cero para el campo conservativo, por lo 
que, al combinar (17-7) y (17-6) se obtiene una expresión que relaciona el campo eléctrico 
total E con el flujo cambiante: 

< 17 - 8 > 

Aquí se tomará a (17-8) como el enunciado final de la ley de Faraday expresada en función 
de los vectores de campo, y es válida para cualquier trayectoria cerrada C y para cualquier 
motivo por el que pueda variar $. Debido a las diversas posibilidades para la variación del 
flujo, es conveniente dividir el subsecuente estudio de (17-8) en dos grandes categorías, de¬ 
pendiendo de si el medio se encuentra en reposo o en movimiento. 


17-2 Medios estacionarios 

Si las diversas partes de la región de interés no se encuentran en movimiento, entonces la 
curva limitante C no variará su forma o tamafio en forma instantánea, de manera que sólo 
puede estar cambiando debido a que B varia con el tiempo, es decir, que B = B(r,t). Si en¬ 
tonces se utiliza (1-67), (17-8) se vuelve 

y, por lo tanto, 

/i vxE+ fh“° 

Pero dado que (17-8), y por ello (17-9) , es válida para cualquier trayectoria de integración 
arbitraria con su correspondiente superficies 1 , aun una infinitesimal, el integrando de (17-9) 
debe ser igual a cero en todo lugar, con lo que se tiene que 

VXE=-^ (17-10) 

ót 

como un enunciado diferencial de la ley de Faraday para un medio estacionario. Con (17-10) 
se tiene al fin una relación entre la electricidad y el magnetismo, en función de los vectores 
de campo. 

Es posible expresar (17-10) de otra manera más. Es todavía cierto que V • B = 0 y por 
ello B = V X A, como en (16-7). Sustituyendo esto en (17-10) se tiene V X E=-3 (VX A) 
/9 t = - V X (3 A/3 1) o sea, 



(17-11) 
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Pero, de acuerdo con (1-48), se sabe que una cantidad cuyo rotacional es cero puede expre¬ 
sarse como el gradiente de un escalar, de modo que se puede concluir que E + (9 A/9 t) =~V$, 
o sea, 

E= —V<f—^ (17-12) 

lo que demuestra que, en general, E depende tanto del potencial escalar como del vectorial. 
En un caso estadístico, donde <p A/8t = o, (17-12) se reduce a E = — V</> con lo que se vuel¬ 
ve al campo eléctrico conservativo; sin embargo, es posible anticipar que por lo general 0 
no siempre será exactamente el mismo potencial escalar de la electrostática. 

Dado que ahora V X E puede ser diferente de cero, se hace necesario volver a inves¬ 
tigar el comportamiento de las componentes tangenciales de E en una superficie de discon¬ 
tinuidad, ya que el resultado anterior (9-21) dependía de queVX =0. Si se sustituye (17-10) 
en (9-18), se obtiene 

A medida que la capa de transición se reduce a cero, es lógico esperar que 9 B/9 t siga sien¬ 
do finita, de modo que a medida que h -> 0, h (9 B/9 t) -> 0; así, el miembro derecho de la 
ecuación de arriba será igual a cero, con lo que 

E 2 ,=E 1( (17-13) 

que demuestra que las componentes tangenciales del campo eléctrico son todavía continuas, 
de acuerdo con la observación hecha entre paréntesis después de (9-22). En lo qüe sigue no 
aparece ninguna razón para alterar esta conclusión. 

Ejemplo 

Espira fija en una inducción alterna. Como ejemplo de un sistema estacionario que contiene 
un circuito real, considérese la espira rectangular de lados ay b que se muestra en la figura 
17-4. Tómese el eje z sobre el plano de la espira y paralelo al lado a ; tómese el origen en el 
centro. El plano de la espira forma un ángulo ¡p con el plano yz, de manera que la normal 
fi al plano está sobre el plano xy y forma el mismo ángulo con el eje x. Supóngase también 
la presencia de una inducción B dirigida a lo largo del eje x y dada por B = B 0 x eos (w t +a), 
es decir, que es espacialmente constante sobre toda la superficie de la espira pero oscila ar¬ 
mónicamente, con el tiempo, con un ángulo de fase a que depende de la elección del cero 
de t. Aquí, cu = 2 ff v es la frecuencia circular (o angular) que se mide en (segundos) —1 . o en 
radianes/segundo; por otro lado, v es la frecuencia normal, es decir, el número de oscilacio¬ 
nes por unidad de tiempo y se mide en hertz, siendo 1 hertz = 1 (segundo) -1 . De acuerdo 
con (16-6), el flujo a través de la espira es 



(17-15) 
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Figura 17-4 Una espira rectangular fija en presencia de una inducción alterna. 


que, como se puede observar, es proporcional a la frecuencia de oscilación y, dado que varía 
según sen (wí + a), está 90 ° fuera de fase con respecto a B, que varía según eos (cor + a). 
Por ejemplo, &¡ nd es máxima cuando el flujo es cero pero tiene su máxima razón de cambio. 
Si la espira estuviera formada por un solo alambre enrollado N vueltas, cada una de las vueltas 
tendría la fem inducida dada por (17-15), de tal forma que la fem total de la bobina sería 
N veces mayor, ya que corresponde al trabajo total por unidad de carga calculado sobre to¬ 
do el circuito, por lo que es aditivo. Así, estaría dada por Nu>B 0 ab eos ip sen (coi + °°). 


Ejemplo 

Considérese ahora una región cilindrica infinitamente larga, que contiene un campo B dado 
en coordenadas cilindricas por 


f £ 0 cos(í<)t + a)z (p <a) 

[O ( P>a ) 


(17-16) 


donde B 0 = const. En otras palabras, Bes espacialmente en el tiempo; puede visualizarse me¬ 
jor la situación si se considera que estuviera producida por un solenoide ideal infinito con 
corriente alterna circulando en sus vueltas. Al aplicar (17-10) se obtiene V X E = co B 0 
sen (cor + a) z. La simetría cilindrica de este problema, junto con la experiencia anterior, 
hacen esperar que E resulte sobre el plano xy y tenga la forma E = E q (p) S , es decir, que 
sea tangente a los círculos de radio p. De acuerdo con esto, se toma uno de esos círculos 
como trayectoria de integración, resultando que para cualquier p. 
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Figura 17-5 El campo eléctrico inducido como función de la distancia al eje de un cilin¬ 
dro de radio a que contiene una inducción alterna. 

(^) E'ds = (j) E v <p- pd(p <p = 2mpE v 

— j (VxE)-da = uB 0 sen(u>í + a)Jda z (17-17) 

con la ayuda de (167) y (1-53). La integral de superficie es igual a np ¿ si p >a, y tiene el 
valor constante ff a 2 si p > a, debido 
a (17-16). Al sustituir estos valores en (17-17) se obtiene 

E^= ^o}B 0 p sen (o>t + a) ( p<a ) (17-18) 

Ey= 2<pfi°(“)sen(cor-t-a) (p>a) (17-19) 

La figura 17-5 muestra el valor máximo de [¿V] es decir, su amplitud, en función de p Co¬ 
mo en el ejemplo anterior ,Eip está 90° fuera de fase con respecto a B, puesto que depnde 
de B y no de valor absoluto. Los campos eléctricos inducidos que se producen de esta ma¬ 
nera general constituyen la base de operación del acelerador de partículas cargadas conoci¬ 
do como betatrón. 

17-3 Medios en movimiento 

Muchas de las aplicaciones más interesantes y prácticas de laley de Faraday ocurren cuando 
una parte o todo el circuito o “medio” se encuentra en movimiento. Si se toma una trayec¬ 
toria de integración C que pase a través de algunos puntos específicos del medio, resulta que 
al moverse estos puntos también se mueve C, y por esa razón <i>puede variar también; simul¬ 
táneamente, podría darse el caso de que B también estuviera variando en el tiempo. Por lo 
tanto, para poder evaluar d<P ¡dt se debe comparar el flujo que pasa a través de la superficie 
encerrada por la forma final de C, con el enlazado por la forma original de C; es decir, se 
necesita evaluar 

— lim = lim -T- f B(t + At)-da(t + At)- I B(t)-da(t) 

dt A/—>o At A/-m At [7 5(r+Aí) v / v / J S(Í) w w 

(17-20) 
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Figura 17-6 La curva frontera C en un instante t y en un instante t+Aí posterior. El ele¬ 
mento lineal ds barre la superficie da s . 


La figura 17-6 ilustra las posiciones inicial y final de la curva limitante C. El elemento ds 
de C (t) se ha desplazado una cantidad v A t como resultado del movimiento. En el proceso, 
barre el elemento de superficie 

da s — dsX\At (17-21) 

que se muestra sombreado. Se observa también que da s I es una porción de la superfice S s 
lateral, que conecta C (t) con C (t<Yt), de manera que la superficie total 

S M = S(l) + S, + S(t + At) (17-22) 

es la frontera de un volumen “cenado” a través del cual el flujo total de B es igual a cero, 
de acuerdo con(16-5). Para poder evaluar el primer término entre corchetes en (17-20), se 
aplica (16-5) al volumen de la figura 17-6 al tiempo t + A t. Por lo tanto, 

<£ B(t + At)-da = 0=- [ B(/ + A/)-da(t) 

r s, M J S(t) 

+ f B(t + At)-da s + f B(t + At)-da(t + At) (17-23) 

•'S, JS(t + At ) 

donde el signo negativo del primer término surge debido a que da(t) apunta hacia el volu¬ 
men, mientras que la integral de superficie se definió en (1 -56) tomando el elemento de su¬ 
perficie como positivo hacia afuera. Además, todos los valores de B se toman en t + A t, 
mientras que las superficies se expresan en función de sus valores que definen la forma de 
la figura que se muestra en la figura 17-6. Dado que se está tendiendo al límite A t -» 0 co¬ 
mo meta final, resulta apropiado pensar en desarrollar B en una serie de potencias: 


B(f + Ai) = B(i) -I—gy At + • • • 
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Conservándose explícitamente sólo los términos de primer orden en A t. Si ahora sustituye 
esta expresión solamente en la primera y segunda integrales de (17-23) y se utilizan (17-21), 
(1 -23) y (1-29), se obtiene 

f B(t+At)-da(t + At) — f B(t)-da(t) 

-'S(t + Ar) ■'S(l) 

= Atí f da(/) + (£ [B(/)Xv(/)]-rfs 

(-'s’(í) d t ■'C(i) 

+ Términos de! orden de (A/) (17-24) 

con lo que ha sido posible, después de sustituir (17-21), escribir la integral sobre Ay de (17- 
23) como una integral sobre Q dado que todos los términos en ella se evalúan sobre C(t), es 
decir, la curva limitante original. Si ahora se sustituye (17-24) en (17-20) y se hace que Aí-K), 
los términos que originalmente eran de orden de (Ai) 2 y superiores desaparecerán, quedando 

< l7 - 25 > 

El primer término, ya es el resultado de la variación de B, de modo que es el segundo tér¬ 
mino el que resulta debido al movimiento.Si ahora se sustituye (17-25)en(17-3) y en(17-8), 
se obtienen la fem inducida y la integral de línea del campo eléctrico en el sistema en mo¬ 
vimiento. Si a estas cantidades se les denota con una prima y se vuelve a utilizar (1-23), se 
encuentra que 


&' = (pE' -ds= - j -da + (j) (vXB)-ds (17-26) 

que, con la ayuda de (1-67) puede expresarse como 

J S VX(E'-TXB)-A=- J (17-27) 

de manera que 

V X (E' — v X B) = —gj- (17-28) 


ya que (17-27) es aplicable a cualquier curva limitante. 

Es importante recordar que estas tres últimas ecuaciones numeradas contienen can¬ 
tidades referidas a y medidas en sistemas diferentes. Las cantidades primas son aquéllas que 
serían observadas por alguien en el sistema en movimiento y, por tanto, en reposo con res¬ 
pecto a él. Por otro lado, las cantidades v, BydB/9í serían medidas por un observador 
estacionario en el sistema coordenado sin primas (al que a menudo se llamará sistema de la¬ 
boratorio); esto es así porque la derivación se basó esencialmente en la figura 17-6 y todo 
se escribió uesde el punto de vista de alguien que observa la curva C en movimiento. 

Teniendo estos comentarios en mente, se puede ahora obtener una interpretación para 
el argumento del rotacional en (17-28), considerando la fuerza sobre una carga puntual q 
tal como la describirían estos dos observadores hipotéticos. Desde el punto de vista del ob- 
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servador estacionario, lo que se tiene es una carga q moviéndose a velocidad v en una induc¬ 
ción B, por lo que la fuerza que actúa sobre ella está dada por (17-2) como F = <|(E+vXB), 
siendo E el campo eléctricoeneste sistema. Parael observador que se mueve con el sistema 
primo, la carga q se encuentra en reposoy, por tanto, la única posible fuerza electromag- 
ne'tica que él podría expresar de acuerdo con (17-2) sería F’ = qE’, siendo aquí E’ el campo 
eléctrico en el sistema en movimiento. Si se restringe la situación a casos donde la acelera¬ 
ción es nula o despreciable, como se ha estado haciendo en forma consistente, entonces se 
puede considerar que ambos sistemas son inerciales, y de la mecánica se sabe que las dos 
fuerzas deberán ser las mismas, esdecir, que F' = F. Al igualar las dos expresiones de lasfuer- 
zas, se encuentra que los campos de ambos sistemas están relacionados entre sí como 
sigue: 


E' = E + vXB (17-29) 

Se observa ahora que el argumento del rotacional de (17-28) es en realidad el campo eléc¬ 
trico del sistema no primo, de tal suerte que la ecuación puede escribirse como 

VXE=-^ (17-30) 

que es exactamente la misma que (17-10), que se encontró para el caso de medio estaciona¬ 
rio. En otras palabras, la ley de inducción de Faraday, cuando se escribe de esta manera, 
tiene una forma que es independiente del movimiento del medio, [ Aquí de nuevo, cuando 
se consideren velocidades relativas, v, que sean comparables a la velocidad de la luz en el 
vacío, en el capítulo 28, se encontrará que(17-29) necesitará ser modificada; sin embargo, 
las conclusiones acerca de (17-30) no sufrirán modificación alguna.] 

Los términos dependientes de v en (17-26) y (17-29) reciben, por lo gene ral, el nombre 
de términos “del movimiento”, mientras que aquéllos que dependen de la variación tempo¬ 
ral de B son conocidos como los términos de “transformador”. Algunos problemas pueden 
entenderse y resolverse de una manera más sencilla si se analízala situación desde el punto 
de vista del observador en un sistema en movimiento, de tal manera que se utilizan expre¬ 
siones como fem de movimiento y campo eléctrico de movimiento, dados por 

& m ' = • ds = (£ (v X B>¿s (17-31) 

E„' = VXB (17-32) 

A continuación se analizan algunos ejemplos de este tipo. 

Ejemplo 

Para empezar, considérese el sistema ilustrado en la figura 17-3. Ya se ha hecho este análi¬ 
sis por medio de la ley de Faraday en su forma macroscópica (17-3), y se encontró que la 
fem inducida total estaba dada por (17-5). Dado que B es constante en el tiempo en este 
caso, la fem debe estar dada completamente por el término de movimiento. Ya que la ba¬ 
rra deslizante es la única parte del sistema que se encuentra en movimiento, de (17-32) se 
ve que solamente ahí puede ocurrir que E’ A 0. También se observa que E’ está dirigido a 
lo largo de la barra deslizante, como se muestra en la figura 17-7, y que tiene magnitud cons¬ 
tante E‘ = Bv, dado que B y v son perpendiculares. También se ilustra la dirección de ds que 
corresponde a la elección original del sentido positivo de recorrido por el circuito sobre la 
que se basó el cálculo de <f>dado en (17-4). Así, E ’ y ds se encuentran con sus direcciones 
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Figura 17-7 El campo eléctrico visto por un obser¬ 
vador que se mueve con la barra de la figura 17-3. 


encontradas y E' - de = ~f'ds =— Bvds, por lo que de (17-31) se tiene 



(17-33) 


en concordancia con (17-5). Dado que la dirección de la corriente inducida será la misma 
que la de E', de las figuras 17-7 y 17-3 se desprende que /j nd tendrá un sentido como el de 
las manecillas del reloj, lo que, como ya se vio, concuerda con la ley de Lenz. Aunque en 
(17-5) se obtuvo el valor correcto de la fem inducida, no era posible entonces“localizarla”, 
pero ahora es posible observar que se puede atribuir su origen completamente a la situación 
dentro de la barra deslizante. Además, en este ejemplo se puede atribuir el origen de la co¬ 
rriente inducida a la fuerza magnética producida sobre una carga que se mueve en una in- 
dúcción, como se podría observar desde un punto estacionario. 

Ejemplo 

Como una variante del ejemplo anterior, considérese una barra conductora de longitud l 
que se mueve con una velocidad constante perpendicular a la barra y también perpendicu¬ 
lar a una B constante, como se ilustra en la figura 17-8. En este caso no se cuenta con un 
circuito completo, por lo que no puede existir corriente inducida circulando. En efecto, en 
el estado estacionario final del sistema no puede existir corriente alguna sobre la barra, 
por lo que E’ — 0 de acuerdo con (13-25). Pero en este caso (17-29) conduce a 

E= — vxB (17-34) 

de manera que el observador estacionario ve un campo eléctrico de magnitud E = Bv diri- 



Figura 17-8 Una barra conductora en movimiento, 
que no forma parte de un circuito, 
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E 


v x B 


+ + -t 


Figura 17-9 La situación vista por un observador estacionario. 


gido hacia arriba a lo largo de la barra, como se muestra en la figura 17-9 que está dibujada 
desde su punto de vista. Pero este campo eléctrico debe venir de algún lado, y dado que se 
trata de un material homogéneo, solamente puede venir de cargas superficiales en sus extre¬ 
mos, mismas que tendrán los signos que se indican en la figura. Además, el observador no 
primo deberá llegar a la conclusión de que existe una diferencia de potencial A <f>entre los 
extremos de la barra, que se puede calcular por (5-11) y (17-34), resultando 

A<|> = jE-ds=El=Blv (17-35) 

[Nótese que esto tiene el mismo valor nu mérico que la fem de movimiento dada por (17-33) 
para el ejemplo anterior, aunque ahora se está hablando de un concepto enteramente dife¬ 
rente.] 

¿Cuál es el origen de estas cargas superficiales? durante las etapas originales del mo¬ 
vimiento, las cargas móviles del conductor fueron sometidas a la acción de la fuerza magné¬ 
tica q\ X B dirigida hacia abajo y a lo largo de la barra.Esto provocó una separación de cargas, 



E' * 0 


Figura 17-10 La situación vista por un observador 
que se mueve junto con la barra. 
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haciendo que las positivas se movieran hacia el fondo de la barra,mientras que las negativas 
debieron ir hacia arriba, Pero estas cargas separadas producen un campo eléctrico que 
apunta hacia arriba, mismo que presentará la tendencia a disminuir la fuerza total sobre 
una carga dada en el interior de la barra. Por último,un número suficiente de cargas será 
separado, por lo que el campo eléctrico E producido por ellas dará una fuerza hacia arriba 
que balanceará exactamente la fuerza magnética hacia abajo.Este es justamente el estado 
final de equilibrio que se describe en (17-34). 

Pero ahora se tiene que el número de cargas en los extremos debe ser el mismo para 
ambos observadores, ya que únicamente se necesita un conteo, mismo que ambos pue¬ 
den realizar igualmente bien. Por lo tanto, el observador en movimiento ve la misma 
distribución de carga en los extremos que la descrita anteriormente. Pero dado que 
E’ = U, en su sistema el observador debe necesariamente tomar la barra como un volumen 
equipotencial, por lo que la diferencia de potencial entre los extremos debe ser &<!>' - 0, 
en contraste con (17-35) pero en concordancia con elhecho de que en su sistema no puede 
haber corriente. Sin embargo, estas cargas superficiales producirán un campo E ¥= 0 en la 
región exterior a la barra, de modo que su idea de la situación será cualitativamente como 
la que se muestra en la figura 17-10; los valores de E’ en la superficie pueden calcularse en 
función de la distribución superficial de carga a partir de (64). Asi, la utilidad de este ejem¬ 
plo ha sido demostrar que no necesariamente una situación dada será descrita en exacta¬ 
mente la misma manera por dos observadores diferentes cuando la descripción se hace en 
función de los campos, sino que su descripción respectiva dependerá de sus movimientos 
relativos. 

Si la barra fuera un dieléctrico en lugar de un conductor, no habría cargas móviles que 
pudieran ser separadas para lograr una situación comola de la figura 17-9, por lo que es muy 
posible que en este caso E’ no fuera igual a cero. Aquí el dieléctrico en movimiento podría 
quedar polarizado; en los ejercicios se consideran varios ejemplos de estas situaciones. 

Ejemplo 

Espira en rotación. Considérese de nuevo la espira con la orientación y dimensiones que 
se muestran en la figura 174. Sin embargo, se supone ahora que B = B 0 x es constante en 
tiempo, mientras que la espira está girando como un cuerpo rígido alrededor del eje z, a 
velocidad angular constante co, de manera que es una función del tiempo con la forma 
i/i = co t + i¿>o , siendo </>„ el valor del ángulo para t — 0. 

En primer término, se encuentra la fem inducida a partir del punto de vista general 
dado en (17-3). F.l flujo se calcula de la misma manera en que se obtuvo (17-14); 

<í>- f B ■ ñda -- B n ab eos qr = B n ab cos(to/ + </ ,,) (17-36) 

J s 

Al sustituir esto en (17-3), se puede encontrar que la fem inducida es 

£ inJ = co£ 0 aúsen(«/ + <p n ) (17-37; 

Aquí también, si la espira estuviera formada por N vueltas de un alambre enrollado, cada 
una de las vueltas tendría la fem dada en (17-3 7), de modo que la fem total de la bobina se¬ 
ría Ai veces más grande, es decir, 


í’ind = A , 'wJ5 0 íí/>sen(w/-l- <p a ) (17-38) 

Lo que se acaba de ver es una forma rudimentaria de generador eléctrico, y es justamente 
esta aplicación de la ley de Faraday la que hoy día produce la mayor parte déla energía 
eléctrica en todo el mundo. 

Aunque al comparar las fems inducidas dadas por (17-15) y (17-37) se pueden obser¬ 
var similitudes de forma obvias, los mecanismos físicos que intervienen son completamente 
diferentes; una de ellas es producida poruña inducción cambiante sobre una bobina esta- 
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Figura 17-11 La espira rectangular se encuentra 
girando en presencia de una inducción constante. 


donaría, mientras que la otra surge en una bobina en movimiento con respecto a una induc- 
dón constante. 

Es interesante considerar este mismo ejemplo en términos del campo eléctrico de mo¬ 
vimiento. En la figura 17-11 se muestra el plano de la espira en un instante dado. La velo¬ 
cidad angular de rotación está dada por oj = oj t, mientras que r es el vector de posición 
de un punto sobre la espira, con respecto al origen en su centro. Las flechas indican el sen¬ 
tido positivo de recorrido de la espira, que se ha venido utilizando para que la normal ñ de 
la figura 17-4 apunte aquí hacia afuera del papel. Para la rotación de un cuerpo rígido, la 
velocidad de cualquier punto está dada por v = co X r,y dado que B está dada por B = fi 0 x, 
se encuentra que el campo eléctrico de movimiento, E» m , se calcula de a partir de (17-32), 
(1-30) y (1-20), yes 

= vXB= — (B-r)w= — B 0 xuz (17-39) 

Ahora se sustituye esta expresión en (17-31) y se integra sobre todo la espira. De la figura 
17-11 se observa que las d s de las porciones horizontales de longitud b son perpendiculares 
a z, de modo que, sobre dichas porciones, £’> rn . ds ^ t. ds = 0, por lo que no contribuyen 
a la integral. Para los dos lados verticales de longitud a se tiene que ds = dz z. y, si y x r 
son las coordena das x de los lados izquierdo y derecho, respectivamente, se encuentra que 
cuando (17-39) se sustituye en (17-31) se obtiene 

Sm=f < ' a/2 \-B 0 x,o}dz)+ f a/2 (- B 0 x r u>dz) = uB 0 a(x,-x r ) (17-40) 

J a/2 “'-(a/2) 

Con referencia a la figura 17-4, se puede observar quex^=—l/2hsenv;, mientras que x x = 1/2 b 
sen i p; por lo tanto, xj — x r - b sen < p, con lo que (1740) queda como 

S m ' = coi? 0 aí>sen<p = <^B 0 ahs<¡n(iz¡t + <p 0 ) (17-41) 

exactamente como se encontró en (17-3 7). Sin embargo, ahora se puede observar que mien¬ 
tras existe un campo eléctrico de movimiento asociado con cada punto de la espira, dado 
por (17-39), únicamente aquellas porciones de laespiraque son paralelas a la velocidad an¬ 
gular contribuyen a la fem inducida. En todas las demás porciones el campo eléctrico induci¬ 
do es perpendicular al desplazamiento, por lo que no puede realizar trabajo alguno sobre 
una carga que pase por estas porciones de la espira. 
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Ejemplo 

Generador homopolar. Faraday inventó este interesante aparato. Considérese un disco con¬ 
ductor circular, plano y de radio a que gira a velocidad angular constante, tu, en una B uni¬ 
forme que es perpendicular al plano del disco. La situación se ilustra enlafigura 17-12, donde 
se han tomado tanto B como lo apuntando hacia el papel.Existen contactos deslizantes en 
el eje central 0 y en un punto P en el borde del disco. Se completa el circuito con cables 
conductores y una resistencia R. En un punto cuyo vector de posición con respecto al ori¬ 
gen en el centro es r, la velocidad será v — <w X r y estará dirigida tangencialmente como se 
indica. Por lo tanto, existirá un campo eléctrico de movimiento 

E;, = (íoXr)xB = co5r (17-42) 

dirigido radialmente hacia afuera del disco, que se encuentra a partir de (17-32): 

Cuando se sustituye esto en (17-31), se puede observar que la única contribución a la fem 
inducida provendrá de la parte del disco entre O y í\ y dado que ds = dt, se tendrá 

S m '= f P E m '-ds= f “icBrdr — {toBa 2 (17-43) 

J o J o 

La comente resultante en el circuito externo tendrá la dirección que se indica y que corres¬ 
ponde al sentido general de E m ’ . Aunque este tipo de aparatos pueden ser construidos y 
en realidad funcionan, son en general muy imprácticos porque requieren de grandes dimen¬ 
siones y de una muy alta velocidad de giro para obtener una fem de valor apreciable. Si en 
lugar de una configuración como ésta se utilizaunafem externa, como por ejemplo una ba¬ 
tería, para producir una comente a travésdel sistema, el disco girará, resultando así un motor 
homopolar. 


174 Inductancia 

Aunque en un principio se obtuvo la ley de Faraday en la forma (17-3), que es apropiada 
para un sistema considerado globalmente, pronto fue convertida en una expresión que im- 
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Figura 17-13 Posiciones de los elementos de corriente de dos circuitos filamentales. 

plica los campos. Para muchas aplicaciones resulta conveniente tratar con las propiedades 
del sistema como un todo, muy a la manera de la capacitancia, que demostró ser un concep¬ 
to Util; por ello es deseable aquí retomar esa actitud. Para empezar, se considera de nuevo 
el flujo magnético <I>: de esta manera se llegará a otra importante propiedad geométrica del 
sistema llamada inductancia. 

La figura 17-13 muestra dos circuitos filamentales, C¡ y , con sus corrientes respec¬ 
tivas I¡ e I k . Los elementos lineales ds¡ y ds k se localizan por medio de sus rectores de po¬ 
sición r¡ y t k con respecto a un origen arbitrario 0, siendo r¡ k = \r¡ - t k ]. La corriente I k 
produciráunainducciónB fc en cada uno de los puntos de la superficie ó,- encerrada por C, por 
lo que es posible calcular un flujo 'i> k en C¡ a partir de (16-6). Sin embargo, páralos 
propósitos que aquí se persiguen resulta de mayor utilidad expresar el flujo en función del 
potencial vectorial por medio de (16-32). Por lo tanto, si A fe (r ; .) es el potencial vectorial pro¬ 
ducido por el circuito C k en el punto x ¡ del circuito entonces el flujo a través de in¬ 
debido a C k estará dado por(16-23( y (16-10) como 


<^A k (rj)-dSj 477 


k ds/ds k 


R 


■jk 


(17-44) 


Se puede observar que el flujo a través de C¡ es proporcional a la corriente I k de C k . Si a 
este factor de proporcionalidad se le asigna el símbolo M¡ k y se le denomina la inductancia 
mutua de los circuitos/ y k, se puede escribir que 


<b k ^ = M Jk lk 


M 


jk 


-MA 


dsyds k 

R jk 


(17-45) 


(17-46) 
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De (1746) se puede observar que la inductancia mutua es un factor puramente geométri¬ 
co que relaciona los tamaños y orientaciones relativos de los dos circuitos y que, en principio 
puede ser encontrada evaluando la integral doble sobre los dos circuitos. Dado que ¡x 0 se de¬ 
finió con las unidades henry/metro en (13-2), se observa que la unidad de la inductancia 
mutua es el lienry. 

De manera similar, si se calcula el flujo en C k debido a la corriente 7 y de C’ y se encon¬ 
trará que 


.* = M kj lj 




ds k -ds / 

Rkj 


(17-47) 

(17-48) 


Pero dado que ds k - d s¡ - t/s,, ds k , R k ¡ -R- k = |> y - y q ue el orden de integración no 
afecta el valor de la integral doble, se tiene 

M k ,= M lk (17-49) 

Esto indica que el flujo a través de por una corriente / 0 en E k es igual al flujo a través de 
C k por la misma corriente I 0 en C¡ . 

De (17-46) se desprende que la inductancia mutua puede ser positiva o negativa depen¬ 
diendo de las elecciones que se hayan hecho para los sentidos de recorrido por C¡ y C*, ya 
que estas elecciones pueden hacerse arbitraria e independientemente, lo que se reflejará, des¬ 
de luego, en los signos de los flujos. 

La fem total inducida que se producirá en uno de los circuitos poruña corriente cam¬ 
biante en el otro puede expresarse convenientemente en función de la inductancia mutua; 
si se sustituye (17-45) en (17-3) se obtiene 


r/4> 


A y 

dt 


M 


dh 

,k dt 


(17-50) 


ya que se supone que los circuitos se encuentran en reposo, de manera que es cons¬ 
tante. La fem Inducida en C k puede obtenerse a partir de (17-50) al intercambiar los índi¬ 
ces / y k. 

Si existe más de un circuito produciendo la B resultante a través de C), de (17-4) ó 
(16-11) se desprende que el flujo total será una suma de términos como (17-45): 


k k 


(17-51) 


De manera similar, la fem inducida total en C¡ producida por otros circuitos se puede ob¬ 
tener de (17-51) y (17-3), resultando 


j, mutua 


dQj 

di 




dh 

dt 


(17-52) 


Aunque (17-46) viene a ser una buena receta para calcular la inductancia mutua, por 
lo general una aplicación directa de la misma lleva a integrales muy complicadas. 




Inductancia 


343 


Ejemplo 

Dos anillos coaxiales paralelos. En la figura 17-14 se ilustra un círculo, C ; -, de radio a que 
descansa sobre el plano xy con su centro en el origen. Otro círculo, C k , de radio b es para¬ 
lelo al plano xy y su centro está sobre el eje z a una distancia c del origen. Los vectores de 
posición relevantes son, según se puede observar, r¡ =a cos^- ü + a sen ip¡ -b costee x + b 
sen ~p k y + c z y por lo tanto, 

ds k = dr ¡ = a d<pj (— s e n x + eos <pj y) 

ds k — dr k = b d<f¡ k ( — sen (p t x + eos <p k y) 

Rjk = I*, - | = [ c 2 + a 2 + b 2 - lab eos(<p, - <p k ) ]' /2 

ds/ds k = ab cos(<p ¡ — rp k )d<p¿d<p k 


Cuando se sustituyen éstas en (17-46), el resultado es 

_ lk,ab ri-TT ri* _ eos (q>j-<p k )dcpjd<p k _ 

477- J 0 J 0 ^ c 2 + a 2 + f ) 2 _2abcos(<pj-<p k ) J l/2 


(17-53) 


Aunque resultó relativamente fácil escribir (17-53), ésta no puede ser expresada en términos 
de funciones elementales, sino que requiere del uso de funciones elípticas, por lo que se de¬ 
jará (17-53) como está. 

En muchos casos, el problema de encontrar la inductancia mutua puede manejarse 
más fácilmente si se utiliza su definición como flujo por unidad de corriente, tal como lo 
expresa (17-45), Por tanto, este método requiere que se calcule primero <1> a partir del cono¬ 
cimiento previo de B y que después se use la ecuación determinativa (16-6). 
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Figura 17-15 Bobina corta enrollada sobre un solenoide largo. 


Ejemplo 

Bobina corta enrollada sobre un solenoide largo. Supóngase que se tiene un solenoide in¬ 
finitamente largo con n s vueltas por unidad de longitud. Supóngase ahora que se enrolla 
otra bobina apretadamente sobre el solenoide de tal manera que tenga un total de N c vuel¬ 
tas ocupando una longitud total l c , como se muestra en la figura 17-15. El número 
de vueltas por unidad de longitud de la bobina es n c = Nc/l c . En este caso ya se sabe cómo 
calcular B cuando hay una corriente I s en las vueltas del solenoide; el valor uniforme en el 
interior está dado por (15-26) y es B s = jU 0 n s I s í. Si la bobina se enrolló apretadamente so¬ 
bre la superficie del solenoide, se puede suponer que su sección sea aproximadamente la 
misma que la del solenoide, S. Y entonces, dado que B, es normal al plano de S, el flujo por 
vuelta de la bobina será 4> vuelta ~B s S = Bo n sSI s , de manera que el flujo total a través de 
las N c vueltas será <I> r . = N c <í> vuelta = l¿a n sNcSI s . Al sustituir esto en (17-45) se encuentra 
que la inductancia mutua de este sistema es 

M cs = y- = Hon s N C S = iion s n c l c S (17-54) 

l S 


Dado que, de acuerdo con (17-49), M sc = M cs , se puede utilizar este resultado para encon¬ 
trar el flujo <t> s producido en el solenoide cuando se hace pasar una corriente I c por la bo¬ 
bina. El resultado será <t> = M SC I C = [J 0 n s n c l c SI c . 


Es desde luego posible que el circuito C¡ produzca un flujo que pase a través 
de sí mismo. El coeficiente de proporcionalidad que surge en este caso recibe el nombre de 
autoinductanda, que a menudo también suele llamarse simplemente inductancia. Si se uti¬ 
liza la figura 17-16 y se procede de la misma manera que para obtener (17-44) a (17-46), se 
encuentra que 


% >r L u l , 


L r L 




dsyds'j 


(17-55) 

(17-56) 


Aquí la integral doble se toma dos veces sobre el mismo circuito, y ds¡ y ds¡ son dos ele¬ 
mentos lineales diferentes pertenecientes a C¡. Como se indica en (17-56),algunas veces se 
suprime uno o más de los índices de la autoinduetancia siempre que esto no cause ninguna 
confusión. Si se comparan las figuras (17-16) y (14-2), se puede observar que debido a la 
convención de signos que se está utilizando, <!>■-»• siempre será positivo,de manera que la 
autoinduetancia L¡¡ dada en (17-55) siempre será una cantidad positiva. 

Si la corriente I¡ está cambiando, entonces, de acuerdo con (17-3), existirá una fem 
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Figura 17-16 Cálculo de la autoinductancia. 


inducida en el circuito.debida a su propio flujo cambiante. A esto generalmente se le deno¬ 
mina fem autoinducida o contra fem y está dada por 


S j' misma 


— — L 


di 


jj 


_ L = _ J d h 

dt dt 


(17-57) 


Por último, si existen otros circuitos en las cercanías, el flujo total en C¡ será la suma 
de (17-51) y (17-55), y la fem inducida total será la suma de su fem autoinducida y mutua¬ 
mente inducida. Así, se puede escribir 

(17-58) 

k 

(17-59) 

donde el índice k toma el valor j, así como los valores usados para designar los demás cir¬ 
cuitos, tomando en cuenta que cuando los índices son iguales se utiliza la notación 

(17-60) 


Aunque (17-56) tiene una apariencia llamativa y es útil en cálculos formales, no fun¬ 
ciona para corrientes filamentales reales de grosor cero, por la razón de que siempre 
daría un valor infinito para la autoinductancia. Esto ocurre porque en la doble integral, cuan¬ 
do dsj y ds¡’ coinciden, R¡¡ = 0 y la integral se vuelve divergente. La razón física para ello 
es que cerca de un filamento tal, | B \'v 1/p y se vuelve infinita a medida que 0, haciendo 
que el flujo también sea infinito. Para circuitos más realistas, en los que en realidad se ma¬ 
nejan distribuciones de corriente, en lugar de tratar de desarrollar una generalización de 
(17-56), generalmente resulta mejor regresar a (17-55) para encontrarla autoinductancia 
como la relación de flujo a corriente, o se utilizan los métodos de la energía que se estudia¬ 
rán en el siguiente capítulo. En consecuencia, se considera aquí solamente un ejemplo sen¬ 
cillo de la aplicación de (17-55). 

Ejemplo 

Solenoide ideal. Como en el caso del ejemplo anterior, la inducción está dada por B = p 0 nl 
y es uniforme en toda la sección de área S. Por lo tanto, el flujo por vuelta ser ÁBS = p a nSI. 
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Si se considera una longitud / del solenoide habrá ni vueltas y el flujo total será/i 0 // 2 Sil. 
Al sustituir esto en (17-55) se obtiene L - <l>//, o sea, 

L = ^ t) irlS (17-61) 

Nótese que¿ "^IS, que viene a ser el volumen de esta porción del solenoide. Se observa tam¬ 
bién que L ^ n 2 ; esto resulta porque fi'Vny el número de vueltas es también A* n. 

Ejercicios 

17-1 Tomar como sentido positivo de recorrido por C el opuesto al que se muestra en la 
figura 17-2 y demostrar que (17-3) da las mismas direcciones para la fem inducida en cada 
uno de los dos casos que se estudian en el texto. 

17-2 En una cierta región, la inducción de función del tiempo está dada por B = B 0 (t/r) z, 
siendo B 0 y r constantes. Encontrar A. Suponer que e¡ potencial escalar es cero y encon¬ 
trar E a partir del valor obtenido para A. Utilizar este valor de E para evaluar el miembro 
izquierdo de (17-8) y así demostrar directamente que es igual al miembro derecho. 

17-3 Supóngase que la corriente en el circuito recto, infinitamente largo, C’ de la figura 
13-5 está dada por I = , siendo / 0 y X constantes. Encontrar la fem inducida que se 

producirá en el circuito rectangular de la misma figura. ¿Cuál es la dirección de la corriente 
inducida? 

17-4 Un cable recto, infinitamente largo, que conduce una corriente constante / coincide 
con el eje z. Una espira circular de radio a descansa sobre el plano xz con su centro sobre 
el eje x positivo a una distancia b del origen. Encontrar el flujo a través de la espira. Si aho¬ 
ra ésta se mueve con rapidez constante, v, en dirección paralela al eje x y alejándose de i, 
encontrar la fem inducida en ella. ¿Cuál es la dirección de la corriente inducida? 

17-5 Encontrar la fem inducida en la espira de la figura 17-4 cuando está rotando de ma¬ 
nera tal que i p = oj t + ip 0> mientras que, en forma simultánea, B está oscilando a la misma 
frecuencia, es decir, B=x5 0 cos (c o t + O ). ¿Es posible escoger las constantes <p 0 y a de 
modo que la fem inducida sea siempre igual a cero? 

17-6 Un circuito cerrado dado tiene una resistencia total R. Si el flujo total a través de él 
cambia de <¡> ¡ a <pf, demostrar que la magnitud de la carga total que fluirá por el circuito es¬ 
tá dada por Q = ( <p f — <¡> ¡ )/R. Nótese que éste resultado es independiente del tiempo total 
requerido o de la manera particular en que 0 varíe en el tiempo. 

17-7 Una inducción uniforme B es paralela al eje de un cilindro no magnético de radio a 
y constante dieléctrica k c . Si el cilindro gira alrededor de su eje a velocidad angular constan¬ 
te, cü, paralela a B, encontrar la polarización producida dentro del cilindro y la carga super¬ 
ficial en una longitud 1 del mismo. 

17-8 Un cascarón esférico de radio a rota alrededor del eje z a velocidad angular constan¬ 
te, re. Se encuentra dentro de una inducción uniforme que está sobre el plano xz a un án¬ 
gulo a con el eje de rotación. Encontrar el campo eléctrico inducido en cada punto de la 
esfera. 

17-9 Encontrar el valor de producido por un generador homopolarde 1 metro de diá¬ 
metro, girando con una velocidad angular de 3600 revoluciones/minuto en una inducción 
de 0.1 tesla. 

17-10 Una barra metálica de longitud l gira alrededor de un eje que pasa a través de uno 
de sus extremos, a velocidad angular constante cu. Si el círculo barrido por la barra es per¬ 
pendicular a una B uniforme, encontrar la fem inducida entre los extremos de la barra cuan¬ 
do se haya alcanzado el estado estacionario. 

17-11 Un líquido conductor fluye con una velocidad v en un canal horizontal de profun¬ 
didad w y ancho /, en una región donde la componente vertical de la inducción debida a la 
tierra es dei¿. Dos electrodos metálicos se colocan opuestos el uno al otro en las paredes 
verticales del canal. Los electrodos son rectangulares, de dimensiones a y b, y encuentran 
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a la misma distancia d del fondo del canal, con sus lados largos horizontales. Encontrar (a) 
la resistencia de la columna de líquido contenida en el paralelepípedo rectángulo entre los 
electrodos, (b) la fem inducida entre los electrodos, (b) la fem inducida entre los electrodos, 
(c) la corriente que resulta si se conectan los electrodos externamente por medio de un alam¬ 
bre de resistencia despreciable, y {d) los valores numéricos de (a), (b) y (c) para el caso en 
que el líquido sea agua de mar (o = 4/ohm-metro) si B d = 5.5 X lCU 5 tesla, w = 2 metros, 
7 = 5 metros, a = b = 0.5 metros, v = 3 metros/segundo y d = 9.25 metros. 

17-12 Supóngase que la espira circular del ejercicio 17-4 se hace girar ahora de manera tal 
que su centro traza un círculo de radio b con centro en el origen, mientras que el plano de 
la espira permanece paralelo al eje z. En otras palabras,la espira tiene una velocidad angu¬ 
lar = coz. Encontrar E' en la espira móvil. Encontrar f E 1 • ds alrededor de alguien que 
esté en un sistema de laboratorio fino. 

17-13 Dos pequeñas partículas de polvo, dieléctricas y no magnéticas, en forma de aguja 
se mueven a velocidad v en ángulo recto con una B uniforme. El volumen de cada una de 
las partículas es V y la distancia R entre ambas es mucho mayor que sus dimensiones linea¬ 
les. Las partículas se orientan con sus ejes sobre la misma línea que es perpendicular tan¬ 
to a v como a B. Encontrar la fuerza que cada partícula ejercerá sobre la otra, además de la 
gravitacional. ¿Resulta ser de atracción o de repulsión? 

17-14 Un freno electromagnético de “corriente parásita” consiste en un disco de conduc¬ 
tividad o y grosor d que gira alrededor de un eje que pasa por su centro y es normal a la 
superficie del disco. Se aplica una B uniforme perpendicular al plano del disco sobre una 
pequeña superficie a 2 localizada a una distancia p del eje. Demostrar que el momento de 
torsión que tiende a disminuir la velocidad del disco en el instante en que ésta es cu está da¬ 
do, aproximadamente, por a lú B 2 p 2 a 2 d. 

17-15 Un disco conductor muy delgado de radio a y conductividad a descansa sobre el 
plano xy con su centro en el origen. Una inducción espacialmente uniforme se encuentra 
presente y está dada porB=7? 0 cos(c ot + a)i. Encontrar la densidad de corriente inducida, 
J f, producida en el disco. 

17-16 Los dos ejercicios anteriores implicaron corrientes producidas en conductores como 
resultado de la ley de Faraday, y que reciben el nombre de “corrientes parásitas”. Si resul¬ 
tan de una inducción variante en el tiempo, es posible obtener una ecuación diferencial que 
describa sus propiedades. Comenzar combinando (17-10)y (12-25) y después aplicar (1-122) 
para demostrar que, para el caso de corrientes constantes, las corrientes parásitas satisfacen 
la ecuación A 2 J f = a¡x 0 (S J//5f). 

17-17 El henry es una unidad bastante grande para la inductancia. Para lograr una idea de 
su magnitud, aplicar (17-61) a un solenoide de 1 metro de largo y 2 centímetros de diáme¬ 
tro que tiene un total de 600 vueltas. 

17-18 Utilizar (17-46) para encontrar la inductancia mutua de los circuitos que se mues¬ 
tran en la figura 13-5. ¿Es consistente esta respuesta con el resultado del ejercicio 17-3? 
(Clave: supóngase que la porción recta va de —L a L, siendo L muy grande, y pásese al lí¬ 
mite L -»■ 00 lo más tarde que se pueda en el cálculo.) 

17-19 Las dos corrientesantiparalelasinfinitamentelargasyelrectángulodelafigura 17-17 
están en el mismo plano. Los lados de longitud B son paralelos a la dirección de las corrien¬ 
tes. Encontrar la inductancia mutua entre el circuito de las comentes opuestas y el rec¬ 
tángulo. Verificar que en el límite apropiado el resultado se reduce al de los ejercicios pre¬ 
vios. 

17-20 Una bobina toroidal de N vueltas tiene un radio central del toroide igual a b y el 
radio de su sección circular es a. Demostrarquesuautoinductanciaes n 0 N 2 [b ~(b 2 ~a 2 )^-]. 

17-21 Una bobina toroidal de N vueltas tiene un radio central b y una sección cuadrada 
de lado a. Encontrar su autoinductancia. 

17-22 Demostrar que, como sería de esperar, cuando las dimensiones de la sección de un 
toroide son pequeñas en comparación con el radio central, los resultados de los dos ejer¬ 
cicios anteriores dan aproximadamente la misma autoinductancia cuando se expresan en 
función de la superficie de sección S. 
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Figura 17-17 Las corrientes y el rectángulo del ejercicio 17-19 


17-23 Dos conductores cilindricos huecos, infinitamente largos, son paralelos entre sí. 
El radio de cada uno de ellos es A y sus ejes se encuentran separados una distancia D, de 
modo que, en corte, son como se muestran en la figura 11-10. Conducen corrientes / iguales 
y opuestas. Utilizar los resultados del ejercicio 16-17 y lo que sigue de (16^-0) pra demos¬ 
trar que la autoinductancia de una sección de longitud l de este sistema se relaciona de ma¬ 
nera simple con la capacitancia de la misma sección, y aplicar entonces este resultado para 
encontrar L. 

17-24 Dos cascarones cilindricos conductores, coaxiales e infinitamente largos, conducen 
corrientes de igual magnitud pero en direcciones opuestas. Si el radio del cascarón interior 
es a y el del exterior es b, encontrar la autoinductancia de sección de longitud l de este sis¬ 
tema. 

17-25 En la figura 17-14, suponer que c » ay c » b y demostrar que (17-53) resulta 
aproximadamente igual a 7 tn 0 a 2 b 2 /2c 3 . 

17-26 Considérese una situación en la que se pueda suponer que todo el flujo que pasa a 
través de una bobina 1 pasa también a través de una bobina 2, y viceversa. Por ejemplo, se 
podría tener un solenoide muy largo de n x vueltas por unidad de longitud y área de sección 
igual a Si , sobre el que se ha enrollado otro solenoide muy largo de « 2 vuetas por unidad 
de longitud y área seccional S 2 , de tal forma que S 2 ^ Si, como sería el caso para alambres 
muy delgados. De manera similar, se podrían tener dos devanados toroidales enrollados apre¬ 
tadamente uno sobre el otro y ambos sobre el mismo toroide. Demostrar que, en estas cir¬ 
cunstancias, la inductancia mutua M x 2 está relacionada con las autoinductancias individuales 
Li y L 2 por medio de \M l2 1 = V L\L 2 , Esta relación proporciona un límite superior pa¬ 
ra la inductancia mutua de las dos bobinas. Sin embargo, en un caso real no todo el flujo 
producido en una de las bobinas pasará a través de la otra, como de seguro ocurre para las 
espiras circulares de la figura 17-14. En ese caso la inductancia mutua será menor que el va¬ 
lor dado arriba.Es costumbre en estos casos escribir la relación como I M i2 I = k V L\L 2 , 
siendo k algún número menor a la unidad que recibe el nombre de coeficiente de acopia¬ 
miento. 





Capítulo 
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En el capítulo 7 se evaluó la energía electrostática de un sistema en función del trabajo 
reversible necesario para establecer una configuración dada de cargas. También se requiere 
trabajo para producir un conjunto determinado de corrientes en los circuitos, siendo aquí 
la meta encontrarla y poder así asociar una energía magnética al sistema. Sin embargo, en 
el caso magnético no se cuenta con un análogo de la carga puntual de la electrostática, por 
lo que se hace necesario proceder de una manera diferente. Después de que se haya obte¬ 
nido un resultado en función de los parámetros globales del sistema, se verá que es posible 
expresar la energía en función de la inducción magnética e interpretarla como distribuida 
en todo el espacio. 


18-1 Energía de un sistema de corrientes libres 

Para comenzar, se considera un sistema de corrientes en un grupo de circuitos, de manera 
tal que lo que realmente se estará evaluando será la energía de comentes libres, y más espe¬ 
cíficamente de corrientes de conducción. Se desea calcular el trabajo reversible que se 
requiere para comenzar con una situación inicial en la que todas las corrientes son cero y 
temiinar con una situación en la que la corriente del circuito/ tenga el valor final l¡, sien¬ 
do / = 1,2,. . ., N, y N el número total de circuitos. Por lo que ya se aprendió en el capítu¬ 
lo 13, existirán fuerzas de atracción y repulsión entre estos circuitos, que aquí se supondrá 
que son todos rígidos y fijos en el espacio, de manera que no se haga necesario considerar 
la energía mecánica de posibles deformaciones o de movimiento de los circuitos. Debido a 
(12-35), también se sabe que la existencia misma de las corrientes implica la existencia de 
conversión de energía eléctrica en calor. Aunque esta energía debe ser suministrada por 
fuentes externas, tales como baterías, no forma en realidad parte del trabajo reversible 
que se requiere para establecer las corrientes y, por lo tanto, se le puede excluir de la 
consideración presente. 

Supóngase una etapa intermedia del proceso, en la que la corriente de cada Cy está 
dada por sus i¡, de modo que las corrientes no hayan alcanzado sus valores fmales/y. Cual¬ 
quier cambio en una de las corrientes en un lapso dt provocará un cambio d <¡)¡ en el flujo 
a través de C¡, así como una fem inducida en él, de acuerdo con (17-3). La fuente externa 
debe suministrar una fem igual a este valor, pero en sentido opuesto, a fin de mantener el 
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el sistema. Durante este tiempo pasará por él una carga dq¡ = i¡dt, de tal forma que el trabajo 
realizado por la fuente externa sera dW ext ^¡ = ¡f. x x dq¡ — má i¡dt = ijdi'j. Así, en una 
expresión general, se tiene que 

dW^ijd% ( 18 - 1 ) 

es el trabajo reversible realizado por la fuente externa y, por lo tanto, es la energía magné¬ 
tica. Al sumar las contribuciones de todas las corrientes se encuentra que el trabajo total 
será 


dW^dU^tijdüj ( 18 - 2 ) 

j -1 

que ya se puede escribir como el incremento, dU m , de la energía magnética. 

Dado que los circuitos rígidos son constantes en forma y configuración relativa, de 
(17-46) se desprende que las inductandas serán constantes por lo que, de acuerdo con 
(17-58), la única manera de que los flujos puedan cambiar es que haya cambios en las co¬ 
rrientes, así que 


d%= 2 M ¡kdi k ( 18 - 3 ) 

k = 1 

Al combinar (18-2) con (18-3) se obtiene 

dU m = 2 2 Mj k ¡jdi k ( 18 - 4 ) 

7=1 *=1 

que debe ahora sumarse a medida que las corrientes aumentan desde sus valores iniciales 
cero hasta sus valores finales I¡. Hay varias formas de visualizar la realización de un proceso 
como éste. Por ejemplo, se podría hacer que las corrientes llegaran a su valor final una por 
una, se podrían aumentar todas en forma pareja y simultánea, se podrían aumentar unas 
cuantas primero y otras después, y así sucesivamente. En cualquiera de los casos, el resultado 
final para la energía debe depender tan sólo del estado final y ser independiente del proceso 
mediante el cual se alcanza, como se comprende fácilmente después de haber estudiado 
las funciones de estado en la termodinámica. De acuerdo con esto, se utilizará aquí un 
esquema muy sencillo para aumentar todas las corrientes simultáneamente y se dejará 
para los ejercicios demostrar que se obtiene el mismo resultado si se aumentan las corrien¬ 
tes de una en una. 

Supóngase que en un instante dado, t, cada una de las corrientes se encuentra a la 
misma fracción f de su valor final, de tal forma que i¡(t)=f(t) I¡, donde f(t) es indepen¬ 
diente de / y varía desde el valor inicial cero a su valor final unidad. Entonces di k = I k df, 
por lo que (18-4) queda como 


dU m =22 M jk I } IJdf ( 18 - 5 ) 

j k 

Al sumar estos cambios desde el valor inicial hasta el final, y habiendo escogido como cero 
de energía el punto donde U m = 0, para el estado inicial en el que no hay corrientes, se en¬ 
cuentra que la energía magnética está dada por 
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/W=y 2 2 M jk Ijh (18-6) 

j k ^0 z j = 1 k = 1 

Se puede observar que (18-6) es independiente de la manera precisa en que cambia/duran¬ 
te el tiempo del proceso y, en ese sentido, es independiente del proceso mismo; desde luego 
que todo esto queda condicionado a que los cambios sean lentos, de manera que se pueda 
considerar el proceso reversible. 

Se puede escribir (18-6) en función de las corrientes y flujos, utilizando nuevamente 
(17-58), para tener 


(18-7) 

^ j 

siendo 0- el flujo total a través de C- proveniente de todas las fuentes, inclusive ella misma. 

Ejemplo 

Dos circuitos. Cuando N ~ 2, se puede escribir (18-6) por medio de (17-66 y (17-49) como 
Um = l{ M \\ I \ 2+M \2 I \ I 2 + M 21 / 2 7, + M 22 I 2 2 ) 

= {L 1 / 1 2 + M 12 /,/ 2 +il 2 / 2 2 (18-8) 


El primer término únicamente depende del circuito 1 y representa el trabajo necesario 
para establecer la corriente /, en contra de su propia autoinductancia, por lo que se le 
puede dar el apropiado nombre de “autoenergía” de L j; en lo que toca al tercer término 
se pueden hacer observaciones similares. De esta manera, para una solainductancia aislada, 
L , con una corriente /, se puede expresar la energía como 

U m = {LI 2 (18-9) 

El término central de (18-8) abarca ambas corrientes y surge del hecho de que un flujo 
cambiante en un circuito produce una fem inducida en el otro; se puede pensar que este 
término representa la “energía de interacción” de los dos circuitos. [Resulta interesante 
comparar (18-6), (18-7) y (18-8) con los resultados (7-16), (7-17) y (7-18) que se lograron 
para el caso de conductores en un campo electrostático]. 


Los resultados obtenidos hasta aquí son apropiados para corrientes filamentales, y 
ahora se procederá a expresarlos de manera tal que se pueden aplicar al caso importante 
de corrientes distribuidas. Si se escribe nuevamente <¡> usando (16-23) en (18-7), se obtiene 

u m = ^'2f c MT j )-i J d Sj (ís-io) 

donde A(ry) es el potencial vectorial total en la posición ry del elemento de corriente íjdsj 
de Cf. Así, la integral sobre C¡ da la contribución a U m de todos los elementos de corrien¬ 
te de C¡, y entonces la suma sobre / da la suma de las contribuciones de todos los ele¬ 
mentos de corriente de todo el sistema bajo consideración. Por lo tanto, si se utiliza la 
primera de las equivalencias de (12-10), se debe recordar que se están manejando corrientes 
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libres y en consecuencia se debe integrar con respecto a todas las regiones que contienen 
corrientes. (18-10) se puede volver a escribir como 

fj f (r)-A(r)dr (18-11) 

En realidad, se puede extender la región de integración para cubrir todo el espacio, ya en 
las regiones en las que no hay corrientes , J/— 0 por lo que su contribución a (18-11) será 
nula; por lo tanto, se puede expresar la energía magnética final en la forma 

V m =\f J,(r)-A(r)¿r (18-12) 

■'todo el espacio 

Si se compara este resultado con (7-10), se puede observar que el potencial vectorial tiene 
una función muy similar en la determinación de la energía de un sistema de corrientes a la 
del potencial escalar para un sistema de cargas. El resultado (18-12), así como el (18-7), 
tiene una forma acorde con la actitud adoptada aquí de que la energía está estrechamente 
relacionada con las comentes y que está “localizada” en sus posiciones. 

Si existen corrientes superficiales se puede utilizar el otro equivalente de(12-10)para 
expresar sus contribuciones a la energía, resultando 

U m = \í K,(r)-A(r )da (18-13) 

“todo el espacio 


Ejemplo 

Solenoide ideal infinitamente largo. En (15-22) se encontró que este sistema puede des¬ 
cribirse en función de una corriente superficial K = ni que circula por su superficie ex¬ 
terior, de manera que, de acuerdo con la figura 16-5,se puede escribir K .f-ni g>. De manera 
similar, en (16-46) y después de (16-50) se encontró que el potencial vectorial en la super¬ 
ficie (donde Kf 0) es A = 1 / 2 li§nl t ag), donde se ha escrito el radio como a. Si se intro¬ 
ducen estos resultados en (18-13) para obtener la energía de un trozo de longitud l del 
solenoide, de manera que la superficie de integración es 2 n a, se encuentra que el inte¬ 
grando es constante, por lo que 

u m = \ f(jHon 2 / 2 sJda= ~/ignava 2 ) II 2 (18-14) 

Al comparar esto con (18-9) se puede observar que el área de la sección es S = na' 2 , y que 
entonces la inductancia viene a ser£ —y. 0 n 2 SI, que es exactamente lo que se encontró en 
(17-61) calculando el flujo. 

18-2 Energía en función de la inducción magnética 

Como se hizo notar brevemente después de (18-12), la forma de esta ecuación resulta 
apropiada para interpretar la energía como asociada con las corrientes y localizada en 
ellas. Este punto de vista es consistente con la propiedad de acción a distancia de la ley de 
Ampere y su énfasis en los elementos de corrientes y sus orientaciones relativas. Sin 
embargo, el principal interés en este asunto es la descripción de los fenómenos en términos 
de los campos, por lo que es deseable ahora expresar la energía en función de ellos. 
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Se puede utilizar (15-12) para expresar J f = (AX B)/juo, ya que por el momento 
solamente se están considerando corrientes libres; en este caso (18-12) queda como 

u m = 2jr 0 f (VxB) ' AdT O8-15) 

Se puede ahora volver a expresar el integrando al utilizar (1-118), (16-7) y (1-17): 

A - (V XB) = B- (V X A) — V • (AxB) = B 2 — V - (AXB) (18-16) 

Al sustituir esto en (18-15) y utilizar el teorema de la divergencia (1-59) para expresar 
una de las integrales de volumen resultantes como integral de superficie, se encuentra que 

Pero la integral con que se empezó, (18-12), se debería tomar sobre todo el espacio, de 
tal forma que en (18-17) se debe considerar V como un volumen muy grande y S como su 
inmensa superficie de frontera. Así, a medida que V se hace infinito, S también se exten¬ 
derá hasta el infinito. Supóngase que la distribución de corrientes está siempre contenida 
en un volumen finito. De esta manera, a medida que S se aleja mucho, la distribución total 
de corrientes parecerá estar contenida en un volumen muy pequeño a una distancia R. 
Si se recuerdan (16-12) y (14-7), se puede observar que, a medida que R lo peor que 
puede ocurrir es que 


A ~í b ~F axb ~j¡ o 8 -' 8 ) 

de modo que la magnitud del integrando disminuye a razón de R 3 . Sin embargo, como se 
podrá apreciar en el siguiente capítulo, esta estimación resulta demasiado pesimista pues, 
de hecho, a grandes distancias la distribución de corrientes parecerá una espira cerrada 
para la cual se encontrará que 

A'-'-— AXB- l - (18-19) 

R 2 R 3 R 5 v ’ 

La supericie de integración está creciendo como R 2 , por lo que, para una R muy grande, 

^(AXB></a~-^'ü 2 ~-^ 0 (18-20) 

Así, cuando el volumen V en (18-17) se incrementa para incluir todo el espacio, la integral 
de superficie se anula, por (18-20), con lo que la expresión para la energía queda simple¬ 
mente como 


U. 


=/ 


B 2 

todo el espacfc>2/q) 


ú?T 


(18-21) 


[ Nótese que aun cuando (18-18) fuera aplicable, la integral de superficie también se anula¬ 
ría, como ocurrió en el correspondiente caso eléctrico de (7-27) ]. 
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El resultado (18-21) tiene la misma forma general que el resultado eléctrico (7-28), 
por lo que se le puede dar la misma clase de interpretación, es decir que la energía magné¬ 
tica se encuentra distribuida en forma continua a través del espacio con una densidad de 
energía, u m , dada por 


B 2 



de manera que la energía magnética total puede expresarse como 


(18-22) 


U m = f u m dr (18-23) 

J todo eí espacio 

Las unidades de u m son joule (metro) 3 . 

Como ya se vió después de (7-30), no es necesario interpretar la expresión (18-21) de 
esta manera, pero tal interpretación resulta natural y llega a ser de gran utilidad, además 
de ser consistente con todo lo que se hará más adelante. 

Recuérdese también que (7-28) podía ser muy útilmente aplicada para el cálculo de 
la capacitancia. De manera similar, se puede usar (18-21) para el cálculo de la inductancia 
al combinarla con (18-9). Así, si se ha evaluado B por otros medios, se le puede utilizar 
para calcular la energía; se sabe también que U m es proporcional a I 2 , de manera que se 
puede encontrar L como L = 2U m /I 2 . Como siempre, este método queda mejor ilustrado 
con ejemplos. 


Ejemplo-, 

Solenoide ideal infinitamente largo. Ya se utilizó este caso para ilustrar (18-13). Sise 
utilizan (15-26) y (15-25) en (18-22), se encuentra que la densidad de energía es u m = 1 j 2 
¡i 0 n 2 í 1 ~ const. en el interior del solenoide y u m =0 en su exterior. Si se considera una 
longitud / del solenoide, con sección S, el volumen será SI, con lo que (18-23) queda como 


U m = /1 W 2l2dT = i í'-o" 2/257 

en completa concordancia con (18-14); así se obtiene la misma autoinductancia L — p 0 n2 
SI que ya se ha encontrado dos veces antes. 


Ejemplo 


Cable coaxial. La figura 18-1 muestra el mismo sistema que se ilustró en la figura 6-12, es 
decir, dos conductores cilindricos coaxiales; el conductor interior tiene un radio a, mien¬ 
tras que el exterior tiene un radio interno b y uno externo c. Supóngase que los conduc¬ 
tores tienen corrientes totales iguales y en direcciones opuestas, de magnitud I que están 
distribuidas uniformemente en sus secciones, y que existe vacío entre los dos conductores. 
Se toma el eje z en la dirección de la corriente del cilindro interior. Los valores de B reque¬ 
ridos pueden ser encontrados por medio de la forma integral de la ley de Ampere (15-1). 
Debido a la simetría de la situación, se puede reconocer que B deberá tener la forma B = 
Bf (p)¿p, de tal forma que resulta apropiado tomar como trayectoria de integración un cír¬ 
culo de radio p. En estas circunstancias,la evaluación de (15-1) resulta ser exactamente igual 
que la de (15-17), de modo que para cualquier valor de p se puede utilizar (15-18) y escribir 
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*» = 


Mo-^enc 

2np 


(18-24) 


quedando tan sólo pendiente la- evaluación de 7 enc para una trayectoria dada. Resulta 
conveniente considerar separadamente cada una de las regiones marcadas en la figura como 
1, 2, 3 y 4; ellas corresponden, respectivamente, al conductor interior, al espacio entre los 
conductores, al conductor exterior y a todo el espacio exterior al sistema. De esta manera 
se tendrá una mejor idea de cómo contribuye cada una de las regiones a la autoinductancia 
total del sistema. 

1. (0 <p <a) Aquí, 7 enc //= ( n p 2 / na 2 )=p 2 /a 2 , y (18-24) conduce a 


^ = ~~ (18-25) 

como en (15-20). Dado que B 2 = By 2 
diente que se encuentra por (18-22), es 


U '" , “ 8*V V “'~" 

El elemento de volumen es dr = pdpdy dz, de acuerdo con (1-83), y al integrar sobre una 
longitud 1 del sistema se encuentra que la energía con esta parte es 


¿.ira 


para este caso, la densidad de energía correspon- 






1T ft (2-n 

U "'~Uo 


(18-27) 


Nótese que este resultado es finito porque el valor de B# se aproxima a cero a medida que 
p -> 0, en lugar de volverse infinito ahí. 



Figura 18-1 Un cable coaxial conduciendo corrientes iguales en direcciones opuestas. 
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2. (a<p< b) Aquí/ enc —I, por lo que, procediendo de la misma manera que arriba, 
se obtiene 


R - ít ° / 
°f 2 ~ 2ñp 


u ml' 




Po I 2 

8 7T 2 p 2 

47T 


ln 


(í) 


(18-28) 

(18-29) 

(18-30) 


3. (b<p«c) Aquí / enc = /—/[7r(p 2 - b 2 )/n(c 2 -& 2 )] = /(c 2 -p 2 )/(c 2 ~b 2 ), 
y por lo tanto 


5 ,3 = 


“m3- 


lk)I 


2 •rr(c 1 
Mo I 2 




^(H 

{j)-\( c 2 ~ b 2 )Oc 2 -b 2 ) 


8t T 2 (c 2 -b 2 ) 2 
ÍM)H 2 


47t(c 2 — b 2 ) 1 L 


c 4 ln( 


(18-31) 

(18-32) 

(18-33) 


4. (c < p) Aquí, / enc = / i = o. Por lo tanto, B<p 4 , « m4 y t/ m4 son todas iguales 
a cero. 

Se puede así obtener la energía total sumando (18-27), (18-30) y (18-33), y cuando 
se combina esto con (18-9) se puede encontrar la autoinductancia total de una longitud l 
de este sistema, que resulta ser 


L = hqI 


1 , 1 . 
8tt + 2ir n 


(!)■ 


1 


2tt(c 2 — b 2 ) 




*( l)~ \(c 2 -b 2 )(3c 2 -b 2 ) 


(18-34) 


cuya forma claramente indica la contribución de cada una de las regiones al total. En la 
mayoría de las situaciones prácticas, el término de en medio de (18-34) es la principal 
fuente de la inductancia. 


18-3 Fuerzas magnéticas sobre circuitos 

Como ya se sabe, dos circuitos que conducen corrientes ejercerán, por lo general, fuerzas 
el uno sobre el otro y, en principio, estas fuerzas se pueden calcular a partir de la ley de 
Ampere. Sin embargo, como ocurrió en el caso de las fuerzas electrostáticas en la sección 
7-4, a menudo resulta conveniente expresar las fuerzas en función de tos cambios de 
energía. Esto es precisamente lo que se desea hacer para el caso de las fuerzas magnéticas. 

Para simplificar, se considerarán solamente dos circuitos, ya que será suficiente para, 
ilustrar todas las características generales necesarias. Así, la situación general será justamen¬ 
te la que se muestra en la figura 13-1, con la cual se inició en este libro el estudio del mag¬ 
netismo. Como ya se vió en (13-9), para poder tener a este sistema en equilibrio, la fuerza 
magnética F m sobre C debe estar balanceada por otra fuerza mecánica igual y opuesta 
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F mec causada por un agente externo, que podría estar constituido por resortes, soportes 
o cosas parecidas. 

Imagínese que el vector de posición r de cada punto de C cambia lentamente 
en la misma cantidad dt\ así, el.circuito complejo se trasladará esta misma cantidad, pero 
no habrá girado. El otro circuito C' , se mantiene fijo, así como las baterías encargadas de 
mantener las corrientes. (En consecuencia, nunca será posible tratar a estos circuitos co¬ 
mo sistemas completamente aislados). En estas circunstancias, el trabajo realizado por la 
fuerza mecánica será trabajo reversible e igual al cambio, dU t , de la energía total del siste¬ 
ma completo, es decir, dU f = F mec • di. Pero si la aceleración es cero, o casi, el circuito C 
permanecerá en equilibrio, o se apartará de él en una fracción infinitesimal, por lo cual 
sigue siendo cierto que F m =— F mee , por lo que se puede expresar que 

dU,= -F m -dr (18-35) 

Al comparar esto con (1-38), se puede observar que 

F m =-Ví/ ( (18-36) 

que viene a ser un resultado análogo al resultado unidimensional de (7-36). Aunque 
estos resultados son fundamentales, será deseable, de ser posible que la fuerza magné¬ 
tica estuviera relacionada únicamente con los cambios de la energía magnética. Si se 
observa que el cambio total de energía es la suma del cambio de la energía magnética, 
dU m , y el de las baterías, dU B , se tiene que 

dU t = dU m + dU B (18-37) 

Resulta útil tratar de visualizar dos posibles condiciones bajo las que se puede llevar a cabo 
este desplazamiento. 

1. Corrientes constantes. Cuando uno de los circuitos se mueve con respecto al otro, 
por lo general se registrará un cambio en los flujos a través de ellos; esto provocará la exis¬ 
tencia de fem inducidas y, para que las corrientes se mantengan constantes, las baterías, 
deberán realizar trabajo en contra de estas fem o de lo contrario se realizará trabajo sobre 
ellas, dependiendo del signo del cambio en los flujos. Se puede utilizar (18-7) para expresar 
la energía de las corrientes leí como U m = 1 ( 2 (70 + / (¡>). Así, si leí son constantes, 
se tiene que dU m = 1 / 2 (Id <¡>+í dtp'). Yase encontró anteriormente,en(18-2),el trabajo 
que deben proporcionar las fuentes externas (baterías); sin embargo, se debe recordar 
que en este caso las corrientes ya se encuentran en sus estados finales, de manera que la 
dU m de (18-2) no es la misma dU m que se está estudiando aquí. Dado que cualquier tra¬ 
bajo realizado por las baterías representa una disminución de su energía, se obtiene 


dU B = ~dW exl = -(/í/$ + /W)= -2 dU m (18-38) 

que es de signo contrario a la de los circuitos y con el doble de magnitud. Al sustituir esto 
en (18-37) se obtiene dU t = - d\J m para este caso, de manera que (18-36) queda como 

F m — (V í/ m ) 7 (corrientes constantes) (18-39) 

donde el subíndice / en el gradiente indica que todas las corrientes se mantiene constantes 
mientras se calculan las derivadas. 
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Dado que la fuerza descrita en (18-39) se encuentra en la misma dirección del gradien¬ 
te de U m , su tendencia deberá ser a aumentar la energía magnética del sistema. Así, el es¬ 
tado de equilibrio para el caso de corrientes constantes (F m = 0) corresponderá a un valor 
máximo de la energía magnética. En ese sentido, se puede considerar que la energía magné¬ 
tica tiene más parecido con la energía cinética que con la potencial. De (18-7) se puede 
inferir que los circuitos de corrientes constantes tenderán a ajustarse así mismos por medio 
de traslación, a fin de abarcar la mayor cantidad de flujo posible. En el siguiente capítulo 
se llega a una conclusión muy similar en lo que toca a posibles rotaciones. 

En términos de la notación que se está utilizando aquí, la expresión (18-8) para la 

energía puede escribirse U m = l ¡ 2 Ll 2 + MIÍ + L'¡' 2 , siendo M la inductancia mutua. 

Como solamente se están tomando en cuenta desplazamientos que son traslaciones 
rígidas, la forma de los circuitos no cambia, de tal forma que las autoinductancias respec¬ 
tivas permanecen constantes, de acuerdo con (17-56); por lo tanto, M es la única cantidad 
afectada por el desplazamiento y (18-39) da 


F m = II'V M 

Por ejemplo, la componente .v de la fuerza sería 


f=w 


O.v 


( 18 - 40 ) 


( 18 - 41 ) 


Antes de estudiar esto en mayor detalle, se considerará aquí la otra posibilidad. 

2. Flujo constante. Como ya se mencionó antes, a menos que se haga algo para evitar¬ 
lo los flujos cambiarán cuando se muevan los circuitos. Sin embargo, si se ajustan las 
corrientes en forma adecuada durante el proceso, éste puede llevarse a cabo manteniendo 
a 4> y a <f> constantes. Así, de (18-7) se obtiene la correspondiente magnitud del cambio 
en la energía: 

dU m = {[<S>dI + Vdl') ( 18 - 42 ) 

Se puede también observar en (18-1) que esto no requerirá de un cambio de energía en las 
baterías, de manera que üU B - 0; sin embargo, la energía de las baterías sí disminuirá de¬ 
bido a la constante conversión irreversible de energía en calor, descrita en (12-35), pero 
eso no interesa por ahora. Así, en este casi (18-37)queda¿/(/ f -dU m , de modo que (18-36) 
toma la forma 


F m = - (V (flujos constantes) (18-43) 


[ Recuérdense las resultados similares (7-45) y (7-37) que se obtuvieron antes ]. 

Se debe ahora poder llegar a la misma expresión (18-41) a partir de (18-43), ya que 
la situación física en general es la misma, cambiando tan sólo los esquemas de cálculo. 
Desafortunadamente (18-8) está expresada en función de las corrientes, siendo que para 
poder utilizar (18-43) en forma efectiva se necesita una expresión de U m en función de 
los flujos. Si se aplican (17-58) y (17-60) a este caso se obtiene 0 = IJ + MÍ y <t>' = MI + 
L'í. Al despejar las corrientes de éstas se encuentra que 


L'<¡> - M <!>' 


/' = 


- M <!> + /. 4 »' 


/./.' i/ 


la:-m 2 


( 18 - 44 ) 
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Sustituyendo estos valores en U m = l /¿ (1 0 + í $') según (18-7), queda 


U = --- -(\-L'<$> 2 ~M<S>V+\lV 2 ) (18-45) 

LL'-M 2 \ 2 2 ) 

Si ahora, de acuerdo con (18-43), se deriva esta expresión recordando que todo excepto 
M es constante, se encontrará que 



1 

{LL'-M 1 ) 2 


[ML'<S> 2 ~(LL' + M 2 )<M>' + ML®' 2 


9M 



donde se ha usado (1844). Por lo tanto, la componente x de (1843) es 



que es exactamente lo mismo que se encontró en (18-41) como una aplicación de (18-39); 
dado que existen expresiones similares para las componentes y y z, se llegará de nuevo a 
(18-40) como el resultado general de la fuerza sobre el circuito C. 


Ejemplo 

Ley de Ampere. Aunque la apariencia de (1840) es diferente, debe expresar lo mismo que 
la ley de Ampere. Es fácil observar que tal es el caso. Si se sustituye la forma apropiada de 
(1748) para este caso en (1840), se obtiene 

<■«-«> 

La traslación rígida de C que se está suponiendo aquí, no afectará los elementos de línea 
ds y ds ni los límites de la doble integral; de hecho en lo que respecta al operador A, la 
única variable viene a ser R. Por ello, es posible intercambiar la derivación y la integra¬ 
ción y utilizar (143) para obtener 


que viene a ser exactamente la versión de la ley de Ampere expresada en (13-6) la cual, 
como ya se sabe, es equivalente a (13-1) para el cálculo de la fuerza total sobre C. 

Ejemplo 

Dos solenoides largos entremetidos. Supóngase que se tienen dos solenoides ideales largos 
uno de los cuales se introduce dentro del otro una distancia*, como se ilustra en la figura 
18-2. Supóngase que el enrollado de ambos es lo suficientemente delgado para que se pue¬ 
dan tomar sus secciones como iguales y de valor S. En este caso los solenoides no son 
infinitamente largos, por lo que no es válido suponer que los valores de B producidos por 
ellos en la región de traslape sean los mismos que se calcularon para el interior de un solé- 



360 


Energía magnética 


noide en un punto lejano a los extremos. De hecho, como se verá más adelante, las líneas 
de B tienden a sufrir una divergencia brusca en los extremos, alejándose del eje como se 
muestra en la figura 18-3, por lo que no todas pasarán por las vueltas alejadas del otro 
solenoide. Sin embargo, se pueden despreciar estos “efectos de borde” si x es lo suficien¬ 
temente grande, y encontrar la inductancia mutua considerando únicamente el flujo con¬ 
tenido en la región de traslape; es por ello posible utilizar un resultado previo que se basa 
en la figura 17-15. Supóngase que el solenoide interior tiene n vueltas por unidad de lon¬ 
gitud y conduce una corriente /; los valores para el solenoide exterior son n e /. La 
inductancia mutua puede obtenerse a partir de (17-54) resultando M = n 0 nn'Sx. Si se usa 
esto en (18-41) se encuentra que la fuerza es 


O D D f 

F m , = ii () nrí SU' = (18-47) 

Mo 

La última forma se obtuvo por medio de (15-24) y expresa la fuerza en función de las in¬ 
ducciones producidas por cada solenoide. ¿Cuál es la dirección de esta fuerza? Si tanto 
/ como í circulan en sus respectivos solenoides en el mismo sentido, el flujo producido 
por uno de ellos en el otro será positivo y, según (1745), M también será positiva. Enton¬ 
ces ÜM/dx será positiva y F mx será positiva, por lo que el solenoide interior será atraído 
por el exterior. Esto es consistente con lo expresado a continuación de (13-14) en el sen¬ 
tido de que comentes paralelas se atraen entre sí. Si le / circulan en sentidos opuestos, 
el flujo producido por uno de ellos en el otro será negativo, según la convención de 
signos utilizada, haciendo que M sea negativa, por lo que ’óM/'dx y F mx serán también 



■H 


s 



Figura 18-2 Dos solenoides largos entremetidos. 




Figura 18-3 Apariencia general de las ¡meas de B cerca del extremo de un solenoide. 
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negativas. Por lo tanto, el solenoide interior será repelido por el exterior, de nuevo en 
consistencia con la aseveración cualitativa de que corrientes “opuestas” se repelen entre 
sí. Pero todo esto se halla contenido en (18-47) si se les asignan a las corrientes signos 
relativos de acuerdo con su sentido de circulación. Así, si van en el mismo sentido, tí será 
positivo, por lo que F mx también, mientras que si circulan en sentidos opuestos tí < 0, 
por lo que F mx < 0, de acuerdo con todo lo anterior. Se puede expresar este mismo 
resultado de una manera muy agradable en función de las inducciones, escribiendo (18-47) 
como 


F mx =~ BB (18-48) 

Po 

que automáticamente da el signo correcto de F mx 

Ya antes, al considerar la fuerza sobre una de las placas de un capacitor de placas 
paralelas cargado, se encontró en (7-50) que existía una fuerza por unidad de área sobre el 
conductor, que era hacia afuera de la superficie (una tensión) y numéricamente igual a la 
densidad de energía en la superficie. Se puede obtener un resultado similar aquí si se 
analiza el ejemplo específico de lo que constituye quizá la analogía más cercana a las 
placas de carga opuesta de un capacitor de placas paralelas. 

Ejemplo 

Dos planos con corrientes dirigidas en sentidos contrarios. La figura 18-4 muestra una 
vista de perfil de dos planos paralelos largos que conducen corrientes de densidad constan¬ 
te K pero en sentidos opuestos, uno dirigido hacia afuera de la página y otro hacia adentro 
de la misma. El ancho de los planos es w y la distancia entre ellos es x, medida en el senti¬ 
do que se indica. Si los planos son muy largos y si wY-x, se pueden despreciar los efectos 
de borde y tomar los planos como si fueran infinitos. En este caso, se sabe por (14-26) 
que la B producida por cada uno de los planos tendrá por magnitud p 0 K, será perpendi¬ 
cular a la dirección de A, y por lo tanto, estará en el plano de la página, teniendo direcciones 
opuestas en cada lado del plano. La figura muestra estas inducciones con flechas puntéa¬ 


te 



B = 0 


K 


(saliendo) 


K 


(entrando) 


* 



K--- w ----—>- 

Figura 18-4 Dos planos con corrientes en direcciones opuestas. 
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das, y están marcadas según su corriente fuente (“hacia afuera” o “hacia adentro”). La 
inducción resultante B = B 0 + B, se muestra como una flecha sólida, y se puede observar 
que B =£ 0 únicamente en la región entre las placas, donde su magnitud es constante e igual 
a p 0 K. Al sustituir esto en (18-20) se encuerna que la densidad de energía es u m = Vi pO 
K 2 = const. entre las placas, mientras que es igual a cero en todo sitio distinto. Por lo 
tanto, la energía magnética de una longitud / de este sistema y del volumen correspon¬ 
diente wlx es, de acuerdo con (18-23), 

U m * f H 0 K 2 dr = i mo K 2 wlx (18-49) 


De (18-39) se obtiene la fuerza magnética sobre el plano superior, que corresponde a un 
aumento de x, y es 


*>* 2(w/) * (1 8 -5°) 

Nótese que esta fuerza se encuentra en la dirección postiva de x, por lo que es de repul¬ 
sión, como era de esperarse ya que se trata de corrientes contrarias. Nótese también 
que F m es proporcional a wl, es decir, el área del plano, por lo cual si se introduce una 
fuerza por unidad de área, f m , ésta será 

L=~~= [ 1 lk>K 2 = u m (18-51) 

pudiéndose observar que su magnitud es exactamente igual a la de la densidad de energía 
magnética. En este caso x es la normal a la superficie, dirigida desde la región de B V= 0 ha¬ 
cia la región de B = 0, lo que permite escribir la fuerza por unidad de superficie en forma 
vectorial como 


f »=/m*=V (18-52) 

La dirección de la fuerza es tal que tiende a mover el plano hacia la región de B = 0, por lo 
que se le puede describir adecuadamente como una presión. De nuevo aquí, este efecto 
suele asociarse más a menudo con la energía cinética que con la potencial. 

Al combinar todas las posibles relaciones, se puede expresar f m de diversas maneras, 
por ejemplo 


L^u m ={^= l 2ll . 0 K 2 = l 2 Kfí (18-53) 

donde K y B se evalúan en la posición donde se desea conocer f m . Todos estos resultados 
son muy similares a los obtenidos para el caso electrostático y expresados por (7-49), 
(7-50) y (7-52). 

En todo lo anterior se ha supuesto que los circuitos son completamente rígidos. Si 
las fuerzas internas de sus mateiiales no son lo suficientemente fuertes para balancear 
estas fuerzas magnéticas, los conductores que encierran los circuitos se deformarán. Esta 
deformación, por lo general, continuará hasta que las nuevas fuerzas elásticas que se 
produzcan sean lo suficientemente grandes como para producir una nueva configuración 
de equilibrio en el sistema. 
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Ejercicios 

18-1 La fuerza magnética sobre un elemento de corriente ids es ciF = ids X B, según 
(14-5). Supóngase que a cada elemento ds se le da el mismo desplazamiento di mien¬ 
tras se mantiene a i constante. Encontrar el trabajo realizado por el agente externo y así 
demostrar directamente que es igual a id <p, siendo d<p el cambio del flujo. 

18-2 Considérese una sola autoinductancia, L, en una etapa intermedia en la que su co¬ 
rriente es i, siendo 0 < i < /. Encontrar el trabajo que se requiere para aumentar la corrien¬ 
te una cantidad di. Sumar entonces todos estos incrementos de trabajo desde el estado 
inicial de cero corriente hasta el estado final de corriente /, y así obtener otra vez (18-9). 
18-3 En lugar del método que se usó para sumar (184), evaluar U m de la siguiente mane¬ 
ra. Empezando con todas la corrientes iguales a cero, aumentar i\ desde 0 a/ x mientras 
todas las demás permanecen en cero. Después, estando I\ en su valor final, aumentar i 2 
desde 0 a/ 2 y así sucesivamente, tomando una de las corrientes cada vez. De esta manera 
demostrar que se vuelve a obtener (18-6). 

18-4 Utilizar el hecho de que la energía de dos circuitos, dada en (18-8), debe ser positiva, 
para demostrar que \M X 2 1 'í\//, 1 1- 2 como ya se vio desde otro punto de vista en el ejerci¬ 
cio 17-16. 

18-5 Una autoinductancia L, una resistencia R y una batería de fem & h están conectadas 
en serie. Utilizar consideraciones de energía para demostrar que la corriente i satisface la 
ecuación diferencial L(di/dt) + Ri = & b . Suponer después que i ¥= 0 y que se retira la bate¬ 
ría del circuito. Resolver la ecuación resultante y encontrar el tiempo de relajación de este 
sistema. 

18-6 Considérese una situación al vacío en la que E y B tienen el mismo valor numérico 
en sus unidades apropiadas. En otras palabras, E = x volt/metro y B = x tesla. Encontrar la 
relación u m /u m de sus densidades de energía respectivas y evaluar su valor numérico. 
18-7 Un conductor cilindrico largo, no magnético, de radio b tiene un conducto coaxial 
de radio a perforado en su centro, es decir, que es como el de la figura 18-1 con el conduc¬ 
tor en la región 2 y todo lo demás al vacío. Conduce una comente I distribuida unifor¬ 
memente en su sección. Encontrar la energía magnética asociada con la inducción en un 
trozo de longitud l del conductor. 

18-8 Una bobina toroidal enrollada apretadamente con N vueltas tiene un radio central b 
y el radio de su sección circular igual a a. Encontrar su energía magnética cuando conduce 
una corriente / por sus vueltas, y demostrar que esto lleva a la misma autoinductancia que 
se encontró en el ejercicio 17-20. Si a < b, demostrar que L se vuelve aproximadamente la 
misma que para el caso de un solenoide ideal muy largo de longitud 2 ir b. ¿Resulta esto 
razonable? 

18-9 ¿Bajo qué condiciones, si las hay, será la contribución a la inductancia del cable 
coaxial de la figura 18-1 que proviene de la región 1 mayor que la de la región 2? 

18-10 Un método muy común para fabricar cables coaxiales es utilizar un conductor 
exterior muy delgado, es decir, que los radios c y b de la figura 18-1 son casi iguales. 
Demostrar que en estas cincunstancias la contribución del conductor exterior a la autoin¬ 
ductancia es de aproximadamente (¿q/ /8 ttú) (c - b), y así demostrar que (18-34) es consis¬ 
tente con el resultado encontrado en el ejercicio 17-24. 

18-11 Generalizar (18-39 y (1840) para el caso de más de dos circuitos en un sistema. 
18-12 Utilizar (1841) para encontrar la fuerza sobre C de la figura 13-5, y verificar que el 
resultado es el mismo que se obtuvo en el ejercicio 134. 

18-13 La espira circular del ejercicio 17-4 tiene ahora una corriente / en el sentido nece¬ 
sario para hacer que M sea positiva. Encontrar la fuerza sobre la espira. 

18-14 Encontrar la fuerza sobre el círculo de radio b que se muestra en la figura 17-14. 
Dejar la respuesta en formade integral pero verificar que se reduce al resultado del ejercicio 
13-8 bajo las condiciones apropiadas. 

18-15 Utilizar el resultado del ejercicio 17-25 para encontrar la fuerza sobre el círculo de 
radio b de la figura 17-14 cuando los dos círculos se encuentran muy lejos el uno del 
otro. 
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18-16 Un resorte largo y flexible de longitud l cuelga verticalmente con su extremo supe¬ 
rior firmemente sujeto. Tiene n vueltas por unidad de longitud y el radio de su sección 
circular es a. Se cuelga una masa m del extremo inferior del resorte. Se hace pasar una co¬ 
rriente I por el resorte para ayudarle a resistir el peso sin que se estire o se encoja. Si se 
desprecia la masa del propio resorte, demostrar que I = (1/na) (2mg/TT^ 0 )V2. Hacer todo 
esto de dos maneras, usando (18^39) y (18-43). 

18-17 Una bobina delgada y larga de longitud I, sección S y n vueltas por unidad de 
longitud, conduce una corriente /. Se le coloca a lo largo del eje de un anillo circular de 
radio a que conduce una corriente /'. Si es el desplazamiento del centro de la bobina 
centro del anillo, medido a lo largo del eje de la bobina, encontrar la fuerza sobre la bobi¬ 
na en función de 5. 

18-18 Una espira circular de alambre cuya autoinductancia es L y cuyo radio es r condu¬ 
ce una corriente I. Demostrar que la fuerza que tiende a aumentar su radio es 1 / 2 1 2 
(d L/d r). Si T es la tensión de ruptura de alambre, demostrar que éste se romperá a menos 
que T sea mayor que ( 1 2 /4rr) (6L /¿ir). 

18-19 ¿Qué valor de la inducción en el vacío corresponde a una presión magnética de 
una atmósfera? 

18-20 Un cascarón cilindrico delgado y largo de radio a conduce una corriente I en la 
dirección de su eje. Encontrar la fuerza por unidad de superficie sobre él ¿Tiende esta 
fuerza a hacer que el cascarón explote o que se aplaste? ¿Cuál es la fuerza total sobre un 
segmento de longitud l del cascarón? 
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En el capítulo 8 se estudió cómo el potencial escalar en un punto fuera de una distribución fi¬ 
nita de cargas podía ser descrito por los diversos multipolares del sistema. Cada momento 
multipolar dependía de un aspecto particular del detalle de la distribución de las cargas. En 
este capítulo se hará algo muy similar para una distribución arbitraria de corrientes. 


19-1 Desarrollo multipolar del potencial vectorial 


La situación general es aquélla que está ilustrada en la figura 19-1; compárese con la figura 
8-1. Se tiene una distribución de corrientes, J(r'), contenida en algún volumen V*. Se fija 
un origen 0 de alguna manera arbitraria, pero haciendo que quede cerca o dentro de V. 
Se desea encontrar el potencial vectorial A en el punto de campo P cuyo vector de posición 
es r, es decir, en la dirección r y a una distancia r de 0. Este potencial está dado por 
(16-12) como 


donde 




(19-1) 


R = \r-r'\ = (r 2 +r ,2 -2rr'cos9'y /2 (19-2) 

resulta de la ley de los cosenos aplicada a la figura. 

Como se hizo antes, se toma P lo suficientemente lejos de V de manera que r>r 
para cualquier porción de V’. Se puede entonces utilizar el desarrollo dado en (8-12) para 
expresar (19-1) en la forma 

A(r) = £ I f J(r') r''P,(cos Q')dr' (19-3) 

^ /=o r‘ J v 

que viene a ser el desarrollo multipolar del potencial vectorial. Si se escriben los primeros 
términos con la ayuda de (8-10) y (8-14), se obtiene 
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Figura 19-1 Geometría para el cálculo de potencial vectorial en P. 


A(r) = A M (r) + A D (r) + A e (r) + ... 




(19-4) 


donde los términos de la suma son, respectivamente, el término monopolar, el término 
dipolar y el término cuadripolar. Como en el caso electrostático, su dependencia con la dis¬ 
tancia al punto de campo r es, respectivamente, 1/r, 1/r 2 , l/r 3 , etc., de manera que a me¬ 
dida que se aleja P de la distribución de corrientes, los términos de orden mayor del 
desarrollo se vuelven cada vez menos importantes. Estos términos todavía involucran al 
punto de campo P como a los puntos fuente debido al término rT / ~ eos 8', y se desea 
expresarlos como el producto de algo que depende exclusivamente de la localización del 
punto de campo, por algo que depende exclusivamente de la distribución de corriente y 
sus detalles. Resultará conveniente comentar sobre cada término por separado. 


I. El término monopolar 

En el caso electrostático, el término monopolar resultó ser proporcional al momento mo¬ 
nopolar de la distribución de carga, es decir, a su carga neta. Sin embargo, en el caso mag¬ 
nético no existen cargas magnéticas, como ya se comentó después de ver (16-4), por lo 
que se podría sospechar que el término monopolar realmente fuera igual a cero. En una 
distribución de corrientes constantes, éstas siguen trayectorias cerradas, pudiéndose pensar 
que las cargas se mueven en tubos filamentales de corriente de manera parecida a lo que se 
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muestra en la figura 12-6 a. En este caso, en lo que concierne a la espira/ de corriente/y, del 
equivalente de (12-10) se observa que su contribución a la primera integral de (19-4) es la 
suma de todos sus elementos de corriente I¡dSj, es decir, fljdsj . Al sumar sobre todas estas 
corrientes, se obtiene 

f J(r ')dr' = 2 ds j = 0 (19-5) 

ya que la integral con respecto a ds¡ es simplemente la suma de los desplazamientos sucesi¬ 
vos de un punto y, por lo tanto, su desplazamiento neto; cuando a un punto se le lleva 
alrededor de una trayectoria cerrada, su desplazamiento neto es igual a cero, de manera 
que §ds¡ — 0; esto quedó demostrado de una manera más formal en el ejercicio 1-25. Por 
lo tanto, la integral de (19-5) será siempre igual a cero, de manera que 

A w (r) = 0 (19-6) 

ratificando así la suposición hecha y demostrando que el primer término en el desarrollo 
del potencial vectorial será siempre el término dipolar. [Esto también justifica el uso de 
(18-20) en lugar de (18-18).] 


II. El término dipolar 

Por conveniencia, asígnese el símbolo g¡) a la integral del término dipolar: 

<©= f J(r')(r-r')dT' (19-7) 

Jy 

El proceso para expresar esto como un producto en el que de alguna manera se separa el 
punto de campo es bastante laborioso, siendo mucho más fácil trabajar con una cantidad 
escalar. Si se hace que C sea un vector constante arbitrario, es posible formar el productoes- 
calar C-^? . Después de esto, se divide el integrando en dos partes iguales, se suma y se resta 

la cantidad { (J'r) (CV) bajo la integral y se encuentra que se puede expresar el resultado 
como la suma de dos integrales: 

C-9 = f (C-J)(f-r')dr' = (C-9) + + (C- 9). (19-8) 

Jy 

donde 

(C-Q) + = íf [ (C • J)(r • r') + (J • í)(C• r')] dr' (19-9) 

Jy 

(C-9). = if [ (C • J)(r • r') — (J • ?)(C• r') ] dr' (19-10) 

Jy 

que se consideran por separado. 

C es constante por definición y í es constante con respecto a las derivadas relativas a 
los puntos fuente, es decir, con respecto a A'. Poi lo tanto. A' (C - r') = A' (C x x + C y y 1 + 
X y y + C z i~C, o sea, 
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V'(C-r') = C Y V'(r-r') = f (19-11) 

donde la segunda se obtuvo de la misma manera. Si se utilizan estos últimos resultados 
junto con (1 -114), se encuentra que la parte entre corchetes del integrando de (19-9) puede 
expresarse como 

J • [ C(f • r') + f (C • r') ] = J • [ (f • r') V'(C • r') 4- (C • r') V'(í • r') ] 

= J-V'[(C-r')(r-r')] (19-12) 

Pero ahora el último término tiene la forma J • A' S , donde ¿ es el escalar(C*r,) (í-r,); 
asi, por medio de (1-117) y (12-15) para corrientes estables, se puede expresar (19-12) 
como 

J-V'S = V'-(S J) + S(V'-J)= V'- [(C-r')(?-r')J] (19-13) 

que es la forma final para el integrando de (19-9). Si ahora se sustituye (19-13) en (19-9), 
y se utiliza (1-59), se obtiene por fin 

(C- 6 D) + = |^ (C-r')(r•r')(J-í/a') (19-14) 

donde S’ es la superficie limitante de V. Sin embargo, V encierra todas las corrientes de 
manera que J = 0 en todos los elementos de superficies da! de S' y, por lo tanto, 

(C-<5D) + =0 (19-15) 

Los términos entre corchetes (19-10) puede escribirse como 

C [J(í-r') —r'(J-í)] =C- [fX(JXr')] (19-16) 

por medio de (1-30) y (1-16). Si se sustituye esto en (19-10) y se utiliza (19-15), se en¬ 
cuentra que (19-8) queda 

C-^D =¡f C-[rX(JXr')]¿T' = C- J [íX(JXr')]¿r'J (19-17) 

Dado que C es un vector completamente arbitrario, es válida siempre que <5j) sea igual a la 
cantidad entre llaves. Es más, r es constante por lo que toca a la integración con respecto 
a las variables primas, por lo que puede quitarse de la integral. Al hacerlo, y aplicando 
(1-23) dos veces seguidas, se encuentra que 

¿D=fJXr = r'xjrfr'jxí (19-18) 

Por último, si se combinan (19-18), (19-7) y (19-4), se encuentra que el término dipolar 
puede expresarse como 

A " (r) -^// XJ(rVT ' 



(19-19) 
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Figura 19-2 Relación entre un dipolo magnético y el po¬ 
tencial vectorial que produce. 


que posee la forma deseada de un producto de una cantidad relacionada solamente con la 
posición del punto de campo por algo que sólo depende de las propiedades de la distribu¬ 
ción de corrientes. 

A la cantidad entre corchetes se le suele asignar el símbolo 

ni = ¡ f r'Xj(r') dr' (19-20) 

J v 


y recibe el nombre de momento dipolar magnético de la distribución de corrientes. [En 
algunos textos m se define como Po veces el miembro derecho de (19-20); hoy en día esto 
es comparativamente raro, pero es algo digno de considerarse.] Esta definición permite 
expresar el término dipolar como 


. , , Po mXr Po mXr 

a »=4í — = 


(19-21) 


Como se puede apreciar en la figura \9-2,A D es perpendicular al plano formado por m y 
r y su magnitud será A D = Pom sen ®/4 w 2 , de acuerdo con (1-22). La aparición de sen 
©puede ser un poco sorprendente ya que, por analogía con el caso electrostático en (8-48), 
se habría esperado encontrar un eos © en un potencial que se denomina potencial “dipolar”. 
Sin embargo, cuando se calcule la inducción en la siguiente sección se encontrará que la 
analogía es bastante exacta en cuanto a comparar campos. 

Por fortuna, es suficiente aquí considerar únicamente el término dipolar, de modo 
que no se estudiará el término cuadripolar de (19-4). 


III. Efectos de la elección del origen 

El momento magnético m que se define del valor absoluto de r', por lo que el elegir un 
sistema coordenado diferente es seguro que r' cambiará, existiendo la posibilidad de que 
m cambie también. Si se recuerda el caso electrostático, en (8-43) se encontró que el mo¬ 
mento dipolar eléctrico era independiente de la elección del origen y por esta razón era 
una propiedad singular de la distribución de carga siempre que el memento monopolar 
eléctrico desapareciera. En (19-6) se vio que en el caso magnético el término monopolar es 
siempre a cero, por lo que cabe sospechar que aquí también m debe ser independiente de 
la elección del origen. Supóngase que en la figura 19-1 el origen no está en 0 sino en 0 n , lo 
que se obtiene al trasladar los ejes sin rotación mediante el desplazamiento a que se ilustra 
en la figura 19-3. Se puede entonces observar en la figura que los vectores de posición nuevo 
y viejo de J están relacionados entre sí por a + r'„ = r' o r'„ = r' - a. Si se sustituye esto 
en (19-20) para encontrar el valor del momento dipolar magnético referente a los nuevos 
ejes, se obtiene 
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Figura 19-3 El nuevo origen tiene un desplazamiento a respecto del anterior 

i „ = i f (r'-a)XJ dr'=\f r'XM'- jaX f Jr/t' = 
i J J V’ J V" 


m„ 


m 


ya que, por (19-5), la integral que multiplica a a es igual a cero. Asi, m„ = m, por lo que el 
momento dipolar magnético es siempre una propiedad singular característica de la distri¬ 
bución de corrientes y es posible utilizar cualquier elección conveniente de coordenadas 
para calcularlo. 


19-2 El campo dipolar magnético 


La expresión de \ D dada en (19-21) es el término predominante del potencial vectorial 
cuando el punto de campo se encuentra lo suficientemente alejado de la distribución de 
corrientes. Para estudiar sus propiedades, resulta conveniente suponer, como también lo 
fue en la sección 8-2. que (19-21) es verdadera para todo el espacio. De esta manera se le 
puede llamar el campo dipolar magnético y pensar que está producido por un dipolo pun¬ 
tual ficticio, m, situado en el origen. Más adelante se considerarán distribuciones de co¬ 
rrientes específicas que puedan adecuarse a este modelo, pero por ahora lo importante es 
encontrar la inducción B producida en este caso. Se utilizan coordenadas esféricas para 
localizar el punto de campo P y se toma el eje z en la dirección de m; esto viene a configu¬ 
rar la situación ilustrada en la figura 19-4. Así, m = mzy (19-21) queda como 


A,o(r) = 


¡i 0 m , p 0 msentí A 

—-zXr=- - — 

47rr" Airr 2 


(19-22) 


de manera que la única componente de A D que no es igual a cero esA Dtp . Las curvas de va¬ 
lores constantes deA D ^ están dadas por 


r 


2 


/V» > 

a d 


sentí = C D sen# 


(19-23) 
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nético. 

donde la constante C D que caracteriza cada curva depende del valor de A Dlfi . Estas curvas 
se muestran como las líneas sólidas de la figura 19-5; sin embargo, la dirección de A D es 
hacia adentro de la página en la mitad derecha de la figura y hacia afuera de la página en 
su mitad izquierda. 

La inducción se puede obtener a partir de B = A XA D . Si se usan (19-22) y (1-104), 
se encuentra que las componentes de B son 


I 



Figura 19.5. Campo de un dipolo magnético. Las líneas de B se muestran punteadas. Las 
líneas sólidas son aquellas de magnitud constante del potencial vectorial, el cual está diri¬ 
gido hacia adentro de la página en la mitad derecha de la figura y hacia afuera de la página 
en la mitad izquierda. 
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(19-24) 


mientras que B^ = 0. Por lo tanto, B descansa sobre el mismo plano que m y el punto de 
campo, mientras qu eA D es perpendicular a este plano. 

Al comparar (19-24) con los resultados correspondientes (8-50) para el campo dipo¬ 
lar eléctrico, se puede observar que unos y otros son proporcionales a la magnitud de sus 
respectivos momentos dipolares y que tienen la misma dependencia con respecto al ángulo 
y a la distancia. De hecho, es fácil ver que están relacionados entre sí de una manera muy 
simple por B = ¡J 0 e 0 (m/p)E. En consecuencia, las líneas de B, que se muestran con líneas 
punteadas en la figura 19-5, estarán dadas por una ecuación de exactamente la misma for¬ 
ma de (8-52), y serán justamente como las líneas punteadas de E que se muestran en la 
figura 8-7. 


B,= 


1 


f sen 0 


a j ü . . iw n \ 


2 eos 0 


D 1 9 / , /V» \ sen o 

B »~ r 9 ,.(' V W ( 47, ) r 3 


19-3 Corrientes filamentales 

Hasta ahora se han estudiado sólo las corrientes distribuidas. Resulta sencillo adaptarlos 
resultados ya obtenidos para aplicarlos a las corrientes filamentales, usando (12-10) para 
remplazar idr ' por Ids . Asi, de (19-20) se puede observar que el momento dipolar mag¬ 
nético de un solo circuito filamental C' está dado por 

m = ^ (j) r'Xr/s' (19-25) 

y se puede utilizar cualquier elección conveniente de coordenadas para evaluar la integral. 


Ejemplo 

Corriente filamental plana. Si el circuito descansa sobre un plano, se puede dar a la integral 
una interpretación muy sencilla y útil. Tomando el origen de este mismo plano, se obtiene 
la situación que se ilustra en la figura 19-6. Pero r' X ds es perpendicular al plano déla 
espira y la magnitud ¡r’ X tís'l es igual al área del paralelogramo con lados x y d s como se 
vio en la figura 1-15. Al comparar estas dos figuras se puede observar que el área triangular 
sombreada de la figura 19-6 formada por líneas desde el origen hacia los extremos de ds 
es (listamente la mitad del área del paralelogramo, es decir, que si da es el área de la región 
se.libreada, entonces j r'X ds -tía', por lo que la integral de (19-25) queda 

L ^) r'xtís'= J"tía' = S=Sn (19-26) 

donde S es el vector de área total cerrada por la corriente y ñ es la normal a esa superficie, 
dada por la convención usual que se definió en la figura 1-24. Por lo tanto, (19-25) se sim¬ 
plifica para quedar 


m = / S = ISA 


(19-27) 
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Figura 19-6 Corriente filamentai plana. 

de modo que la magnitud del momento dipolar de una corriente filamentai plana es justa¬ 
mente el producto de la corriente circulante por la superficie que ésta encierra. Nótese 
que el resultado es independiente de la forma del circuito. 


Ejemplo 

Anillo circular plano. Si el anillo es un círculo de radio a, entonces m=I n a 2 . A distancias 
muy grandes, la inducción axial B z puede calcularse de (19-24) con 0 = Oyr = z.El resul¬ 
tado es B z = H^Ia 2 /2z 3 , exactamente lo que se encontró en (14-20). 

Los circuitos planos como éstos a menudo reciben el nombre de espiras o espirales 
de comente, y producen el potencial vectorial dipolar y la inducción dipolar cuando existe 
una distancia grande entre ellos. [Mientras más cerca estén los detalles de la distribución 
más importantes se vuelven éstos, por lo que se hace necesario regresar a la expresión exacta 
(19-1).] Así, como prototipo del dipolo magnético puntual se puede tomar una espira de 
corriente muy pequeña, cuyo momento magnético és perpendicular a su superficie, como 
se ilustra en la figura 19-7. 

Si el sistema consiste en un determinado número de estas corrientes filamentales, es 
posible encontrar el momento dipolar My del circuito / por medio de (19-25), y para cal¬ 
cular el momento dipolar de todo el sistema se realiza la suma vectorial de todos estos 
términos: 


m = 2 m , = 2 r , x dSj ( 1 9-28) 

j j J( j 

En particular, si todos ellos son circuitos planos, cada uno delosmy tendrá la forma(19-27) 
y el total será 



\ 


Figura 19-7 El momento dipolar magnético de una espira 
de corriente perpendicular a su área. 
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m= 2 m y = IjSj 

j j 


(19-29) 


Ejemplo 

Solenoide ideal. En el ejemplo de la sección 14-3 se vio que un solenoide ideal desvuel¬ 
tas para el que el ángulo de enrollado no se tenga que tomar en cuenta, puede ser tratado 
como un conjunto de N espiras circulares de corriente paralelas, cada una de ellas condu¬ 
ciendo una corriente / en el mismo sentido. Así, si S es el área de su sección, el momento 
dípolar de cada espira será ISz, según (19-27) donde i es la dirección del eje. En este caso 
todos los m ; de (19-29) son paralelos, por lo que el momento dipolar total del solenoide 
será N veces el de una de las espiras, es decir, 


m = NSIi = nlSIz (19-30) 

En consecuencia, cuando se encuentra uno muy lejos del solenoide, la inducción que este 
produce estará dada por (19-24), siendo m = NSI. (Esta es esencialmente la justificación de 
la figura 18-3.) 


194 Energía de una distribución de corrientes en una inducción externa 

En la sección 8-4 se hizo un estudio muy minucioso de la relaciones energéticas que invo¬ 
lucran dos grupos distintos de cargas (las del “sistema” y las “externas”) y se llegó a la 
conclusión de que, para muchos propósitos, solamente una parte de la energía resultaba 
de interés práctico, siendo ésta específicamente la energía interacción de (8-60). Aquí 
se considera una situación similar para el caso magnético. 

Supóngase que las corrientes involucradas pueden dividirse en dos grupos fácilmente 
distinguibles. Una de estas distribuciones de corrientes forma una entidad física separada 
(el “sistema” de interés), que está sujeta a las influencias de la otra distribución de corrien¬ 
tes (las fuentes “externas”) que producen una inducción B 0 (r) en cada uno de los puntos 
del sistema. Sin tomar en cuenta nuevamente las energías internas de los grupos, lo que en 
realidad interesa es aquella parte de la energía que pudiera denominarse la energía de in¬ 
teracción magnética, U m 0 . El problema inmediato consiste en encontrar la expresión apro¬ 
piada para U m0 . En el caso de los dos circuitos se vio que la energía de interacción estaba 
dada por el término central de (18-8) y que era igual a M íi I l J 2 ~ í 1 9) 2 ~ > b donde, de 
acuerdo con (17-45), es el flujo que 2 provoca en 1. Por lo tanto, si se adapta esto 

al caso presente haciendo que 1 sea la corriente del sistema y <t> 0 el flujo producido por las 
fuentes externas, se puede expresar la energía de interacción como 

U M -I% (19-31) 

Esto puede expresarse también en función de la inducción externa, B 0 , por medio de (16-6): 

U m0 = I [ B 0 (r)-¿a (19-32) 

J s 

donde S es el área encerrada por la corriente del sistema. 

Ya teniendo (19-31) y (19-32), resulta sencillo generalizarlas. Si se hace que i,- sea la 
comente del circuito j del sistema de interés y que sea el flujo a través de él produci¬ 
do por las fuentes externas, la energía de interacción de esta parte será/ ; - <t> 0/ -, de manera 
que la energía de interacción total es 
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B 0 (rM O 9 ' 33 ) 

j J ■ s ', 

Aunque no se use de inmediato, es útil transformar U m0 en una expresión apropiada para 
corrientes distribuidas. Para lograrlo, se deben introducir elementos de corriente usando 
( 16-23) para escribirlos flujos como funciones del potencial vectorial A 0 producido exter¬ 
namente; así se encuentra que 

0 9 - 34 ) 

/ • < 

Puede asi* pasarse de una descripción basada en corrientes filamentales a otraen función 
de corrientes distribuidas, de la misma manera como se pasó de (18-10) a (18-11). Así, se 
obtiene una expresión muy común para la energía de interacción magnética: 

U m{) = f J(r)-Ao(r)ífr (19-35) 

J v 

donde la integral se toma sobre todo el volumen que contiene a las corrientes J del sistema 
de interés. 

Al igual que en la sección 8-4, ahora se limitará al muy importante caso en que las 
fuentes externas se encuentran muy alejadas y el sistema es tan pequeño en extensión es¬ 
pacial que B 0 casi no varia en toda la distribución de corrientes del mismo. Así, como pri¬ 
mera aproximación, se puede tomar a B 0 como constante y sacarla de la integral. Por 
tanto, si cada r¡ de (19-33) es igual al mismo valor r, que es “el” vector de posición del sis¬ 
tema, (19-33) queda como 

t4o 0 = B 0 (r>(2ljf s ¿a,.) = B 0 (r>(2 / 7 S y ) = m-B 0 (r) = m-B 0 (19-36) 

donde m es el momento dipolar magnético de todo el sistema, según (19-29). Así, esta 
energía de interacción dipolar tiene la forma del producto del momento característico del 
sistema por la inducción externa. 

Aunque no se expondrá aquí debido a su complejidad, resulta evidente que se pue¬ 
den obtener más aproximaciones de U m0 desarrollando las componentes de B 0 en series 
de potencias, muy a la manera como se hizo en el potencial escalar en (8-61). Por analogía 
con (8-70), es de esperarse que el siguiente término del desarrollo de la energía de interac¬ 
ción involucre productos de las derivadas espaciales de la inducción extemaconcomponentes 
aproximadamente definidas del momento cuadripolar magnético. 

Si B 0 depende de la posición, resulta entonces posible que un dipolo m cambie su 
energía al moverse a otro lugar; en otras palabras, puede existir una fuerza traslacional, 
F 7 j, diferente de cero sobre el dipolo. Dado que se está considerando al sistema como una 
entidad física definida, se puede suponer que está caracterizada por una distribución cons¬ 
tante de corrientes. La expresión apropiada en este caso para encontrar la fuerza es la de 
corrientes constantes de (18-39), y cuando se sustituye en ella (19-36) se obtiene 

*'z> = ^ UmOD = V(m • B 0 ) (19-37) 

donde las derivadas están tomadas con respecto a las componentes de r, el vector de posi¬ 
ción del dipolo. El hecho de que m sea constante permite expresar esto de una manera útil. 
Si se utiliza (1-115), se puede expresar (19-37) como 
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F fl = B 0 x(Vxm) + mx(VxB 0 ) + (B 0 -V)m + (m-V)B 0 (19-38) 

El primero y tercer términos desaparecen debido a que m es constante. Por la suposición 
original, todas las fuentes externas están situadas en otro lugar, de manera que no existe 
corrientes fuentes J 0 en la posición m. Entonces, según (15-12), V X B = 0 con lo que 
(19-38) se reduce a 


F^ = (m-V)B 0 (19-39) 

demostrando, como era de sospecharse, que la fuerza traslacional depende de que la induc¬ 
ción externa sea una función de la posición. Nótese que (19-37) y (19-39) son completa¬ 
mente análogas a los correspondientes resultados (8-77) y (8-79) que se encontraron para 
el dipolo eléctrico; además, (19-39) es consistente con el resultado del ejercicio 14-16, 
donde se demostró que no existe fuerza neta sobre un circuito filamental en una inducción 
externa uniforme. 

Sin embargo, existe algo de la analogía entre los casos eléctrico y magnético que 
parece romperse y ese algo es la diferencia de signos de las energías de interacción dadas 
en (19-36) y (8-73) como m-B 0 y - p-E 0 respectivamente. En efecto es muy común en¬ 
contrar una cantidad denominada la energía de un dipolo magnético en un campo externo 
y que está dada por 


U' D = — m • B 0 = - mB 0 eos 0 (19-40) 

donde 0 es el ángulo formado por myB 0 . ¿A qué se debe esto? En esencia, la utilización 
de (19-40) representa el resultado de un cambio completo de punto de vista. Lo que se 
está tratando de hacer en este caso es escribir una expresión para la fuerza en completa 
analogía con aquélla usada en mecánica, es decir, como el gradiente negativo de una ener¬ 
gía potencial. En otras palabras, el objetivo es escribir (19-37) en la forma 

F *=-Ví/¿ (19-41) 

y después interpretar U'd corno una energía potencial común y corriente. Se puede ver 
fácilmente que la elección hecha en (19-40) es correcta porque (19-41) se vuelve Fp = - A 
( - m-B 0 ) = A (mB 0 ), que da la expresión correcta para la fuerza. Por lo tanto, es apro¬ 
piado interpretar U'p como la energía del dipolo de este sentido; a U' D se le suele llamar 
a menudo la energía de orientación para enfatizar su función de energía potencial. De ma¬ 
nera similar, se pueden cambiar los signos desde (19-31) a (19-35) para reinterpretarlos de 
esta manera. Así, por ejemplo, la tendencia de un circuito a reajustarse para encerrar el 
mayor flujo posible, que se encontró después de (18-39), puede verse por el negativo 
(19-31), - /u> () , lo que corresponde a la tendencia general de los sistemas para tratar de 
lograr el equilibrio minimizando su energía potencial. La figura 19-8 muestra U' D dada 
por (19-40) en función de 0. El rango de variación de la energía es finito, con su mínimo 
en 0 = 0, que corresponde al estado de equilibrio estable en el que m y Bq son paralelos, 
y su máximo en 0 - a, que describe el equilibrio inestable y para el cual m y B ( , están di¬ 
rigidos en sentidos opuestos. 

Una energía potencial como U' n , que depende del ángulo, implica la existencia de 
un momento de torsión r sobre el sistema. Debido a la similitud de (19-40) y (8-73), se 
pueden simplemente cambiar los símbolos de ( 8 - 75 ) para obtener una expresión muy 
importante para el momento de torsión sobre un dipolo magnético en una induccción ex¬ 
terna. 
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Figura 19-8 Energía de orientación de un dipolo en una inducción exter na como función 
del ángulo formado por sus direcciones. 

r=mXB 0 (19-42) 

Este momento de torsión está presente aún en una inducción uniforme B 0 , en contraste 
con F d ; esto es también consistente en el resultado del ejerccio 14-16. Nótese que, como 
antes, para tener equilibrio a un ángulo 0 intermedio el momento de torsión magnético 
debe estar balanceado por un momento de torsión mecánico igual y opuesto, r mec , de 
manera que 

T +T me c =0 (19-43) 

Ya todos los resultados de esta sección han sido obtenidos de una manera completa¬ 
mente general y por ello son aplicables ai momento dipolar de cualquier tipo de distribución 
de corrientes que sea de interés. Sin embargo, resulta de gran valor observarcómo dichos re¬ 
sultados se pueden obtener directamente considerando las fuerzas sobre el prototipo del 
dipulo magnético puntual, es decir, una pequeña espira de corriente. 

Ejemplo 

Pequeña espira de corriente en una inducción externa. Se considera una corriente filamental 
I en un círculo de radio a que descansa sobre el plano xy, con su centro en el origen, como 
se muestra en la figura 19-9. Su momento dipolar se obtiene en (19-27) y es 

m = lira 2 i (19-44) 

La fuerza sobre la espira en la inducción externa B 0 está dada por (14-3) como 

F = I(j) ds x B 0 (r) (19-45) 

Es conveniente trabajar con coordenadas rectangulares porque en ellas son constantes los 
vectores unitarios, sin embargo, se expresarán las componentes en función del ángulo azi¬ 
mutal \p para facilitar la integración sobre C. Entonces se tiene r = xx + yy = a eos ¡p x 4- a 
sen p y, de manera que ds = di - a d tp (- sen i px + eos ip y ) y 
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Figura 19-9 Espira de corriente filamental circular. 

ds X B n = aik\. j x fí a . cosqp + yB 0í st:n<p — z(B 0v cosqp + sencp) j (19-46) 

si se utiliza (1-28). Dado que la espira es muy pequeña y que B 0 varía lentamente en ella, 
es apropiado desarrollar las componentes de B 0 en una serie de potencias con respecto al 
origen, y quedarse sólo con los términos que dan una primera aproximación no nula. Así, 
es posible escribir 


BoAr) = B 0 AO) + *( ~ ) +y( ^ ) = BoAO) + a 


COS (¡9 


( ' 

\ o. 1 \ 

l dx , 

) +sen<p \ J] 


(19-47) 


donde se recuerda que las derivadas se evaluán en el origen — la localización del dipolo — y 
por lo tanto son constantes, como lo es B 0z (0). No existe término z(dB 0z /dz ) G— (19 47 ) 
porque z = 0, ya que la espira descansa sobre el plano xy. Al sustituir (19-47) en (19-46) 
se encuentra que la componente x es 


(ds X B 0 ) x = ad<p | B o A0) eos tp + a ^ j cos 2 <p + ^ j 


COS (p sen tp 


(19-48) 


La integración alrededor de todo el circuito C que se requiere en (19-45) se logra al inte¬ 
grar con respecto a tp desde 0 a 2 7 r. Si se sustituye (19-48) en (19-45) y se utilizan las 
integrales apropiadas del conjunto 


J 2n cosq)d<p= f 2v sentpdtp — [ 2 ” COStp sen tp dtp = 0 
0 do Jo 

[* n cos 2 tpdtp= f 2n sen 2 tpdtp = 7r 

Jo Jo 


se puede encontrar la componente x de la fuerza como 


F, - /£(* X B,), - ha\ - jf ) - m, ( - j* ) 


(19-49) 


(19-50) 


donde también se ha hecho uso de (19-44). Procediendo de exactamente la misma manera, 
se encuentran las otras dos componentes de la fuerza: 
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(19-51) 

(19-52) 


Todavía no se ve que éstas se parezcan a las componentes de (19-39), pero aún no se ha 
utilizado toda la información disponible. Dado que las corrientes fuente externas se encuen¬ 
tran a cierta distancia de la espira, J 0 = 0 en ella, y A X B 0 = 0 según (15-12); de (1-43) se 
encuentra que (3B nz /9x) = (9B 0x /9z) y que (9B 0z /9>>) = (9B 0v /9z), Además, A B n =0 
según (16-3), de manera que, de acuerdocon(l-42),(3B 0jc /3x) + (9B 0y /3j')=- (dB 0z /dz). 
Al sustituir estas relaciones en (19-50M19-52) y recordando que m solamente tiene com¬ 
ponente z según (19-44), se encuentra que las componentes déla fuerza pueden expresarse 
de la siguiente manera: 


F x = ™z(-§°-j=(ai-V)B 0x 

F Z = ) = (m- V)B 0z 

por medio de (1-41) y (1-20). Pero estas expresiones son justamente las componentes rec¬ 
tangulares de F = (m- A)B 0 , que es exactamente (19-39). 

Una evaluación directa del momento de torsión puede realizarse de manera similar. 
La fuerza sobre un elemento de corriente está dada por (14-5) como dF = Ids X B e , de 
modo que el momento de torsión sobre él será dr=iXdF = iX (Ids X B 0 ). Al sumar 
todo esto sobre el circuito se obtiene 

T = f dr=I(f)Jrx(dsxB 0 )] (19-53) 

Usando (1-30) se puede escribir el término entre corchetes como ds(r-B 0 ) - B 0 (r-rfs). Dado 
que d s = dt, se tiene que t-ds = d{\ rr) = d\ r 2 ); si se utiliza la aproximación de primer 
orden de que B 0 es constante, la contribución del segundo término a (19-53) resulta ser 
- r 2 ) = - r 2 ) = 0 , debido a que la integral de la diferencia de un escalar 

sobre una trayectoria cerrada se anula, como se vio, por ejemplo, después de (13-4). Si se 
sustituye el resto del término entre corchetes en (19-53) y se utiliza (1-26), se obtiene 

T=/^(r-Ho)ífe = / J^axVírBo) (19-54) 

Dado que se está tomando a B 0 como constante, resulta ser como C en la primera parte 
de (19-11), de manera que A (r-B„ ) = B 0 . Al sustituir esto en (19-54), sacar B 0 de la inte¬ 
gral y utilizar (19-27), se obtiene 

r f rfajxB 0 =/SxB 0 =mxB 0 

que es exactamente lo mismo que se encontró en (19-42) a partir de consideraciones muy 
generales. 
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Ejercicios 

19-1 Una corriente constante / sigue una trayectoria cerrada enrollada alrededor de un 
cilindro de radio a. En coordenadas cilindricas, el vector de posición de un punto de este 
circuito está dado por r = ap + b sen n <¿>z, donde b es una constante y n es un entero posi¬ 
tivo > 2. Encontrar el momento dipolar magnético m de esta distribución de corriente. 
19-2 Un circuito plano que conduce una corriente / se construye sobre el plano xy como 
sigue. Se utilizan coordenadas cilindricas. Empezando en el origen para = 0, se tiene que 
p = p 0 </>" donde p 0 es una constante y n > 1. Se forma así una espiral. Se continúa el pro¬ 
ceso hasta lograr un valor íp 0 para el ángulo. En este momento se hace que la corriente siga 
una línea recta de regreso al origen. Encontrar el momento dipolar magnético de esta dis¬ 
tribución de corriente. 

19-3 Un cilindro circular de radio a y longitud / contiene una carga total Q distribuida 
uniformemente en todo su volumen. Se le hace girar en tomo a su eje angular constante, 
cu. Suponer que la distribución de carga no se afecta con la rotación y encontrar el mo¬ 
mento dipolar magnético de este sistema. 

19-4 Una esfera dieléctrica de radio a posee una densidad superficial de carga cr = const. 
en toda su superficie. Se le hace girar en torno a uno de sus diámetros a velocidad angular, 
gj. Suponer que la distribución de carga no se altera por la rotación y encontrar el momen¬ 
to dipolar magnético de este sistema. 

19-5 Un dipolo puntual m se encuentra situado en el origen, pero no tiene ninguna orien¬ 
tación especial con respecto a los ejes coordenados. (Por ejemplo, m no es paralelo a nin¬ 
guno de los ejes.) Expresar su potencial A, en un punto r,en coordenadas rectangulares y en¬ 
contrar las componentes rectangulares de B. Demostrar que B puede expresarse en la forma 

B(r) = [3(m • i)í — m] (19-55) 

4 irr' 


y compararla con (8-84). 

19-6 Supóngase que los círculos coaxiales de la figura 17-14 se encuentran tan separados 
que pueden considerarse dipolos. Encontrar su inductancia y comparar el resultado con el 
del ejercicio 17-25. 

19-7 Dos espiras circulares de radios ay b descansan sobre el mismo plano. Suponer que 
la distancia c entre sus centros es tan grande que resulta apropiado utilizar la aproximación 
dipolar; encontrar su inductancia mutua. 

19-8 a) Una pequeña espira rectangular de lados a y b que conduce una corriente / des¬ 
cansa sobre el plano xy con su centro en el origen. Encontrar A en un punto r donde 
r > a y r > b. b) Utilizar el resultado de a) para encontrar B en ese mismo punto, c) Un 
dipolo puntual M = Mx se encuentra sobre el eje y positivo a una distancia c del origen, 
siendo c > a y c > b. Encontrar la fuerza y el momento de torsión sobre M producidos 
por la espira. Expresar todas las respuestas en coordenadas rectangulares. 

19-9 Por medio de (19-35) demostrar que no existe contribución monopolar a la energía 
de interacción, análoga a la encontrada en (8-62). 

19-10 Un dipolo puntual mj se encuentra situado en r, y otro dipolo puntual m 2 está en 
r 2 . Ya sea por cálculo directo o por transcripción de los resultados correspondientes del 
caso eléctrico, demostrar que la energía de m 2 en la inducción de m t está dada por la 
energía de interacción dipolo-dipolo 

U' DD = -^3 [(mr m 2 ) - 3(m,- ft)(m 2 - ft)] (19-56) 

47 tR 

donde R = r 2 ~ r T . t)e manera similar, encontrar la fuerza F 2 sobre m 2 - 
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19-11 Dos dipolos, m, y m 2 , se encuentran sobre el mismo plano. La dirección de se 
mantiene fija, mientras que m 2 está en libertad de rotar sobre el plano. Si m, y m 2 forman 
ángulos respectivos de <*! y a 2 con R, encontrar la relación que deben satisfacer los ángu¬ 
los cuando se logra el estado de equilibrio. 

19-12 Un anillo circular de radio a descansa sobre el plano xy con su centro en el origen. 
Conduce una corriente I en el sentido de las manecillas del reloj visto desde un punto sobre 
el eje z positivo. Un dipolo puntual m = mi se encuentra situado sobre el eje z. Encontrar 
la componente z de la fuerza sobre m. 

19-13 Considérese la espira rectangular plana que se muestra en la figura 17-4. Suponer 
que la B externa que se muestra es uniforme y que circula una corriente constante I en la 
espira en el sentido positivo según lo determina la dirección de n. Encontrar el momento 
de torsión que debería ejercer un agente externo para evitar que la espira gire. 

19-14 Encontrar cuánto trabajo debería realizar un agente externo sobre la espira del ejer¬ 
cicio anterior para hacer que la dirección de n se invierta, es decir, para aumentar <p en 
180°. Evaluar esto de dos maneras diferentes. 




Capítulo 



Magnetismo en presencia 
de materia 


Hasta ahora, al considerar las fuerzas magnéticas entre corrientes se ha supuesto que las 
regiones en que se producían se encontraban al vacío u ocupadas por materiales conduc¬ 
tores “no magnéticos.” Se desea aquí generalizar los resultados obtenidos para incluir 
materia de cualquier tipo. Como sucedió en el capítulo 10, resulta de gran utilidad consi¬ 
derar a la materia, desde el punto de vista microscópico, como una colección de átomos y 
moléculas, es decir, de partículas cargadas, para poder tener una mejor idea de cómo pro¬ 
ceder. 


20-1 Magnetización 

Ya antes se había supuesto que los átomos y las moléculas están formados por partículas 
cargadas positiva y negativamente y que, en conjunto, son eléctricamente neutros. Ahora 
se va un paso adelante al suponer que por lo menos algunas de estas cargas no se encuen¬ 
tran en reposo, sino en movimiento continuo. Se supone también que estos movimientos 
se efectúan en trayectorias cerradas cuya naturaleza queda determinada por la estructura 
resultante de los sistemas atómico y molecular. Vistas desde una gran distancia, estas car¬ 
gas en movimiento aparecerán como circuitos de corriente o dipolos magnéticos. A tales 
corrientes que circulan permanentemente se les da el nombre de corrientes de Ampere, ya 
que fue precisamente Ampere quien postuló su existencia para explicar las propiedades 
magnéticas de la materia. Se deben considerar varias posibilidades. 

Si B = 0, es posible que las cargas estén circulando de manera tal que la circulación 
neta de corriente sea igual a cero, es decir, que los momentos dipolares de las cargas indi¬ 
viduales se combinen para dar cero cuando se les suma vectorialmente según (19-28). Su¬ 
póngase ahora que la situación es tal que B i= 0, por ejemplo, por la existencia de corrientes 
externas. Por (19-42) se sabe ya que de esto resultarán ciertos momentos de torsión sobre 
los dipolos, que tenderán a alinear éstos en la dirección de la inducción. Puede muy bien 
suceder que bajo la influencia de estos momentos de torsión las trayectorias de las cargas 
en movimiento se modifiquen lo suficiente para que en la nueva configuración resultante 
el momento dipolar neto sea ahora diferente de cero. Se puede entonces decir muy apro¬ 
piadamente que un momento tal fue inducido por el campo B y que la materia fue mag¬ 
netizada. 
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Pudiera ser que en ausencia de una inducción externa el átomo o la molécula tuviera 
ya una estructura tal que el momento dipolar asociado con ella fuera diferente de cero, de 
modo que tuviera un momento dipolar magnético permanente. (Aunque para las conside¬ 
raciones presentes no resulta imprescindible, es de interés observar que tales dipolos per¬ 
manentes no pueden ser explicados desde el punto de vista de la mecánica clásica y el 
electromagnetismo por sí solos, sino que están asociados con la cantidad de movimiento 
angular intrínseca, o “espín”, de estos sistemas, el cual viene a ser una consecuencia de la 
mecánica cuántica. Sin embargo, no compete al estudio presente explicar tales dipolos 
permanentes, sino simplemer+e aceptar su existencia y descubrirlos desde un punto de 
vista macroscópico de modo tal que puedan ser incluidos en las ecuaciones usadas.) 

Aun cuando el material contuviera dipolos permanentes, si B = 0 es todavía posible 
que estuviesen orientados al azar, de modo que el momento dipolar total del trozo de ma¬ 
terial considerado fuera igual a cero, es decir, que el material estuviera desmagnetizado. 
Pero si B =A 0, existirá un momento de torsión sobre estos dipolos que tenderá a hacerlo 
girar hasta alinearlos con la inducción resultante. Por lo general, esta tendencia al alinea¬ 
miento se verá contrarrestado por procesos desordenados asociados con la agitación tér¬ 
mica, como por ejemplo, las colisiones, pero sería de esperar que el efecto neto alcanzado 
fuera el de producir un cierto momento dipolar neto en la dirección del campo, con lo 
que el material quedaría magnetizado. 

Aun en ausencia de un campo B, algunos materiales tienen la propiedad de que sus 
dipolos permanentes se encuentran por lo menos parcialmente alineados, por lo que se dice 
que el material está permanentemente magnetizado o que es un imán permanente. Tales 
casos resultan ser de mucho mayor importancia tecnológica que sus contrapartes del caso 
eléctrico. 

Como ya se vio en el capítulo anterior, es lógico esperar que las moléculas, especial¬ 
mente cuando se encuentran distorsionadas por la presencia de B, posean momentos mul- 
tipolares de orden superior, cuyos efectos estarían descritos por (19-3). Sin embargo, dado 
que las contribuciones de estos términos de orden superior a A y a B disminuyen mucho 
con la distancia y dependen de los ángulos de una manera mucho más complicada de los 
dipolos, se supone aquí que, para el propósito de describir las propiedades promedio de la 
materia, las características de interés predominante son las asociadas con los momentos 
dipolares. Así, todas estas consideraciones desembocan en la siguiente. 


Hipótesis 

En lo que concierne a sus propiedades magnéticas, la materia neutra es equivalente a un 
conjunto de dipolos magnéticos. 

Debe ahora ponerse esta hipótesis en términos cuantitativos. Para ello, se define la 
magnetización, M, como el momento dipolar magnético por unidad de volumen, de manera 
que el momento dipolar, dm, de un pequeño volumen d ren r será 

dm = M(r) dr (20-1) 

Así, el momento dipolar total de un volumen V de material será 

m to tal = J^M(r) dr (20-2) 

A partir de esta definición y de (19-20) se puede observar que la unidad de M es el ampere/ 
metro. 
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Como ya es normal, la definición (20-1) implica que d t es lo suficientemente grande 
para incluir el material necesario para que M pueda considerarse una función que varía 
suavemente con respecto a la posición; al mismo tiempo, <¿rdebe ser pequeño a escala ma¬ 
croscópica. Debido a la forma en. que se llegó a la introducción de M, es de esperarse que 
exista alguna relación funcional entre M y B. Más adelante se considera este punto en 
mayor detalle, pero por ahora se toma M como parte de la descripción macroscópica del 
material y se investigan las consecuencias de su existencia. 

20-2 Densidades de corriente de magnetización 

Supóngase que se tiene un objeto magnetizado y se desea encontrar el potencial vectorial 
producido por él en un punto de campo r situado en el exterior del cuerpo, como se ilus¬ 
tra en la figura 20-1. El momento dipolar del volumen dr' dado por (20-1) es din’ = M(r')(¿r 
y su contribución al potencial vectorial en r se obtiene de (19-21) como 

J X _ ho í/m X R ;i 0 M(r') X Rdr 

4 t 7 r 2 Air r 2 ' ’ 

donde, como siempre, R = r - r' y corresponde a la r de (19-21) dado que allí m se tomó 
en el origen. El potencial total se obtiene al integrar (20-3) sobre el volumen V del mate¬ 
rial, resultando 

A(r) _ £ g mmxm: W (20-4) 

con la ayuda de (1-143). Se puede ahora utilizar (1-120) para expresar el integrando como 
Mx v(l)--ft-vx(M) M 



Figura 20-1. Cálculo del potencial vectorial en un punto de campo en el exterior de un 
objeto magnetizado. 
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Al sustituir esto en (20-4) y utilizar (1-25) y (1-52) se obtiene 



(V'XM)rfr' 

R 

(V'XM)éít' 

R 



dr' 


( 20 - 6 ) 


donde S' es la superficie limitante del volumen V del material, y n es la normal exterior 
que se muestra en la figura 20-1. Al comparar esto con (16-12) y (16-13) se puede obser¬ 
var que viene a ser exactamente el potencial vectorial que sería producido por una densidad 
volumétrica de corriente J m distribuida en todo el volumen y una densidad superficial de 
corriente K,„ sobre la superficie limitante, siendo 

J m = V'XM (20-7) 

K m = MXñ' (20-8) 

pues así se tendría 

(20 - 9) 

como era de esperarse. 

Por lo tanto, lo que se ha obtenido es que, en lo que respecta a los efectos en su ex¬ 
terior, el material puede ser remplazado por una distribución de densidades volumétricas 
y superficiales de corriente que están relacionadas con la magnetización M por medio de 
(20-7) y (20-8). Los diversos pasos que condujeron al presente esquema conceptual que¬ 
dan resumidos en la figura 20-2. (Compáresela con la figura 10-2.) El potencial vectorial 
total en el punto de campo estará entonces dado por (20-6) más el producido por cuales¬ 
quiera otras corrientes que pudieran estar presentes. 

Es práctica común omitir las primas en (20-7) y (20-8) y simplemente escribir 


J m = V X M Y K„, = M X ñ (20-10) 

considerando que la diferenciación es con respecto a las coordenadas del punto fuente y 
que n es la normal exterior. Nótese que M X n es tangente a la superficie, pues es perpen¬ 
dicular a ñ, como debe ser para poder representar una corriente superficial; esto también 
demuestra que la componente tangencial de M es la que determina la corriente superficial. 
(Es esencial no olvidar que K m queda determinada por el valor de M X ñ en la superficie.) 

El índice m de estas cantidades refleja el hecho de que comúnmente se les llama den¬ 
sidades de corriente de magnetización. También se les suele llamar densidades de corrientes 



Figura 20-2 Esquema conceptual para remplazar la materia por densidades de corrientes 
equivalentes. 
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Figura 20-3 Origen de las corrientes superficiales de magnetización para el caso de una 
magnetización uniforme. 

amperianas o densidades de comente confinada; sin embargo, la última forma no se usará 
aquí porque ya se le asoció en (12-18) con el desplazamiento de cargas ligadas según se 
refleja en la densidad de corriente de polarización. 

Estos resultados se han obtenido haciendo una comparación formal de la expresión 
(20-6) con su forma general (20-9). Es también posible calcular y entender estas corrientes 
de una manera “física” directa, sin embargo, esto se hará solamente en forma cualitativa. 
Como un ejemplo extremo, considérese un trozo de material con una magnetización uni¬ 
forme producida por dipolos de la misma magnitud que se encuentran alineados, es decir, 
circulando en el mismo sentido, como se ilustra en una vista de frente en la figura 20-3. Si 
se considera la vecindad inmediata de un punto interior, como se indica por la línea pun¬ 
teada, se puede observar que la corriente de una de las espiras en una dirección dada se can¬ 
cela por la corriente en sentido opuesto de las espiras adyacentes. Así, en el interior de un 
material uniformemente magnetizado la corriente de magnetización es cero, en concor¬ 
dancia con (20-7). Sin embargo, en la superficie no existen corrientes adyacentes que pro¬ 
voquen una cancelación, por lo que, dado que todas les corrientes circulan en la misma 
dirección, el resultado es una corriente que circula sobre la superficie exterior como 
se indica con la flecha. Dado que M apunta hacia afuera de la página en este caso, la direc¬ 
ción de K,„ dada por (20-8) viene a ser exactamente la misma que se dedujo al considerar 
las espiras de comente. 

Supóngase ahora que M no es uniforme en todo el material; por ejemplo, la corriente 
de cada una de las espiras podría ser diferente. En este caso, al considerar la región ence¬ 
rrada por la línea punteada se puede observar que en general no ocurría una cancelación 
completa debida a las corrientes adyacentes dirigidas en sentido contrario, por lo que exis¬ 
tirá una corriente resultante en el interior. Este efecto es exactamente el descrito en (20-7) 
y, de hecho, esta imagen puede utilizarse como una manera alternativa para derivar cuan¬ 
titativamente J m = V' X M. En este caso sigue habiendo una corriente superficial K^, , desde 
luego. 
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Figura 20-4 Frontera entre dos materiales magnetizados. 

Supóngase que se tienen dos materiales magnetizados que se juntan en una frontera 
común como se muestra en la figura 20-4. Dado que cada uno de ellos poseen una compo¬ 
nente tangencial en la superficie, la corriente superficial que se producirá en cada uno de 
ellos está dada por (20-8). La densidad superficial de corriente neta será la suma de estos 
dos términos, de manera que 

K,„ neI = K m , + K m2 = M, X A/ + M 2 Xñ 2 ' (20-11) 

donde ñ, ' y ñ 2 ' son las normales exteriores de los medios respectivos. Si se introduce 
ahora la normal ñ dibujada de 1 a 2 por la convención usual, se puede observar en la figura 
que ñj' = ñ y que ñ 2 ' — - ñ, de modo que (20-11) queda 

K,„ net = (M, - M 2 ) X ñ = ñ X (M 2 - M,) (20-12) 

Como una ilustración de la consistencia interna de estos resultados, considérese un 
trozo de material magnetizado de volumen finito, y encuéntrese la rapidez total a la que 
se transfiere carga ligada a través de un plano que pasa por el material como se indica en la 
figura 20-5a. Sea S la superficie del plano interceptada por el material, ñ la normal a ella 



Figura 20-5 Cálculo de la corriente confinada tora! que pasa a través de un plano. 
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y C su curva limitante, como se muestra en la figura 20-5 b. La rapidez total a la que se 
transfiere carga a través del plano, es decir, desde la región sombreada de la derecha a la re¬ 
gión no sombreada de la izquierda, está dada por (12-6), (12-8) y la figura 12-5 como 

^=fj„-d*+$K m -tds (20-13) 

donde f se dibuja perpendicularmente a ds, como se requiere. Al sustituir (20-10) en este 
resultado y utilizar (1-67) y (1-29) se encuentra que 

~ = j) M -ds + (fi (MX ñ ')-ids = (£>M-ds + (f)M- (ñ' Xf )ds (20-14) 

donde ñ' es la normal a la superficie del material en el punto en el que se desea evaluar 
K„,. A partir de la figura se puede observar que (ñ' X t)ds =-ds, de manera que las dos 
integrales de (20-14) se cancelan y dq¡dt = 0. Así, las corrientes de magnetización no 
transfieren carga neta. Pero esto no es sino lo esperado, ya que de otra manera un trozo 
cualquiera de material magnetizado separaría sus cargas “espontáneamente”, lo cual no es 
compatible con la imagen conceptual discutida de la magnetización según la cual ésta se 
debe a una reorientación de las espiras de corriente ya existentes. 

La inducción producida en el exterior del material puede calcularse a partir de (20-6) 
por medio de B = V X A. De manera alternativa, es posible utilizar las densidades de 
corriente concentradas en (20-7) y (20-8) junto con (14-7) y (14-11) para obtener 

, u 0 r Mn X K m (r')XRá[' 

B(r) -£/,. r- — (2tM5) 

Hasta ahora todos los resultados se han obtenido considerando el potencial vectorial 
y su correspondiente inducción en un punto de campo situado en la región al vacío exte¬ 
rior al cuerpo material. No existe dificultad alguna para encontrar el valor de B, y es posible 
imaginar una medición de él midiendo la fuerza sobre una carga puntual en movimiento o 
el momento de torsión sobre una pequeña espira de comente. Pero, ¿cuál es la situación 
en el interior del material? No sería fácil medir el momento de torsión sobre una espira de 
corriente sin antes taladrar un agujero en el material para insertar la espira, y es posible 
anticipar que ello podría afectar la situación, ya que en el proceso se habrán eliminado al¬ 
gunas corrientes volumétricas y se habrán introducido nuevas corrientes superficiales. Ya 
se tuvo una situación similar en el caso eléctrico y se estudió la solución en detalle en la 
sección 10-3. Se podrían utilizar los mismos argumentos aquí, con los cambios apropiados 
de términos y símbolos, para llegar exactamente a la misma conclusión: la única cosa prác¬ 
tica y razonable que queda por hacer es mantener la consistencia del remplazo conceptual 
de la materia por el conjunto de densidades de corriente de magnetización y suponer, por 
definición, que (20-9) y (20-15) pueden ser utilizadas en el cálculo de A y B en cualquier 
lugar. 

Sin embargo, resta todavía preguntar si es posible obtener una definición de cavidad 
de B en el mismo sentido que se hizo con E en (10-26) y con D después de (10-45). En 
otras palabras, se desea poder recortar una cavidad de forma apropiada en el material, de 
manera que se pueda insertar, por ejemplo, una pequeña espira de corriente para encontrar 
el valor de B en el material a partir de la medición del momento de torsión producido 
sobre la espira en el vacío dentro de la cavidad. Como en la ocasión anterior, se puede uti¬ 
lizar lo que ya se conoce acerca de las condiciones de frontera que debe satisfacer B; la 
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i . -L-ZZZD 

Figura 20-6 Cavidad utilizada para medir B en el 
interior dei material. 

más relevante es que las componentes normales de B son continuas, según (16-4). Y esta 
es precisamente la misma condición de frontera que se utilizó para obtener la definición 
de cavidad de D, de modo que es fácil ver lo que se debe hacer. Así, la cavidad apropiada 
es aquélla con la forma de un cilindro recto muy corto recortado en el material con su 
base perpendicular a la dirección de B en ese lugar, como se muestra en la figura 20-6. 
Por construcción se observa que únicamente se incluyen las componentes normales, por lo 
que el valor de B en la cavidad debe ser igual al que existe dentro del material, es decir, 
B C =B. 

Por último, considérese un ejemplo simple que ilustra los resultados obtenidos hasta 
aquí. En la siguiente sección se verá un ejemplo más complicado. 

Ejemplo 

Cilindro infinitamente largo y uniformemente magnetizado. Supóngase que se cuenta con 
un cilindro infinitamente largo de sección circular que posee una magnetización uniforme, 
M, paralela al eje del cilindro, tal como se ilustra en la figura 20-7 a. Se pueden encontrar 
las corrientes de magnetización a partir de (20-10). Dado que M = const , se encuentra que 
l m = V X M — 0 y que no existen corrientes volumétricas. La figura 20-7 muestra una 
normal exterior, ñ, perpendicular a M, y puede observarse que la corriente superficial 
posee una magnitud constante K m = M y que circula alrededor del cilindro en la dirección 
indicada en la parte b) de la figura. Pero resulta que una corriente de este tipo no es sino 
el equivalente exacto de un solenoide ideal infinitamente largo, como el que se ilustró en 
la figura 15-11, y para el cual ya se ha calculado la inducción. La magnitud de B en el in¬ 
terior está dada por (15-24), por lo que en este caso se tiene que B¡ = p 0 ~ = 

const., mientras que B 0 — 0 en el interior. Dado que la dirección de B, es axial, como la de 
M, se puede escribir 


B, = g 0 M 


(20-16) 



Figura 20-7 Cilindro uniformemente magnetizado, a) Vista de perfil, b) vista de frente. 
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corno la solución completa del problema. 


20-3 Esfera uniformemente magnetizada 

Considérese ahora una esfera de radio a que posee magnetización constante M. Tómese el 
eje z en la dirección de M y el origen en el centro de la esfera, como en la figura 20-8; re¬ 
sulta así que M = Mí. Dado que M es constante, J m = 0 debido a (20-7). En la figura se 
puede observar que la normal exterior es ñ' = í', por lo que la densidad de corriente super¬ 
ficial se encuentra a partir de (20-8) como 

K m = MzXr' = M sen8'cp' (20-17) 

con la ayuda de (1-94) y (1-92). Por lo tanto, las corrientes superficiales se encuentran, en 
este caso, a lo largo de los “paralelos” de la esfera, con una magnitud que es igual a cero 
en los “polos” y máxima en el “ecuador”, tal como se ilustra en la figura 20-9. Si se susti¬ 
tuye (20-17) en (20-15) y se utiliza (1-100) para escribir da -a 2 sen 8’ dd' d$ mientras 
que R = R jR, se puede encontrar que en general B estará dada por 
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B(r) = 


fi 0 Ma 2 r27r r* (q>'xH.)sen 2 9'd9'dcp' 
4tt■ Jq Jo R 3 


(20-18) 


Por simplicidad en el ejemplo, se evalúa (20-18) únicamente para puntos de campo 
sobre el eje z positivo; más adelante se resolverá este mismo problema en forma por un 
método muy diferente. De la figura 20-10 se desprende que r —zz, r' =ar', R —zz - ar,R z 
( z 2 + a 2 - 2 za eos d 1 ) 1 ^ 2 y que Ip X R — z sen 6' i' + (z eos 6' - a)6 — a sen d' z + (z - a 
eos d') (x eos p + y sen (/>'), al utilizar (1-94), (1-92) y (1-93). Si se sustituyen estas ecua¬ 
ciones en (20-18) se puede observar que las componentes x y y desaparecen al integrar con 
respecto a p debido a (19-49), de manera que B solamente tiene componente z, como 
resulta evidente de la simetría de la distribución de corrientes que se muestra en la figura 
20-9. Por lo tanto, la única componente que no desaparece es 


B z (z) = 


ll 0 Ma 3 r 2 rr r” sen 3 S' dQ' dep' 

^ 7r 0 o (z 2 + a 2 — 2zacosff') 3/2 


(20-19) 


La integración sobre <p' de un valor de 2n; al usar sen 2 6' = 1 - eos 2 d' y cambiar la varia¬ 
ble de integración por medio de (2-22) se encuentra que B z se convierte en 


B¿z)- 


li 0 Ma 3 r i (1 — ¡i 2 )dn 
2 (z 2 + a 2 — 2za¡i) 3/2 


( 20 - 20 ) 


La integral se resuelve con la ayuda de tablas y resulta 


2(z 2 + a 2 — 2za¡x) 

3zV 


1/2 


, 2 3z 2 a 2 (n 2 -l) 

z 2 + a 2 + za¡x + 


2(z 2 + a 2 — 2za¡i) 


3 zV 


{(z 2 + o 2 )[ |z -rc/| — |z — a|J — zü[|z + ¿í| + |z — n|]} (20-21) 



Figura 20-10 Cálculo del campo en un punto sobre el eje. 
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y, como es usual, existen dos casos a considerar. 

1. En el exterior de la esfera. Aquí z > a, de modo que [z - a\=z - a, con lo que 
(20-21) se convierte en 4/3z 3 , que al sustituirse en (20-20) da la inducción en el exterior 
de la esfera, que es 




3 z 3 


(20-22) 


Puede comprenderse mejor este resultado si se le expresa en función del momento dipolar 
total de la esfera que, de acuerdo con (20-2), es 


m = |™ 3 M 


(20-23) 


de modo que (20-22) puede también escribirse como 


B ( Z )=*L 2m 
zo( J 477 z 3 


(20-24) 


Al comparar este resultado con (19-24) y si se recuerda que 6 = 0 y r = z para un punto de 
campo sobre el ejez, se puede observar que (20-24) es justamente la inducción de un dipolo 
puntual de momento total ni. 

2. En el interior de la esfera. Aquí z < a, de modo que [z - a | =a - z, con lo que 
(20-21) se convierte en 4/3 a 3 , que al sustituirse en (20-20) da la inducción en el interior 
de la esfera, que es 


B n (z) = b h M (20-25) 

yes constante y paralela a la magnetización. El factor numérico 2 / 3 es diferente a la unidad 
que se encontró para el cilindro de (20-16) aun cuando ambos sistemas poseen magnetiza¬ 
ción uniforme; resulta obvio que la diferencia en los factores numéricos resulta de la dife¬ 
rencia geométrica entre ambos. 

Queda como ejercicio demostrar que estos mismos resultados son válidos también 
para valores negativos de z, es decir, que B z0 se encuentra siempre en la dirección positiva 
y que B z¡ es constante y dada por (20-25), para todas las z. En la figura 20-11 se ilustran 
estas direcciones de B que se han encontrado. Recuérdese que estos resultados son similares 
a los encontrados para E de una esfera uniformemente polarizada en la sección 10-4. Esto 
lleva a sospechar que es muy probable que se puedan aplicar aquí algunas de las cosas 
encontradas en ese caso, es decir, que la inducción en todos los puntos del exterior es 
un campo dipolar que corresponde al momento dipolar total dado por (20-23), mientras 
que en todos los puntos del interior B, es constante y está dada por ( 2 j)p 0 M. Resulta que, 
como se demostrará más adelante en este capítulo por un método muy diferente, éste es 
justamente el caso. 

En la superficie de la esfera (z = a) (20-22) da B Zil ( a ) = ( 2 / 3 )p 0 M = B zi (a )\este resul¬ 
tado es lógico, pues dado que ambas son componentes normales, deben ser iguales de acuerdo 
con (16-4). 

20-4 El campo H 

Recuérdese que cuando en la sección 14-1 se definió la inducción magnética se hizo notar 
que, por definición, B está determinada por corrientes de todo tipo. De esta manera, en 
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B„ 

Figura 20-11 Inducción magnética sobre el eje, producida 
por una esfera uniformemente magnetizada. 

V X B = ju 0 J dada por (15-12), J representa la densidad total de corriente. En (20-10) se 
encontró una densidad de corriente J m = V X M asociada con la presencia de materia y, 
tal como en el caso de las cargas de la sección 10-5, resulta conveniente dividir las corrien¬ 
tes que resultan de las cargas en movimiento en dos grandes clases: comentes de magnetiza¬ 
ción y corrientes libres, descritas por las densidades respectivas J,„ y Sf. Las corrientes de 
magnetización deben asociarse con los elementos constitutivos de la materia y sobre ellas 
no se tiene, por lo general, un control real. Como ya se vio casi al final de la sección 12-2, 
es en las corrientes libres sobre las que se puede ejercer algún tipo de control, por ejemplo, 
enviando corrientes por medio de conductores y empleando baterías, o bien produciendo 
corrientes de convección en forma de corrientes de partículas cargadas. Por lo tanto, se 
puede expresar que la densidad total de corriente es la suma de estos dos tipos: 

Jtotal = J ~ J/ + J/n (20-26) 

Al sustituir esto en (15-12) y utilizando (20-10) se encuentra que vXB=p 0 J=ju 0 (Jy+vM), 
o sea, 


VX 




(20-27) 


La forma de esta ecuación, en la que únicamente aparece la densidad de corriente libre en 
el miembro derecho, sugiere que podría resultar de utilidad definir un nuevo campo vec¬ 
torial, H(r), como 
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H= — -M (20-28) 

Mo 

pues de esta manera (20-27) queda como 

V XH = Jy (20-29) 

El vector H recibe el nombre de campo magnético y a veces de campo H. La principal ca¬ 
racterística de H, y la razón principal para haberlo introducido, es que su rotacional 
depende únicamente de la densidad de corriente libre. Las dimensiones de H son las mis¬ 
mas que las de M, por lo que H se mide en ampere/metro. Se puede pensar que (20-29) 
viene a ser una expresión de la ley de Ampere para la fuerza entre elementos de corriente 
más los efectos magnéticos de la materia. 

Una vez definido H, resulta sencillo determinar algunas de sus propiedades. El com¬ 
portamiento de sus componentes tangenciales en una superficie de discontinuidad puede 
encontrarse sustituyendo la ecuación fuente (20-29) en (9-13) y (9-18) y utilizando la 
análoga de (15-14) para corrientes libres; el resultado es que se pueden expresar las condi¬ 
ciones de frontera de dos maneras equivalentes: 

ñX(H 2 -H 1 ) = K / (20-30) 

H 2( —H lf = K / Xñ (20-31) 

donde K ; es la densidad superficial de corriente libre. Por lo tanto, existirá una disconti¬ 
nuidad de las componentes tangenciales de H únicamente si existe una densidad superficial 
(es decir, de conducción). Esto contrasta con B en el sentido de que las componentes tan¬ 
genciales de este último serán discontinuas si existe densidad de corriente superficial de 
cualquier tipo, como ya se vio en (15-15) y (15-16). 

La forma integral de la ley de Ampere para H puede encontrarse a partir de (20-29), 
(1-67) y (12-6), resultando que 

(j)H-ds= Jj f -da=I fenc (20-32) 

donde If enc es la corriente libre neta que pasa a través de la superficie S encerrada por la 
trayectoria de integración arbitraria C. 

Se puede utilizar la ecuación 20-29 para desarrollar una definición de cavidad de H, 
de modo que se puede encontrar el valor de H en el material a partir de mediciones reali¬ 
zadas en el vacío de una cavidad de forma apropiada. Supóngase que no existen corrientes 
libres dentro del material. Entonces, VXH = 0 y sus componentes tangenciales son conti¬ 
nuas debido a (20-31). Esta condición de frontera es exactamente del mismo tipo de la 
que sirvió de base para obtener la definición de cavidad de E en (10-26), por lo que salta a 
la vista lo que debe hacerse a continuación. Como se muestra en la figura 20-12, se toma 
una cavidad larga tipo aguja que se perfora en el material con su eje paralelo a la dirección 



figura 20-12 Cavidad utilizada para medir H en el 
interior del material. 
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de H en ese lugar. Así, por construcción, únicamente quedan las componentes tangenciales 
y, dado que son continuas, el campo magnético en la cavidad, H c ., es igual al que existe en 
el material, H t . = H. Se puede medir la inducción en la cavidad, B c , midiendo la fuerza 
sobre una carga en movimiento o el momento sobre una pequeña espira de corriente. Dado 
que no existe metería en la cavidad, M c = 0, y de (20-28) se desprende que H c = B c /p 0 , 
por lo que el campo en el material estará dado por 

II = H = B (20-33) 

M o 

Como indica el teorema de Helmholtz de la sección 1-18, se requiere de otra ecuación 
diferencial fuente para el campo magnético, es decir, su divergencia. Resulta sencillo en¬ 
contrarla si se combina (20-28) con (16-3), de lo que se desprende que V’B = 0 = v 
[Mo(H+M)] =/í 0 (V.H+V-M) y, por lo tanto, 

V • H= — V -M (20-34) 

lo que viene a demostrar que H puede tener fuentes asociadas con las corrientes de Ampere 
de la materia, así como con las corrientes libres. Más adelante se regresará a este punto. 

Las condiciones de frontera que deben satisfacer las componentes normales de H se 
encuentran may fácilmente a partir del hecho de que las componentes de B son continuas, 
de modo que al sustituir (20-28) en (16-4) se obtiene 

ñ • (H 2 — H,) = — ñ • (M 2 — M,) (20-35) 

o sea, 

H 2n -H ]n =-(M 2n -Mj (20-36) 

A pesar de la aparente simplicidad de los resultados obtenidos, particularmente en 
el caso de (20-29), no resultan ser de gran utilidad en este momento, ya que antes se hace 
necesario poder relacionar los tres vectores B, M y H entre sí. Sin embargo, es posible revi¬ 
sar algunos de los ejemplos anteriores desde este nuevo punto de vista. 

Ejemplo 

Solenoide ideal infinitamente largo. Aquí los campos están producidos por corrientes 
libres. Dado que existe vacío en todos los demás puntos, M = 0 y H = B/q 0 - Así, es posible 
utilizar los resultados previos (15-25) y (15-26), observando que K 0 = 0, mientras que en 
el interior del solenoide 


H, = B ' = nlz (20-37) 

Iki 

donde n es el número devueltas por metro y i se encuentra a lo largo del eje del solenoide. 
(Este resultado es básicamente la razón por la cual a menudo se le asigna a H las unidades 
ampere-vue/fas/metro.) Se tiene una discontinuidad en las componentes tangenciales de 
H; si se toma ñ apuntando desde el interior 1) hacia el exterior 2) y se expresa Kf = nl(p, 
como en (15-22) y en la figura 15-11, resulta que (20-31) se vuelve H 21 - Hj t = 0 - H, = 
nI<PX ñ = - nlz y, por lo tanto, = nlz, en concordancia con (20-37); nótese que al uti¬ 
lizar las condiciones de frontera de esta manera se logra obtener un método rápido para 
calcular H ( en este caso. 
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Ejemplo 

Cilindro infinitamente largo y uniformemente magnetizado. Aquí no hay corrientes libres. 
Ya se obtuvo poco antes B, resultando B 0 = 0 mientras que B, = p 0 M. En el exterior del 
cilindro M 0 = 0 y, por lo tanto, H 0 = 0. En el interior del cilindro se encuentra que, por 
(20-28), H, = (B ¿ /^o ) - M,- = M - M = 0. Por tanto, H = 0 en todo lugar, a pesar de la gran 
semejanza que existe entre este ejemplo y el solenoide, como ya se vio antes. La diferen¬ 
cia real entre los dos ejemplos consiste en que el primero existen corrientes libres y en 
el segundo no. Dado que M es uniforme, V-M = 0, por lo que, según (20-34), V'H = 0; M 
tampoco tiene componentes normales; por lo tanto, estos resultados con consistentes con 
(20-36). [Si el cilindro no fuera infinitamente largo existiría una discontinuidad en las 
componentes normales de M en sus extremos, en la superficie que separa la materia del 
vacío. En ese caso, de acuerdo con (20-36), sería de esperar que hubiera fuentes de H y 
que H 0 para un cilindro de longitud finita.] 

Ejemplo 

Esfera uniformemente magnetizada. Tampoco hay corrientes libres en este ejemplo. En la 
sección anterior se encontraron los valores de B a lo largo del eje, por cálculo directo a 
partir de las corrientes de magnetización. Se pueden utilizar estos resultados para obtener 
H por medio de (20-28). En el exterior de la esfera M a = 0 y, de (20-24) y (20-22) se ob¬ 
tiene que 


Eo 


En el interior de la esfera M ( - - Mi y de 


_q_ 1 2 m _ 2Ma 3 

2 3 3z 3 

(20-25) se obtiene que 


(20-38) 



Figura 20-13 Campo magnético sobre ei eje, producido 
por una esfera uniformemente magnetizada. 
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H zi (z)=^L-M=-}rM 


(20-39) 


Por lo tanto, en este caso H 0 tanto dentro como afuera de la esfera y, de hecho, su 
dirección es opuesta a la de B y M en el interior de la esfera, como se ilustra en la figura 
20-13. En la superficie de la esfera (z = a), de (20-38) resulta que H zo (a) = (f )M , por lo 
que existe una discontinuidad en las componentes normales de H. Pero si para este caso se 
toma A =z, (20-36) se convierte en H 2n ~ H ln - H zo d) = \M- (- 3 M)=M 9 (0- M) = - 
(. M 2n ~ Mi „), como era de esperarse. 

Los dos últimos ejemplos se caracterizaron por la ausencia de corrientes libres y la 
presencia de una magnetización uniforme; sin embargo, H = 0 en uno de los casos mientras 
que H ¥= 0 en el otro. ¿En qué consiste la diferencia real entre ambos? Aunque VM = 0 
en el interior para ambos casos, la diferencia consiste en que mientras que en el caso de la 
esfera es claro que existe discontinuidad en las componentes normales de M, en el caso del 
cilindro esto no ocurre así, como ya se puntualizó antes, y el hecho de que M^O para la 
esfera debe estar relacionado de alguna manera con esta diferencia; es de desearse que existe 
una manera de escribir esto en forma más sistemática y conveniente que por medio de 
(20-36). Además, no se debe olvidar la semejanza entre estos ejemplos y los que se vieron 
para el caso electrostático en el capítulo 10 , particularmente en el caso de las esferas uni¬ 
formemente magnetizadas y polarizadas, por lo que se puede presentir que estos problemas 
se encuentran relacionados entre sí de alguna manera. En efecto, ese resulta ser el caso. 

En ausencia de corrientes libres, los resultados (20-29), (20-31), (20-34) y (20-35) 
se convierten en 


h 2 ,-h I( =0 


V XH = 0 V-H=—V-M 

ñ(H 2 -H l ) = ñ-M 1 


(20-40) 


donde, por simplicidad, se ha tomado la región 2 como el vacío, de modo que M 2 = 0. De 
manera similar, en ausencia de carga libre los resultados electrostáticos (5-4), (9-21), (10-39), 
(10-10), (9-26) y (10-12) pueden escribirse en la forma 


VX( £o E)= 0 V-(eoE)=-V-P=p é 
(cqE*) - («oE 1( ) = 0 ñ (eoE 2 - € 0 E t ) = ñ Pi = a b 


(20-41) 


Recuérdese también que P y M representan respectivamente los momentos dipolares por 
unidad de volumen. Al comparar los dos conjuntos de ecuaciones se observa que, por ana¬ 
logía pueden definirse análogas magnéticas de las densidades de carga mediante 


. = —V-M 


<7 =ñ-M 


(20-42) 


de manera que dos de las ecuaciones del conjunto (20-40) quedan 

V • H = p m ñ-(H 2 -H 1 ) = a m 


(20-43) 


y se ve que anora la forma de sus correspondientes de (20-41). Por tanto, es posible llamar 
a p m la densidad volumétrica de cargas (“polos”) magnéticas y a o m Indensidadsuperficial 
de cargas (“polos”) magnéticas y considerarlas como las fuentes del campo magnético H; 
ambas desempeñan la misma función que desempeñaron las cargas eléctricas en el cálculo 
de e 0 E. Como se vio en la sección 16-1, en realidad no existen cargas magnéticas, de mo- 
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do que las densidades definidas en (20-42) representan cargas ficticias; sin embargo, eso 
no quiere decir que no resulten de gran utilidad para estudiar este tipo restringido de pro¬ 
blemas. 

Esta analogía puede extenderse aún más. Recuérdese que el hecho de que vXE = 0 
resultó de la posibilidad de expresar E en función del potencial electrostático escalar en 
(5-3), es decir, E = - V0. De manera similar, el hecho de que vXH = 0 aquí, hace posible, 
con la ayuda de (1-48), introducir un potencial magnético escalar, <¡> m , de manera que 

H = — V(¡) m (20-44) 

Al sustituir esto en (20-43) y usar (1-45), se encuentra que 0,„ satisface la ecuación de 
Poisson 

V 2 <í> m =- Pm (20-45) 

mientras que, en regiones donde p m sea cero, satisface la ecuación de Laplace 

V 2 4> m =0 (20-46) 


en forma análoga con (11-1) y (11-3) se la primera de éstas se expresa como v 2 (Co <t >)— 
p=- p b , dado que únicamente se están considerando casos para los que py = 0. El teorema 
de unicidad de la sección 11-1 que se encontró para 0 será también para <f> m , ya que el 
único requisito fue que la función implicada satisficiera la ecuación de Laplace. 

Así, lo que se ha encontrado es que muchos de los problemas magnetostáticos pue¬ 
den resolverse exactamente como se hizo con los problemas electrostáticos y, por lo tanto, 
muchos de los métodos que se desarrollaron en el capítulo 11 pueden también ser aplicados 
aquí. Más aún, si ya se ha resuelto el problema análogo electrostático, se puede simplemente 
tomar el resultado y hacer los remplazos eoE-*H,eo 0 H> ’0m, P^M, y así sucesivamente. Por 
ejemplo, se puede escribir la integral para obtener <¡> m con una distribución de magnetiza¬ 
ción dada cambiando (5-7) y (5-8) de la siguiente manera: 


, , , I f PJ r ') dT ' , 1 f 

*" (r)= 4íl.—S -+ 4íl. 


1 


o m {r')da' 


-±f 

47 T Jv 


1 r V'-M dr' 
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+H. 


R 

(ñ' • M )da' 

R 


(20-47) 


Ejemplo 

Esfera uniformemente magnetizada. Considérese este ejemplo desde este nuevo punto 
de vista donde M = mí = const, p m — - A.M = 0 y existe densidad volumétrica de polos. 
Sin embargo, dado que la ñ de (20-42) es la ñ’ = f de la figura 20-8, se observa que habrá 
una densidad superficial de polos, en general no nula, dada por 

a,„ = Mz-r' = McosO' (20-48) 


la cual es de exactamente la misma forma que se encontró en (10-27) para la densidad su¬ 
perficial de carga ligada de la esfera uniformemente polarizada y que se ilustra en la figura 
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10-9. Es claro ahora que en este ejemplo las fuentes de H se pueden adjudicar a las discon¬ 
tinuidades normales de M en la superficie de la esfera y, al comparar las figuras 20-13 y 
10-11, se entiende por qué H¡ es de dirección opuesta a M en el interior. En el último ejem¬ 
plo de la sección 11-5 se encontró la solución completa (11-133) para la esfera uniforme¬ 
mente polarizada, resultando que el campo eléctrico en todos los puntos en el exterior de 
ella era un campo dipolar que correspondía al momento dipolar total de la esfera, mientras 
que era uniforme en todos los puntos de su interior y dado por (11-134) como E, — - 
(P/3eo). Se puede ahora decir exactamente lo mismo acerca de la esfera uniformemente 
magnetizada: en el exterior, el campo es dipolar y corresponde al momento de (20-23), y los 
vectores del campo magnético en todos los puntos del interior son constantes e iguales a 

B, = fpoM H, = - (20-49) 

en acuerdo con los resultados (20-25) y (20-39) que se encontraron para puntos sobre 
el eje. 

Tal como se vio en (11-135), muchos campos eléctricos internos o locales resultan 
ser proporcionales y de dirección contraria a la polarización. Es obvio que un resultado 
similar es válido para los problemas magnetostáticos de tipo similar y, de acuerdo con ello, 
es práctica común escribir 


H lüC =-iV m M (20-50) 

donde N m es una constante sin dimensiones denominada factor de desmagnetización. De 
(20-49) se desprende que N m = 3 para la esfera. En los ejercicios se podrá demostrar que 
N m = 1 para una placa infinita de caras paralelas y que N m = { para un cilindro, exacta¬ 
mente como en el caso electrostático. 

Esta estrategia para tratar los problemas magnetostáticos se utilizó muchísimo en 
otros años de modo que se utilizaron los polos en muchos de los cálculos realizados; esta 
es la razón por la cual H obtuvo tanta importancia en un principio y por la que se le asignó 
el nombre de campo magnético, que hubiera sido más lógico asignar a B. Sin embargo, es 
importante recordar que el uso de los polos funciona consistentemente sólo en ausencia 
de corrientes Übres y que, desde luego, no existe evidencia experimental de la existencia de 
polos magnéticos. Desde el punto de vista moderno, todos los efectos magnéticos son 
dehidos en última instancia a las comentes, y el uso de los polos en la forma en que se ilus¬ 
tró antes resulta a veces una herramienta ficticia útil, aplicable solamente en algunos casos, 
por lo general relacionados con cálculos que implican imanes permanentes. En principio, 
cualquier problema que pueda ser solucionado por medio del uso de polos puede ser re¬ 
suelto por medio de corrientes de magnetización, como ya se vio en algunos ejemplos; 
puede parecer más difícil, pero puede lograrse. (A pesar de lo dicho anteriormente acerca 
de la necesidad de la ausencia de corrientes libres, resulta posible extender el uso del po¬ 
tencial magnético escalar a casos que implican corrientes libres filamentales. Sin embargo, 
resulta que en estos casos <¡> m depende del ángulo sólido subtendido por la corriente en el 
punto de campo. Dado que los ángulos sólidos pueden ser funciones de valores múltiples, 
esto provoca graves problemas en la utilización de <¡) m , con lo que rápidamente pierde de 
la simplicidad que se implicaba arriba; por lo tanto no se continuará usando.) 

Considérese ahora otro ejemplo simple que conducirá de manera natural al siguiente 
tema principal. 

Ejemplo 

Comente constante recta infinitamente larga. Se toma la corriente libre / en coincidencia 
con el eje z y en la dirección positiva de z. Para empezar, supóngase que no existe materia 
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presente. Por lo argumentos de simetría ya familiares, H será de la forma H = //ip(p)<py 
resulta posible utilizar la forma integral de Ampere (20-32), integrando con respecto a un 
círculo de radio p sobre el plano xy. Así, f H-rfs= 2TtpH<fi=If enc =I, de manera que Htp = 
II2np y, por lo tanto, 


M -zh* y < 2 °- 51 > 

ya que M = 0. Ahora, como un ejemplo extremo se supone que todo el espacio se llena 
con un material obviamente magnético como el hierro. (Es necesario suponer la existencia 
de un material delgado, aislante, alrededor del cable porque el hierro es conductor.) ¿Qué 
ocurrirá en este caso? Si se mantiene la corriente libre / sin cambios y si el material es lo 
suficientemente homogéneo para que se mantenga la simetría axial, se puede aplicar (20-32) 
de exactamente la misma manera para obtener precisamente el mismo valor de H que en 
(20-51). Err otras palabras, en este caso H no se afecja por la presencia de materia. Sin em¬ 
bargo, es lógico esperar que^M ya no sea igual a cero y según (20-28) indica, el valor de B sí 
se afectará; de hecho, su alteración es considerable. .Resulta evidente también que no se 
podra avaluar 'B exactamente hasta no conocer cómo depende la magnetización de los 
campos, que es precisamente lo que se'estudia a continuación. 


20-5 Materiales magnéticos isotropicos homogéneos lineales. 

Si se recuerda la forma en que se llegó a la introducción de la magnetización en la sección 
20-1, se entiende que es necesario suponer la existencia de una relación funcional entre M 
y B, es decir, que se debe expresar M = M(B) y esperar que la forma exacta de esta relación 
dependa del material implieado y que se tenga que encontrar por experimentación. Aun¬ 
que esto pueda parecer perfectamente lógico, no es en realidad lo que comúnmente ocurre; 
en lugar de ello, se ertipieza escribiendo una relación entre M y H, es decir, M = M(H). 
Esencialmente, existen dos razones para esto. La primera es primordialmente histórica 
en cuanto a que se daba mayor importancia a H que a B, por lo que resultaba más lógico 
tomar esta actitud. Una razón mucho más-práctica se ilustra en el ejemplo anterior, en el 
que se vio que H no se alteraba en presencia de materia siempre que se mantuviera constante 
la corriente libre y que se contara con una geometría apropiada. Dado que esta es una si¬ 
tuación deseable para una prueba de laboratorio en la que se puede alterarla corriente libre 
a voluntad, resulta conveniente considerar a M como una función mensurable de H. 

Queda todavía el problema de que la forma funcional de M(H) debe ser encontrada 
para cada material, ya sea por experimento o por cálculos realizados por otras ramas de la 
física. Afortunadamente, como ocurrió en el caso de los dieléctricos que se estudiaron en 
la sección 10-6, es posible clasificar la mayoría de los materiales magnéticos en grupos, de 
manera tal que la teoría se simplifique y pueda ser de mayor utilidad. 

Si H= 0 y M(0) + 0 el material estará magnetizado aun en ausencia de un campo ex¬ 
terno. Se dice en este caso que tiene una magnetización permanente y recibe el nombre de 
imán permanente. Muchos materiales para los que M(0) = 0 acusan una dependencia de M 
con respecto a H que no es nada lineal y algunas veces ni siquiera univaluada. Muchos de 
esos materiales resultan ser de gran importancia práctica y, de hecho, muy a menudo los 
materiales que pertenecen a la primera clase también pertenecen a la segunda. En esta sec¬ 
ción no se estudian estos casos con mayor profundidad, sino que se deja eso para la sección 
20-7. 

En lugar de repetir todos los pasos de la clasificación que se describieron en la sección 
10-6, se procede aquí a considerar directamente el caso más simple posible, el del material 
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magnético isotrópico homogéneo lineal para el que la magnetización resulta ser proporcio¬ 
nal y paralela al campo magnético, de modo que se puede escribir 


M = Xm H (20-52) 

Donde X m recibe el nombre de susceptibilidad magnética y es una constante característica 
de cada material. Para todos los materiales de esta categoría, ¡X m | «Cl y, a diferencia del 
caso eléctrico, X m > 0 el material recibe el nombre de paramagnetismo, mientras que si 
X m < 0, se dice que es diamagnético. Como se ve detalladamente en el apéndice B, todos 
los materiales tienen una contribución dismagnética a su susceptibilidad, que resulta del 
movimiento orbital alterado de los electrones que lo forman, producido al aplicar un cam¬ 
po externo. Sin embargo, en los materiales paramagnéticos esta contribución es fuertemente 
superada por la susceptibilidad paramagnética por los momentos dipolares magnéticos 
permanentes. 

Al combinar (20-52) con (20-28) se obtiene 

B = Mo(l+xJH=K mJ u 0 H = M H (20-53) 

donde 

K m = 1 + Xm ~ permeabilidad relativa (20-54) 

p = K m p 0 = permeabilidad (absoluta) (20-55) 

Por tanto, para este caso tan común pero no universal, B y H son paralelos. La relación 
B=qH ó H=B/p es otro ejemplo de ecuación constitutiva y no es una ecuación fundamental 
del electromagnetismo, a diferencia de (20-28), que sí lo es. 

En este caso resulta sencillo relacionar M y B eliminando H entre (20-52) y (20-53), 
resultando 

M=-^B= Xm . B 
K mP o (l+xJPo 

de modo que M es también una función lineal de B. 

Dado que p es constante, se puede ver que A-B = 0 = A-(pH) = pA\H, de manera que 

V -H = 0 (20-57) 

y, por lo tanto, por (20-52) 

V -M = 0 (20-58) 

que, desde luego, es consistente con (20-34) y, de acuerdo con (20-42), demuestra que no 
puede existir una densidad volumétrica de cargas magnéticas dentro de un material mag¬ 
nético i.h.l. 

Las densidades de corriente libre y de magnetización se encuentran también relacio¬ 
nadas de una manera sencilla en un material de este tipo. Si se obtiene el rotacional de 
(20-52) y se utilizan (20-10), (20-29) y (20-54), se encuentra que 


(20-56) 


( K m 1 )^/ 


( 20 - 59 ) 
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y la densidad total de corriente dada por (20-26) resulta 

J = Ü+xJJ/ = K m J/ (20-60) 


Dado que X m puede ser de cualquier signo, se observa que la corriente de magnetización 
puede estar opuesta a la corriente libre; sin embargo, la corriente total estará en la misma 
dirección que la corriente libre, ya que K m es positiva. Se puede observar también que 
cuando J/O, tanto J m como J son también iguales a cero, de modo que en cualquier punto 
de un material magnético i.h.l. en el que no exista corriente libre tampoco existirá corrien¬ 
te de magnetización. Si J/=0, entonces vXH=0, lo que, junto con (20-57) demuestra que 
no existen fuentes de H dentro del material en ausencia de corrientes libres. 

En los casos en que (20-53) es aplicable, las condiciones de frontera en una superficie 
de discontinuidad de las propiedades magnéticas pueden ser expresadas en función de un 
solo vector, ya sea B o H, a elección. Usando (16-4) y (20-30) se pueden escribir como 


ñ-(B 2 -B 1 ) = 0 ñx(^-^)=K, (20-61) 


o, lo que es equivalente, 


ñ-(/r 2 H 2 -/x 1 H 1 ) = 0 (20-62) 


De estas relaciones se desprende que, aun cuando K, = 0, las líneas de B (y de H) tendrán, 
por lo general, direcciones distintas a ambos lados de la superficie limitante, es decir, que 
sufrirán una refracción en la superficie de frontera. 


Ejemplo 

Solenoide ideal infinitamente largo. Como ya es costumbre, supóngase que el solenoide 
posee n vueltas por unidad de longitud, una sección de área S y una corriente (libre) I en 
sus vueltas. Supóngase, además, que su interior se llena con un material magnético i.h.l. de 
permeabilidad relativa K m . En este caso, resulta apropiado utilizar la forma integral de la 
ley de Ampere para H dada en (20-32). Se puede proceder exactamente de la misma ma¬ 
nera que en el ejemplo de la sección 15-2, con lo que se volverá a obtener (20-37), es decir, 
que el campo magnético es uniforme en toda la sección y está dado por 


H = nlz (20-63) 

mientras que es igual a cero en el exterior. Así, H no es afectado por la presencia de la ma¬ 
teria. La inducción B está dada por (20-54) y resulta 

B = K m poH = K m /io«/z (20-64) 


y si se le compara con (15-26) se podrá observar que ha sufrido un aumento por un factor 
K m . Por lo tanto, el flujo por vuelta dado por BS ha sido aumentado por el mismo factor, 
siendo igual a K m ¡x 0 nSl. Si se considera ahora una longitud l con su ni vueltas, el flujo 
total será de K m n 0 n 2 SU, de modo que la autoinductancia L = I, según (17-55) será 


L = K m p 0 n 2 lS=K m L 0 


( 20 - 65 ) 
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donde se ha utilizado (17-61) para identificar a la autoinductancia, L 0 , que se tiene cuando 
existe vacío en el interior. De esta manera se puede observar que la presencia de materia 
ha dado como resultado un aumento de la autoinductancia y que la relación LIL Q -K m es 
justamente igual a la permeabilidad relativa del material. 


Ejemplo 

Autoinductancia en general. La simplicidad del resultado final L —K m ¿ 0 obtenido arriba 
y su independencia con respecto a los detalles del sistema en particular que se consideró 
hacen suponer que podría tratarse de una relación general verdadera para cualquier auto¬ 
inductancia. Este viene a ser el caso en realidad. Supóngase que existe una distribución 
dada de corrientes libres descrita por Jf y que hay vacío en todo lo demás. En este caso 
las ecuaciones fuente para H 0 serán \7 X H 0 — Jf y V.H 0 = 0, según se desprende de (20-29) 
y (20-57), pudiéndose enseguida resolver H 0 . La inducción correspondiente resulta ser 
B 0 - p 0 H 0 y el flujo a través del circuito es <í> 0 =/B 0 -<7a = M 0 i H 0 -Ja. Supóngase ahora 
que todo el espacio ocupado por los campos se rellena con un material magnético i.h.l. de 
permeabilidad relativa K m ; este requisito es indispensable para que no existan superficies 
de discontinuidad en las que la componente normal de M fuese diferente de cero, con lo 
que se introducirían fuentes de H diferentes de las corrientes libres. Si se mantiene Jfsin 
cambios, las ecuaciones a resolver son exactamente las mismas que antes, por lo que H no 
se habrá afectado, es decir, H — H 0 . Pero de (20-53) se puede ver que, en estas circunstan¬ 
cias, B aumentará por el factor K m , de modo que B=Ar m p 0 H=A: m /LíoH 0 =í: m Bo. Así, 
al integrar sobre la misma superficie el nuevo flujo será <í> - K m $ 0 y la inductancia 
resultará L = <i>// - K m %//; por lo tanto, 

L = K m L 0 ( 20 - 66 ) 

se obtiene de nuevo, pero esta vez como un resultado completamente general. 


Ejemplo 


Cable coaxial. En la figura 20-14 se supone que el conductor cilindrico infinitamente largo 
de radio a (región 1) es no-magnético y que conduce una corriente total / distribuida uni¬ 
formemente a través de su sección. El conductor coaxial exterior de radio b se toma por 
simplicidad, de grosor infinitesimal y conduciendo una corriente - I distribuida uniforme¬ 
mente en su superficie. La región 2 entre los conductores se llena con un material magné¬ 
tico i.h.l. no conductor de permeabilidad ju = K m fi 0 . La región 3 incluye todo el espacio 
(vacío) en el exterior del sistema. Se desea calcular todos los vectores de campo para este 
caso. 

Dada la simetría cilindrica, H será, como siempre, de la forma H =H^(p)y, por lo que 
se puede usar la forma integral de la ley de Ampere (20-32) para calcularlo. Pero este sis¬ 
tema es justamente igual al que se muestra en la figura 18-1, con c = b y la región 3 de este 
caso correspondiendo con la región 4 de la figura anterior. Ya se trabajó este ejemplo para 
el caso al vacío, por lo que es posible simplemente trasladar aquí los resultados obtenidos 
y dividir entre ¡u 0 para obtener H, si se prefiere, se pueden repetir los mismos cálculos 
efectuados en aquel caso. Por lo tanto, de (18-25), (18-28) y siguiendo a (18-33) se obtiene 
que 




¡P 

Iva 2 




^3 = 0 


(20-67) 
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Figura 20-14 Cable coaxial que conduce corrientes iguales y opuestas. 

La figura 20-15 muestra estos resultados en función de p. Unicamente para comprobación, 
a continuación se verifica si quedan satisfechas las condiciones de frontera requeridas. 
Dado que H únicamente posee componentes tangenciales en cualquiera de las superficies, 
la ecuación importante aquí es (20-31). De la figura se desprende que Hip es continuo en 
p = a como era lógico, ya que no existe densidad superficial de corriente libre ahí. Se 
puede observar también que H*p es discontinuo en p = b porque K f no es igual a cero ahí. 
De las figuras 20-14 y 12-5 se desprende que 

*/— <20 -“> 

Si se pasa de la región 2 a la 3, ñ = p, con lo que (20-31) queda como H 3t (b) - H^tib) = “ 
H^pibfy - - (//27r)<p = K/Xñ = - ( I/2nb)iXp= - (I/2±)íp con lo que la condición de frontera 
en p = b se satisface y el origen de la discontinuidad de Hip resulta evidente. 



Figura 20-15 Campo magnético producido por un cable coaxial, como función de la dis¬ 
tancia al eje. 
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Figura 20-16 Inducción magnética producida por un cable coaxial, como función de la 
distancia al eje. 


Se puede ya calcular B a partir de (20-53) y (20-67) usando p, = p 3 = p 0 y ¡i 2 = p, con lo 
que se obtiene que 


5 ,< = 


tóp „ _ 1>1 a -o 

¡7a’ B «~° 


(20-69) 


La figura 20-16 muestra estos resultados en función de p, Se puede observar que Bi¿> tam¬ 
bién presenta una discontinuidad en p = b, pero es diferente del valor ix 0 I/2nb que tendría 
si existiera un vacío en la región 2. Además, Btp presenta una discontinuidad en p = a, 
mientras que Hp> no. Estas diferencias se deben necesariamente a la existencia de corrientes 
superficiales de magnetización, pero resulta imposible verificarlo cuantitativamente sin 
haber encontrado antes M. (En realidad, ya sabe que B<p satisface las condiciones de 
frontera puesto que H<p lo hizo, pero resulta muy ilustrativo derivar todos los detalles.) 

Se puede calcular M a partir de (20-67) y (20-52) y usando X m , = X m3 = Oy A m2 = 
X m , con lo que se obtiene 


Af T .,=0 2 = 




(20-70) 


La figura 20-17 muestra estos resultados en función de p. Se observa que M es discontinuo 
tanto en a como en ó y, por lo tanto, debe originar corrientes superficiales de magnetiza- 



Figura 20-17 Magnetización producida por un cable coaxial, como la función de la dis¬ 
tancia al eje. 
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ción K m netas, de acuerdo con (20-12). Sin embargo, antes de realizar los cálculos, es posi¬ 
ble verificar los resultados de otras maneras. A partir de (20-70) y (1-87) se encuentra que 
A-M 2 = p~ 1 (dM<p 2 /dip) = 0, de acuerdo con (20-58). Dado que no hay corrientes libres 
en la región np conductora 2, de (20-5 9) se sabe que i m2 = A XM 2 , dada por (20-10) debe 
ser igual a cero; se pueden utilizar (20-70) y (1-88) para comprobarlo, obteniéndose que 
• 4 , 20 = -dM v2 /dz = 0,J m2 ' P = 0, y ^=P _ 1 [3(p-W 1 ^)/ap] = p - 1 [3(x m //2ir)/ap]=0. 

Para calcular las corrientes superficiales, debe recordarse que la ñ en (20-10) es la 
forma exterior a la región que contiene la materia. Por lo tanto, en p = a, ñ- p con lo que 
se obtiene 


K m2 (a) = M v2 (a)q>X(-p)=^z (20-71) 

En p = b, ñ = p, con lo que se obtiene 

K m2 (b) = M v2 (b)q>xp= - (20-72) 

Por otro lado, para poder aplicar la condición de frontera al caso de B, que está dada por 
(15-19) y por la análoga de (20-26) como 

B2, ~B|, = poKxñ = /X()KjXñ + poK m Xñ (20-73) 

debe recordarse que en esta ecuación ñ es la normal unitaria trazada de la región 1 a la 2 , 
y así sucesivamente, Por lo tanto, si siempre se va de una región de número menor a una 
de número mayor, de la figura 20-14 se desprende que siempre se podrá utilizar ñ = p en 
(20-73). 

En p = a, Kf = 0, encontrándose que (20-73), (20-71), (20-54) y (20-55) dan B 2f - 
B lf = M 0 K m 2 (tf)XA = (PoXm I/2m)zXp = [p 0 (k m -l)//27ra]<p = [(p - p 0 )//2mz]p en exacta 
concordancia con (20-69) y la figura 20-16. Sin embargo, enp-b,YLf, no es igual a cero, sino 
que está dada por (20-68), de modo que al aplicar (20-73) aquí se vuelve B 3f - B 2Í = 
(p 0 I/2-nb) (- f - x m i) X p = - [p 0 (l + x m ) í/2-irb] <P = - (pl/lirbW, que también está 
en concordancia exacta con ios resultados dados en (20 -69) y se ilustra en la figura 20-16. 

En este punto se puede observar que a este ejemplo se le ha sacado todo lo posible, 
habiéndose visto que todas las cantidades relevantes eran calculables y que, en este caso 
específico, satisfacían los resultados generales obtenidos con anterioridad. 


20-6 Energía 

Recuérdese aquí el resultado (18-12) obtenido para la energía magnética de un sistema de 
corrientes libres: 


u m =\í J f - A dr (20-74) 

todo el espacio 

Para el caso eléctrico, tras un largo estudio que siguió a (10-78) se llegó a la conclusión 
de la definición útil de energía era aquella asociada con las cargas libres, ya que represen¬ 
taba el trabajo reversible que podía realizarse sobre el sistema (y obtenerse de él) manipu¬ 
lando las cargas sobre las que sí se podía tener algún control. De una manera muy similar, 
puede concluirse aquí que la energía de una distribución de corrientes libres, según está 
dada en (20-74), es la expresión apropiada para ser llamada la energía magnética del siste¬ 
ma, ya que representaba el trabajo reversible asociado con las corrientes que sí se pueden 
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controlar, y resulta posible utilizarla aun en presencia de materia. La derivación que cul¬ 
minó con (18-12) empezó en (18-1), que era una expresión del trabajo reversible por el 
agente externo y que era proporcional al cambio de flujo d% en el circuito. Cuando existe 
materia presente, las corrientes de magnetización contribuyen a este flujo debido a que 
producen cierta inducción, como quedó descrito, por ejemplo, en (20-15). Por lo tanto, en 
(20-74) A recibe contribuciones de todas las corrientes presentes. Sin embargo, es necesa¬ 
rio notar aquí que al pasar de (18-1) a (18-2) se supuso en (18-3) que el cambio en el 
flujo era directamente proporcional a los cambios en las corrientes; en otras palabras.se 
supuso una dependencia lineal entre ellos. Dado que los cambios en el flujo surgen de los 
cambios de B en los circuitos rígidos que se tomaron, y dado que los cambios de las co¬ 
rrientes libres de geometrías libres producen cambios proporcionales de H, se podrá 
observar que lo que se hará en adelante en esta sección queda restringido a materiales para 
los que exista una relación lineal entre B y H. En la siguiente sección se estudia un caso 
no lineal. 

Como antes, aquí también se desea expresar la energía en función de los campos. Si 
se sustituye (20-29) en (20-74) se obtiene 

U m = \f A-(VxH)¿t (20-75) 

^ *^todo el espacio 

Se puede expresar el integrando de otra manera al utilizar (1-118) y (16-7); 

A-(VxH) = H-(VxA)- V• (AXH) = H• B — V■ (AXH) (20-76) 

Comparando (20-76) con (18-16) y recordando la manera en que se pasó de (18-15) a 
(18-21), se observa que es posible proceder de una manera muy similar aquí, con lo que 
se obtiene 

U m = f {h-Bz7t (20-77) 

todo «1 espacio 

que puede interpretarse de la manera usual al introducá- la densidad de energía magnética 

W „, = |h-B (20-78) 

de modo que se puede expresar 

(/„. ( U „* (20-79) 

J todo el espacio 

[Compárese con (10-81) y (10-82).] Si se utiliza (20-53), esto también puede expresarse 
como 

(20-80) 

que, desde luego, se reduce a (18-22) para el vacío, donde ju = /r 0 - 

En la sección 18-2 se vio que una de las aplicaciones más útiles de esta expresión de 
energía era para el cálculo de la autoinductancia. Si los campos ya han sido encontrados 
por otros medios, se puede evaluar (20-79) y, al igualar con(18-9), se puede obtener! a 
partir de L = 2U m /l 2 . 
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Ejemplo 

Cable coaxial. Considérese el mismo sistema que se muestra en la figura 20-14, para el que 
ya se han encontrado H y B. Por simplicidad, únicamente se calculará la contribución a L 
de la región que contiene materia (región 2). La densidad de energía en esta región según 
se calcula de (20-78), (20-67) y (20-69) es 

U m2 = 2 H <p2 B V 2 = 2 ( 20-81 ) 

Dado que, según (1-83), <1t — pd pdipdz, la energía total contenida en una longitud / de 
esta región será 


^-/.T < 20 - 82 > 

de manera que su contribución a la autoinductancia es 

**-£'”(!) (20-83) 

Al comparar este resultado con el término central de (18-34) se puede observar que la re¬ 
lación entre éste y el valor en vacío esL 2 /¿ 20 = Pido — K m , en completa concordancia con 
(20-66) para este caso en que las corrientes libres se han mantenido constantes. 

Por lo general, la presencia de materia hará que cambien los valores de B y H en 
todo lugar, por lo que la energía magnética dada por (20-77) deberá cambiar también. Co¬ 
mo ya se vio para el caso eléctrico enseguida de (10-87), por lo general este cambio depen¬ 
derá del procedimiento seguido para introducir la materia en el campo, y un estudio 
detallado de ello puede ser verdaderamente complejo. Sin embargo, existe un caso especial 
en el que es posible identificar directamente el cambio de energía con la materia, y se con¬ 
sidera a continuación a manera de ilustración del punto. 

Se supone que al principio existe vacío en todo el espacio y que hay una distribución de 
corrientes libres que producen los campos H 0 y B 0 =/r 0 H 0 en todo el espacio. Supóngase 
ahora que se mantienen fijas las corrientes libres fuente tanto en valor como en localiza¬ 
ción, y que se introduce un material de volumen V en este campo existente B 0 . Si se to¬ 
man B y H como los nuevos valores de los campos provocados por la presencia de la mate¬ 
ria, el cambio en la energía del sistema, según (20-77) será 

U mm =1L-U m0 =jf (H B-II 0 B 0 )dr (20-84) 

^ * / todo el espacio 

y puede ser atribuido por completo a la presencia de la materia. Como se hizo ya en el 
ejercicio 10-38 para la fórmula eléctrica análoga (10-89), puede demostrarse que (20-84) 
es expresable como una integral sobre el volumen V de material únicamente. El cálculo en 
sí es muy largo, por lo que simplemente se da el resultado final, que es 

Umm-ifM-Bo* (20-85) 

Dado que esto únicamente implica el volumen del material, resulta lógico considerar que 
la energía se localiza en la materia y que representa la energía de la materia. Por lo tanto, 
es posible introducir una densidad de energía, u mm , asociada con la materia y dada por 



410 


Magnetismo en presencia de materia 


u mm = i M • B 0 = • Hq (20-86) 

Nótese la similitud de estos resultados con los del caso electrostático (10-90) y (10-91), a 
excepción de la diferencia en signo. Estas expresiones resultan apropiadas para situaciones 
en las que la magnetización es producida por el campo, según se implica en (20-52). 

Por otro lado, se debe recordar la diferencia entre estas energías y la energía (poten¬ 
cial) de interacción de un dipolo permanente con una inducción externa, dada por (19-40). 
Si se toma un pequeño volumen, dr , su momento dipolar estará dado por (20-1) y la ener¬ 
gía de interacción será 


du D ' = du m ext ' = — M • B ext dr (20-87) 

si se escribe la inducción externa como B ext en lugar de B 0 como en (19-40). La energía 
de interacción puede obtenerse al integrar (20-87) sobre el volumen V del material, resul¬ 
tando 


-/ M-B ext ¿r (20-88) 

J v 

Por ejemplo, si B ext no varía a través del material, se puede sacar de la integral y utilizar 
(20-2) para obtener U m ext '=- m.B exf en concordancia con (19-40). 

Cuando un material se encuentra magnetizado, por lo general existirán ciertas fuerzas 
sobre las corrientes de magnetización debidas a la inducción. Si el material no fuera rígido, 
podría llegar a deformarse bajo la influencia de estas fuerzas. A este efecto se le conoce 
como magnetostricción; por lo general viene a ser un efecto muy pequeño, por lo que no 
se le considerará más aquí, suponiéndose que los materiales usados son completamente 
rígidos. 

Como ya se vio en el sección 18-3, las consideraciones sobre la energía son a menudo 
muy útiles para el estudio de las fuerzas magnéticas. Dado que este tema general es muy 
complicado, la idea se ilustrará solamente con el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 

Barra permeable dentro de un solenoide largo. Supóngase que se tiene un solenoide largo 
de n vueltas por unidad de longitud, con una longitud total l, sección circular de área S y 
corriente I, tal como se muestra en la figura 20-18. Supóngase también que se mete dentro 
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Figura 20-18 Barra permeable dentro de un solenoide larqo. 
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del solenoide un trozo de longitud z de una barra cilindrica de la misma sección y de per¬ 
meabilidad /J. Supóngase que la corriente en el solenoide se mantiene constante en toda 
su longitud y que se desea obtener la fuerza ejercitada sobre la barra. Como ya se vio en 
relación con el ejemplo de los dos solenoides traslapados de la sección 18-3, es posible ob¬ 
tener una solución razonable correcta sólo si se desprecian los “efectos de borde” asocia¬ 
dos con las líneas de campo divergentes cerca de los extremos del solenoide y de la barra, 
como se indicó en la figura 18-3. Dado que \X m | 1, el campo magnético permanecerá 

prácticamente sin cambio por la presencia de la barra, y en una primera aproximación se 
puede decir que será H = n 12, de acuerdo con (20-63). La densidad de energía U m0 en el 
espacio no ocupado del solenoide, de longitud / - z y volumen (l - z)S se.tiu m0 =\p 0 n 2 1 2 , 
según (20-80). De manera similar, la densidad de energía u mM en el volumen zS ocupado 
por la barra será u mM = 4 ¡in 2 1 2 . Al sustituir estos valores constantes en (20-79) se en¬ 
cuentra que la energía total de esta configuración es 

U m {z) = {n 2 I 2 S[ ¡xz + /io(/—z)] (20-89) 


Dado que las corrientes son constantes, se utiliza (18-39) para calcular la fuerza: 


= U m )¡ = j( p — n 0 )n 2 I 2 Si 


= 5 X ^0 n 2 l 2 Sí 


(20-90) 


Este resultado tiene varios aspectos muy interesantes. 

Dado que todo lo demás en (20-90) es positivo, el signo de F m depende del signo de 
X m . Si el material es paramagnético, de modo que X m > 0, la barra es atraída hacia aden¬ 
tro del solenoide, mientras que si fuera diamagnético, con susceptibilidad negativa, sería 
repelida. [Esto contrasta con el resultado análogo de la electrostática (10-97), que demos¬ 
tró que una placa dieléctrica sería siempre atraída hacia el interior de las placas de un ca¬ 
pacitor; lo que esto expresa es simplemente el hecho de que todas las susceptibilidades 
eléctricas son positivas.] Es posible explicar el efecto de esta diferencia de signos de manera 
cualitativa. Si el material es paramagnético, M es paralela a H, según (20-52) y las corrientes 
superficiales asociadas, K m , estarán circulando en el mismo sentido de /, como se puede 
ver en la figura 20-7 b. Por lo tanto, se tienen dos conjuntos de corrientes paralelas, produ¬ 
ciéndose una atracción entre ellas, como se hizo notar después de (13-14), y de acuerdo 
con el signo obtenido de (20-90). Por otro lado, en el caso de un material diamagnético M 
tendrá una dirección opuesta a H, por lo que las corrientes superficiales correspondientes 
circularán en sentido contrario al de /, produciéndose una repulsión entre estas corrientes 
“opuestas”. 

Mientras que la fuerza F m es independiente tanto de / como de z, es proporcional a 
la superficie de la sección .5; por lo tanto, se puede introducir una fuerza por unidad de 
superficie, f m , como 


F„, 

5 


2 (P 


-ík) )n 2 l 2 


(20-91) 


Se puede lograr una forma más sencilla de interpretar si se le expresa en función de las 
densidades de energía de las dos regiones, obteniéndose 

L = (u mM ~u m0 )z (20-92) 

En otras palabras, la magnitud de la fuerza por unidad de superficie es justamente igual a 
la diferencia entre las densidades de energía de las dos regiones, y su dirección es tal que 
tiende a mover el material de modo que aumente la energía total del sistema. Esto viene a 
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ser constante con todos los demás resultados obtenidos previamente, relacionados con la 
tendencia general de los sistemas a “tratar” de aumentar su energía magnética. 

Más aún, (20-92) concuerda también con la idea que se expresó enseguida de (18-52) 
(ya que se encontró a partir de un ejemplo de tipo diferente) en el sentido de que las fuerzas 
por unidad de superficie pueden expresarse muy apropiadamente como presiones. En efec¬ 
to, en (18-52) se encontró que es posible expresar una fuerza por unidad de superficie en 
la superficie de una región dada, como el producto de la densidad de energía dentro de 
esa región y la normal anterior de la región. En este caso, se podría así expresar un término 
de presión en la interfase para la región al vacío como f m 0 = u m 0 ( - i), mientras que el 
correspondiente al material sería f m M - u m M(+í). Por lo tanto, la fuerza por unidad de 
superficie resultante en la superficie de separación entre los dos seria 
( u m M - u m0 )i , que no es sino (20-92) de nuevo. 


20-7 Materiales ferromagnéticos 


Hasta ahora sólo se han considerado en detalle materiales i.h.l, para los que es posible 
escribir B = pH, siendo p una constante característica del material. Aunque esta relación 
puede describir una gran cantidad de materiales, ocurre que unos cuantos materiales de 
gran importancia tecnológica acusan un comportamiento marcadamente diferente; en esta 
sección se estudian brevemente algunas de sus principales características. 

A estos materiales generalmente se les denomina materiales ferromagnéticos porque 
sus prototipos son los metales fierro, cobalto y níquel. Sin embargo, existen también mu¬ 
chas aleaciones y materiales no metálicos que caen en esta categoría. Aunque las propie¬ 
dades específicas varían de un material a otro y deben ser valuadas experimentalmente, 
las características generales de ellos son muy similares, por lo que aquí sólo se estudiará esta 
parte. Esencialmente no existe una relación simple entre B y H para estos casos. 

Otra característica encontrada con mucha frecuencia es que las propiedades magné¬ 
ticas dependen de la historia previa de la muestra específica de material de que se trate. 
Sin embargo, siempre es posible hacer que esa muestra en particular llegue a un estado de 
cierta regularidad de comportamiento. Por lo general, esto puede lograrse por la inversión 
consecutiva y repetida de campos aplicados con magnitudes decrecientes; se supone aquí 
que este procedimiento ha sido llevado a cabo. (La razón para esta prescripción particular 
resultará evidente más adelante.) 

Lo que generalmente se desea hacer es aplicar un campo H externo, producido por 
corrientes libres externas, y después medir B en función de H. Para lograrlo, resulta evidente 
que la muestra de material debe ser de una forma tal que permita la medición de B y H, 
o que permita que éstos puedan ser calculados de manera conveniente pero libre de ambi¬ 
güedades. En particular, es conveniente que se pueda conocer H únicamente a partir de las 
corrientes externas aplicadas. Si, por ejemplo, la muestra fuera un solenoide largo con nú¬ 
cleo de hierro, existirían discontinuidades en los extremos, por lo que habría que preocu¬ 
parse del efecto producido por la componentes normales de M, es decir, de la densidad de 
superficie de “polos.” Pero como ya se vio en (20-42), éstos dependen del valor de M, que 
está conectado con la relación entre B y H por medio de B=p 0 (H +M). Dado que esto 
complicaría enormemente el problema, sería de desearse entonces contar con una muestra 
sin extremos, lo que hace pensar de inmediato en un anillo o toroide. Si el toroide se ha 
apretado mucho al embobinarse sobre el material, puede suponerse, con buen grado de 
aproximación, que H queda confinada completamente al interior, como se vio en el último 
ejemplo de la sección 15-2, pudiéndose calcular a partir de la corriente Ubre / en las A 
vueltas del tiroide. A este artefacto se le denomina anillo de Rowiand. 
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H puede encontrarse por medio de la forma integral de la ley de Ampere dada en 
(20-32). En esencia, el cálculo viene a ser idéntico al que llevó a (15-28) y que se ilustró 
en la figura 1 5-12. Para una trayectoria de radio p, ds = pd<p¿p y (20-32) queda 

(j)H-ds = f H <f (p)pdq> = 2?rpH¿p) = I f , enc =N/ (20-93) 

de manera que 

< 2 °- 94 > 

Sea a el radio de la sección circular del anillo y b el radio central del tiroide, supóngase 
que b > a. En este caso, H<p(p) será aproximadamente constante e igual a 

(20-95) 

Así, tanto M como B serán también aproximadamente constantes en toda la sección de 
áreas S = n a 2 , por lo que el flujo a través de S será 




NI 

2tt¿ 


<1 > = SB 


(20-96) 


La medición puede hacerse de la siguiente manera: la cantidad externa sujeta a con¬ 
trol, I, se modifica por una cantidad muy pequeña y, según (20-95), el campo magnético 
variará en AH=N AJ/lnb, pudiendo calculársele a partir de las propiedades conocidas del 
toroide. Existirán cambios correspondientes en la inducción, A/?, y en el flujo, Ad>= SAB. 
La última cantidad puede medirse enrollando otra bobina sobre el toroide y midiendo la 
carga total, AQ C , que pasa a través de ella como resultado de la corriente inducida. Si R c 
es la resistencia de este circuito, de (12-2) y (17-3) se obtiene la magnitud de AQ C como 


J Linadecuada ^ J 


_ 1 f d® , A$ 
R c R c J dt R c 


que concuerda con el resultado del ejercicio 17-6 y conduce a AB=R C AQ C /S, haciendo 
así posible calcular A B. De esta manera, se puede ya obtener la curva que se describe la in¬ 
ducción B en función de H como resultado de una serie de pequeñas variaciones. 

Cuando se lleva a cabo el procedimiento de esta índole con un H monotónicamente 
creciente, el resultado viene a ser una curva de B contra H de apariencia parecida a la que 
se muestra en la figura 20-19. A una curva como ésta se le denomina curva de magnetiza¬ 
ción; el nombre se suele dar también a una curva de M contra H, que contiene sustancial¬ 
mente las misma información. Se puede observar que la relación mostrada no tiene nada 
de lineal. De hecho, a medida que H -*■°° , M alcanzará un valor constante M s denominado 
magnetización de saturación, ya que los dipolos se habrán alineado completamente. Para 
ese caso se tiene la relación B — p a {H + M) -> p 0 H + p 0 M s = p 0 H + const. y la curva B-H 
se vuelve lineal con una pendiente constante p 0 . Para muchos materiales los valores de// 
que se requieren para llegar a este punto son imprácticamente grandes. 

Aunque cuando (20-53) se definió p =B¡H se estaban considerando únicamente sis¬ 
temas lineales, se ouede estirar la aplicabilidad de la definición a este caso si se continúa 
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utilizando esta misma ecuación. Cuando se evalúa p a partir de una curva como la de la fi¬ 
gura 20-19, el resultado viene a ser como el mostrado en la figura 20-20. El máximo suele 
ser de magnitud igual a varios miles, aunque puede variar fuertemente de un material a otro; 
la relación p/p 0 se aproxima también al valor límite de la unidad a medida que H se vuelve 
muy grande. Por lo tanto, si se define p de esta manera, resulta estar muy lejos de ser cons¬ 
tante pero aún así es muy útil y conveniente para describir un material dado. (Puede notarse 
aquí que muchos de los materiales ferromagnéticos son cristalinos, y se encuentra que las 
curvas de magnetización son, por lo general, diferentes según las diversas direcciones en 
que se aplique H.) 

Supóngase ahora que, en lugar de hacer que H aumente indefinidamente como se 
hizo en el caso de la figura 20-19, se llega únicamente hasta el valor máximo H l (y su co¬ 
rrespondiente B j) que se muestra en la figura 20-21, y después se hace disminuir. Lo que 
normalmente se encuentra es que, como se indica por la dirección de la flechas, la curva 
no recorre el mismo camino en reversa, y que B no decrece tan rápidamente como aumentó 
a la ida. A este comportamiento general se le denomina histéresis (del griego “llegar tarde” 
o “quedar corto”). Por lo tanto, puede observarse que la relación entre B y H no solamente 
no es lineal, sino que tampoco es univaluada. Si se sigue disminuyendo H hasta qu eH - 0, 
se encuentra que B & 0, como se indica. A este valor/?,, que queda se le llama inducción 
remanente, remanencia o retentividad. De hecho, para poder reducir/? a cero se hace ne¬ 
cesario aplicar el campo H en dirección contraria, de modo que B — 0 cuando H=- H c . 
A este valor H c se le suele llamar fuerza coercitiva o coercitividad. Si se continúa este pro¬ 
cedimiento decreciente de H hasta el punto - H ¡y después se cambia la dirección del 
campo para hacerlo aumentar de nuevo hasta +H i , la curva B contra H resulta ser una 
curva cerrada conocida como la curva o ciclo de histéresis. 



Figura 20-20 Permeabilidad relativa contra H 
para un material ferromagnético. 
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Si se hubiera seguido hasta el valor // 2 > H x antes de comenzar a disminuirlo, se 
hubiera obtenido una curva de histéresis diferente, como se muestra en la figura 20-22, 
con inducción remanente y fuerza coercitiva diferente; algo similar ocurriría para un valor 
máximo // 3 . En otras palabras, todo el espacio B-H puede llenarse con curvas de histéresis 
y un valor numérico dado de p no tendrá sentido a menos que se especifiquen más las 
condiciones correspondientes. Puede observarse que las puntas de estas curvas de histéresis 
trazan la curva de magnetización monotónica de la figura 20-19; se puede ver también 
por qué era necesario prescribir campos alternos de magnitud gradualmente decreciente 
para hacer que la muestra llegara a un estado inicial para el cual B = 0 cuando H = 0. Por 
último, se puede también observar que si estando a un valor dado como H 4 se realiza un 
pequeño ciclo en H iniciándolo ahí, se podrá trazar una pequeña curva de histéresis como 
la que se ilustra en la figura. 

En sistemas en los que existe histéresis hay también una conversión irresistible de 
energía en calor cuando el sistema es llevado a lo largo de un ciclo completo. En este caso, 
debe corresponder a una conversión de energía magnética en calor; este calor es adicional 
al calor producido por la existencia de una conductividad, según se describió ea( 12-35). 
Como se hizo notar al principio de la sección anterior, todos los resultados obtenidos hasta 
aquí en relación con la energía están basados en la suposición de que se trataba de sistemas 
lineales; dado que es obvio que ése no es el caso aquí, es necesario volver a comenzar para 
poder demostrar este efecto. La ecuación (18-1) que da el trabajo requerido de una fuente 
externa para producir un pequeño cambio en el flujo sigue siendo correcta, ya que se basó 
únicamente en una aplicación general de la ley de Faraday. Si se expresan los cambios en 
la energía magnética y en el flujo como 8U m y 54>, por conveniencia, de (18-2) y (16-23) 
se obtiene que 

SU m = 2 ijS = 2 'j4 SAydSj (20-97) 

j j Jc i 

siendo 5 k¡ el cambio correspondiente del potencial vectorial en la parte / del sistema. Se 
puede ahora volver a expresar la suma en función de la densidad de corriente siguiendo 
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Figura 20-22 Diversas curvas de histéresis posibles. PM indica el estado general de un 
imán permanente. 

exactamente el mismo procedimiento que se utilizó para ir de (18-10) a (18-11), obte¬ 
niéndose 


8U m = J j/SAdr = fjV XH)-<5A¿/r (20-98) 

por medio de (20-29). Pero A X A = B, según (16-7), de modo que AX(A + 5A)=B + 
5 B y, por lo tanto, según (1-119), VX5A =SB. Si se transforma ahora el integrando de 
(20-98) por medio de (20-76) y de este último resultado, y se procede después de la misma 
manera en que se hizo para ir de (20-75) a (20-77), se obtiene 


8U = 



(20-99) 


como un resultado completamente general para el incremento de la energía en función de 
los vectores de campo. Puede observarse que para un sistema lineal, en el que B = pH, 
siendo p constante, se tiene 5 B = p5H, de modo que el integrando viene a ser H *6B = pH* 
6 H=5(2pH :2 )=5(yH*B). listo es equivalente a (20-80) y resultará (20-77) cuando se suman 
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todos los incrementos 8U m para obtener la energía total. Sin embargo, en el caso más 
general no puede realizarse esta suma hasta conocer la relación entre B y H. Si no resulta 
posible escribir esta relación en una forma matemática relativamente simple, pero se logra 
obtener gráficamente por medio de una curva de magnetización, quizá únicamente se pue¬ 
dan sumar estos 5 U m por medio de métodos numéricos. 

Si 6 w m es la energía requerida de una fuente externa por unidad de volumen de 
material, se puede expresar el integrando de (20-99) como 8w m dT, con lo que se tiene que 

Sw m = H-5B (20-100) 

Esto viene a ser igual al área sombreada de la figura 20-23, ya que únicamente se están 
manejando materiales isotrópicos, en los que B y H son paralelos. Si ahora se imagina un 
ciclo completo del sistema a lo largo de la curva de histéresis, el trabajo realizado por uni¬ 
dad de volumen será la suma de términos como (20-100): 

w m = é H-8B = (£ H8B (20-101) 

J ciclo ‘'ciclo 

Esto es numéricamente igual al área encerrada por la curva de histéresis, de manera que 
w m es positiva y diferente de cero. Dado que los estados inicial y final del sistema son los 
mismos, la energía magnética, que es función únicamente del estado, no habrá cambiado 
y, por lo tanto, el trabajo por unidad de volumen dado en (20-101) debe representar una 
conversión irreversible de trabajo en calor. Este resultado puede también escribirse de 
una forma tal que únicamente incluya el material. Dado que según (20-28) B siempre es 
igual a m 0 (H + M), se tiene que 

8w m = H -5B = ju. 0 5(|H 2 ) + /XqH -5 M (20-102) 


H 
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Cuando se sustituye esto en (20-101), el primer término dará cero, como ya se vio, por 
ejemplo, después de (13-4), de modo que por último 

= Mo H-5M (20-103) 

^ ciclo 

El último término de (20-102), ju 0 H"6M, representa el trabajo proporcionado a una unidad 
de volumen del material y es el punto de partida para la descripción de los sistemas mag¬ 
néticos en la termodinámica. 


20-8 Circuitos magnéticos 

Si se expresan algunos resultados obtenidos en la última sección de una manera algo dis¬ 
tinta, se obtendrá algo que es realmente útil y sugestivo. Se seguirá escribiendo B=¡jII 
con el valor de fx que sea apropiado; así, de (20-93), (20-95) y (20-96) se obtenie 


» txSNI NI NI 1 r . ... 

$ "" ~2ñb ~ (¡J^s) ~ "a “ U % H ' ds (20-104) 


siendo l — 2nb la longitud de la trayectoria C sobre el toroide, y 

l 


<31 = 


¡xS 


(20-105) 


Recuérdese aquí el resultado del ejercicio 12-14 en el que, por medio de consideraciones 
energéticas, se pudo demostrar que un circuito completo de resistencia total R que con¬ 
tiene una fem £, el valor estacionario de la corriente es 




R 



(20-106) 


donde R = l/o4 según (12-28), siendo A el área de la sección del conductor de conducti¬ 
vidad a. Al comparar estas expresiones se puede observar una semejanza y, por analogía, 
estos sistemas reciben el nombre de circuitos magnéticos. También por analogía se cuenta 
con una terminología correspondiente; se define una fuerza magneto motriz o fmm, como 

6 3lL = (jf) H • ds = NI (20-107) 


y a 61 se le denomina reluctancia. Así, (20-104) puede expresarse como 


<b = 


9H 


(20-108) 


de modo que se asemeja a (20-106) Puede observarse también en (20-105) que la permea¬ 
bilidad u desempeña la misma función al determinar la reluctancia que la que desempeñaba 
a la conductividad a para la resistencia. 
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Figura 20-24 Imán toroidal con una abertura de longitud l 0 . 

La correspondencia entre estos dos casos no es exacta. En el circuito eléctrico, las 
cargas en movimiento que forman la corriente no salen del conductor, mientras que en un 
circuito magnético general es muy posible que las líneas de B puedan encontrarse en el 
espacio exterior al material. Esta “pérdida” de flujo puede originar grandes errores cuanti¬ 
tativos en la aplicación de (20-108). Aun así, resulta útil este método de estudio de los 
circuitos magnéticos, específicamente como una ayuda para entender las características 
generales de la situación. 

El principal uso que se le puede dar a estas ideas es en el diseño y construcción de 
imanes. Estos pueden ser principalmente de dos clases generales: electroimanes, en los que 
el campo magnético es producido por medio de una corriente en la bobina, e imanes per¬ 
manentes, en los que se utilizan materiales ferromagnéticos que pueden tener presente 
una inducción aun en ausencia de corrientes libres. Se estudian aquí cada uno de ellos, 
aunque por simplicidad sólo se consideran aquéllos de forma toroidal. 

Dado que por lo general estos imanes se fabrican para producir un campo magnético 
con fines experimentales, se requiere de un espacio para poder colocar la muestra que se 
ha de estudiar. Lo más natural es cortar un pedazo del material del imán, formando una 
abertura de longitud l 0 como la que se muestra en la figura 20-24. Se supone que la longi¬ 
tud de la abertura es pequeña; esto es necesario para poder despreciar las propiedades de 
borde de B que se estudiaron en el ejercicio 15-11 y que se ilustraron para el campo eléc¬ 
trico en la figura 6-10. Se puede así suponer que todas las líneas de B presentes en el ma¬ 
terial también se encuentran en la abertura, de modo que, según (20-96), se puede suponer 
que es constante, por lo que no hace falta preocuparse de un posible cambio en la sección 
efectiva S. 

Ejemplo 

Electroimán. Si H¡ es el campo magnético en el material de longitud / - Z 0 , donde / = 2nb 
como antes, y H 0 es el valor en la abertura de longitud l 0 , se encuentra que la fmm de 
(20-107) resulta 


(f)H ds = //,(/-/ 0 ) + H 0 l 0 = NI 


(20-109) 



420 


Magnetismo en presencia de materia 


Supóngase que las superficies que forman la abertura están cortadas de manera tal que son 
perpendiculares a B. Dado que las componentes normales de B son continuas, se tiene que 
B¡ —£ 0 = <¡>l S; más aún, H¡ =Bifox, mientras que H 0 = B 0 /p 0 . Por lo tanto, (20-109) puede 
expresarse en función de <l>y de NI como 


$ 


(7 4) 4 

¡iS n 0 S 


= NI 


( 20 - 110 ) 


que otra vez tiene la forma (20-104), siendo la reluctancia total de circuito ahora 

+ A =% + % (20-111) 

En otras palabras, estas reluctancias se pueden sumar, justo como se suman las resistencias 
en serie. Se puede ver también que es posible generalizar la idea de reluctancia a un circuito 
da propiedades variantes, de manera que se tendría 



(20-112) 


Si la abertura es pequeña (/ 0 <1), entonces (20-111) puede aproximarse a 


9L=SÍ 


-L + A 

flS IMyS 


(20-113) 


Más aún, si el material es algo como el fierro, cuya ;U~5000jU 0 , muy a menudo resulta po¬ 
sible despreciar el primer término y volver a aproximar (ti para obtener 

A (20-114) 

Bo s 


de modo que la aproximación correspondiente para (20-110) sería 


<¡>~NI 


S¡x 0 

4 


(20-115) 


Esta última aproximación no siempre es válida, ya que depende tanto del valor de p como 
de los valores relativos de i y / 0 ; se hace realmente necesario verificar su validez antes de 
utilizarla en un caso específico. Sin embargo, en cualquiera de los casos (20-114) viene a 
demostrar que la mayor parte de la reluctancia se debe al vacío (o aire) en la abertura, es 
decir, que el fierro es más “permeable”. También, dado que B¡ = B 0 , Hj/Hq — Boíl •*> de 
manera que H¡ <II Ü , es claro que(20-109)se vuelve^TR. = NI ^H 0 l 0 , lo que demuestra que, 
esencialmente, toda la fuerza magnetomotriz que produce el flujo se aplica “a través” de 
la abertura, aun cuando ésta sea físicamente muy pequeña. 


Ejemplo 


Imán permanente. En este caso 1 = 0. La expresión (20-109) sigue siendo válida, por lo 
que se encuentra que 
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(20 - 116) 

Lo que demuestra que los campos magnéticos en las dos regiones están en direcciones 
opuestas. En la abertura, M = 0 y H 0 — B 0 /pi 0 , de manera que ahí H y B se encuentran en 
la misma dirección, pero como B¡ = B 0 , Hí y B¡ se encuentran en direcciones opuestas den¬ 
tro del imán. Así, se puede representar a un imán permanente como un punto en el segun¬ 
do cuadrante de una curva B-H, tal como el punto marcado como PM en la figura 20-22. 
Además, B¡ —B 0 =n 0 H 0 = ¡i 0 (Hi + Aíj-), con lo que se tiene que 

"'-ÍsÍÁPíH , + 7) 


que está en la misma dirección que B ¡, como era de esperarse. El cambio en el signo de 
H, que ocurre en la superficie que separa al material del vacío, resulta de la dicontinui¬ 
dad de M en esa superficie, es decir, surge de la densidad superficial de “polos” descrita en 
(20-42) y (20-43). Dado que y H ( se encuentran en direcciones opuestas dentro del 
material, a H, a veces se le llama campo “desmagnetizador”. 


Ejercicios 

20-1 Como se verá en el apéndice B , los momentos dipolares magnéticos permanentes 
de las moléculas son de una magnitud típica parecida a la del magnetón de Bohr, ¡i e =eh 
I4nm e = 9.27 X 10^ 4 ampere-(metro) 2 , siendo h la constante de Planck y m e la masa del 
electrón. Supóngase que cada una de las moléculas de una gas ideal tuviera un momento 
permanente ¡jt e . Encontrar la magnetización máxima posible para este gas a 100°C y a una 
atmósfera de presión. 

20-2 Una gran hoja de material, de grueso d, tiene sus caras paralelas entre sí y perpendi¬ 
culares al eje z. Se le magnetiza de tal manera que M —Mil +Otz)z, siendo M y «constantes 
positivas. Dibujar las líneas de M. Encontrar J m y K m . Repetir esto mismo para el caso en 
que M esté dada por M( 1 +ax)i. 

20-3 Un cubo de lado a se encuentra situado y orientado como se indica en la figura 
1-41. El material en el interior del cubo posee una magnetización dada por M = - ( M/a)yx 
+ (M/a)xy, siendo M — const. Encontrar las densidades de corriente J m y K m y dibujar 
sus direcciones. 

20-4 Un cilindro de longitud l y sección circular de radio a tiene su eje a lo largo del eje 
z. Se le magnetiza de manera tal que M —Mx, siendo M = const. Encontrar J m y K m y di¬ 
bujar sus direcciones. 

20-5 Una esfera de radio a tiene su centro en el origen. Su magnetización no es uniforme 
y está dada por M=( ce 2 +j3)z, siendo ce y /3 constantes. ¿Cuáles son las unidades de Oíy j3? 
Encontrar las densidades de comente de magnetización J m y K m expresándolas en coor¬ 
denadas esféricas. 

20-6 Verificar que las magnitudes y direcciones dadas para B z en (20-22) y (20-25) sean 
también válidas para valores negativos de z y que, por lo tanto, estén de acuerdo con la 
figura 20-11. 

20-7 Un cilindro de longitud / y sección circular de radio a tiene su eje a lo largo de eje z 
y el origen en su centro. Posee una magnetización uniforme M — Mi. Encontrar B y H 
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para todos los puntos sobre el eje z. Utilizar después estos resultados y comentar el caso 
límite de un disco muy delgado, es decir donde l <a. Encontrar B en el exterior en un 
punto z ^ Encontrar B y H en el interior del disco. 

20-8 Un cilindro infinitamente largo de radio a tiene su eje a lo largo del eje z. Su mag¬ 
netización está dada en coordenadas cilindricas por M — M 0 (p/a) 2 <P siendo M 0 = const. 
Encontrar J m y K m . Verificar que la carga total transferida es igual a cero. Encontrar los 
valores de B y de H en todo el espacio, tanto en el interior como en el exterior del cilindro. 

20-9 Una esfera de radio a tiene su centro en el origen. Es magnetizada de tal forma que, 
en coordenadas esféricas, M = M(r) r y M ( 0 ) es finita. Encontrar J m y K m . Si no existen 
corrientes libres en ningún lugar, encontrar B en el interior de la esfera. Encontrar H en el 
interior de la esfera. Encontrar H en la superficie de la esfera y justamente fuera de ella. 

20-10 Para poder utilizar (20-33), es necesario poder medir B. Si se desea lograrlo por me¬ 
dio de una carga puntual en movimiento y (14-30), no es suficiente contar con un medición 
de la fuerza para poder determinar B. Demostrar que, si se realizan dos condiciones utili¬ 
zando velocidades mutuamente perpendiculares, Vj y v 2 , y se encuentra que las fuerzas 
son Fj y F 2 , respectivamente, entonces se puede calcular B a partir de 

B = - 1 { v 2 2 F i X v, + o, 2 F 2 X v 2 + [v,- (F 2 X v 2 )]v, 

2qviv 2 


+ [v 2 -(F,Xv,)]v 2 } 


20-11 Dado que no existen los polos magnéticos, sería de esperarse que la intensidad polar 
total (carga magnética neta) de un trozo finito de material magnetizado fuese igual a cero. 
Demostrar que así es. 

20-12 Demostrar que el momento dipolar total de un sistema, dado por (20-2) puede ex¬ 
presarse en función de los polos como 



y comparar con (8-22), por ejemplo. [Clave: recordar (19-8) y (19-11).] 

20-13 Una hoja muy grande de material, de grueso d tiene caras paralelas entre sí perpen¬ 
diculares al eje z. Se encuentra uniformemente magnetizada con M —Mí. Encontrar la dis¬ 
tribución de polos correspondiente, y utilizar este resultado para encontrar H en todo el 
espacio. ¿Cuál es el factor desmagnetizador en este caso? ¿Es compatible este resultado 
con los que corresponden a la última oración del ejercicio 20-7? 

20-14 Encontrar la distribución de polos para el cilindro del ejercicio 20^4. Encontrar 4 W¡ 
en todo el espacio. Demostrar que el factor desmagnetizador es \ en este caso. 

20-15 Un cascarón de radios a y b se encuentra uniformemente magnetizado, de modo 
que M - Mi para a < r < h. Si el origen está en el centro de la esfera, encontrar <pm en to¬ 
dos los puntos sobre el eje z positivo. Encontrar H z para los valores positivos de z y dibujar 
su comportamiento como una función de z. Verificar que H z satisfácelas condiciones de 
frontera apropiadas. 

20-16 Considérese un cilindro de longitud l y sección circular de radio a, con una magneti¬ 
zación permanente M. También se encuentra presente una inducción externa uniforme, B. 
Suponer que M no se afecta por la presencia de B y encontrar el momento total sobre el 
cilindro. Utilizar el resultado del ejercicio 20-12 para expresar el momento en función de 
la distribución de polos, y demostrar que se puede interpretar el resultado diciendo que 



Circuitos magnéticos 


423 


existe una fuerza sobre un “polo puntual” q m dada por q m B. Si existe vacío en todas las 
demás partes, demostrar que la B debida a otro polo puntual q m ' estará dada por B =¿i 0 
q m 'R/4T¡R 2 y deducir así la ley de Coulomb para los polos en la forma Fq m '-+q m =iioq m <hn , 
R/4 itR 2 . 

20-17 Cuando se buscan las susceptibilidades en algunas tablas, por lo general no se encuen¬ 
tran valores numéricos para Xm. En vez de eso, normalmente se encuentra la susceptibilidad 
de masa Xm, masa ola susceptibilidad molar Xm. molar. Estas se definen de modo tal que 
Km,masa H y X m.moiarH sean el momento magnético por unidad de masa y por mol, 
respectivamente. Encontrar cómo está relacionada X m con cada una de ellas; será necesario 
utilizar también los símbolos para la densidad de masa, d, para el peso molecular, A. 

20-18 Supóngase que se tiene una situación estática que incluye un material i.h .1. de con¬ 
ductividad a Demostrar que entonces cada una de las componentes de H satisfacen la 
ecuación de Laplace, por ejemplo, V 2 H x =0. 

20-19 Las líneas de B pueden “refractarse” en una superficie de discontinuidad. Supóngase 
que no hay corrientes superficiales libres sobre la frontera y que los ángulos que dan las 
direcciones de B se miden a partir de la normal, como en el caso análogo eléctrico que se 
muestra en la figura 10-14. a) Demostrar que la ley de la refracción es K m t cotí?' = K m 2 
cot f ? 2 ■ b) Si \X m | «§ 1 para ambos medios, entonces Ai j ^M 2 —M 0 y el ángulo de desviación 
5 = 62 ~ 6' será muy pequeño. Encontrar una expresión aproximada de 5. Evaluar este re¬ 
sultado para 9 j = 45°, estando la región 1 al vacío y la región 2 ocupada por un material 
paramagnético de X m 2 =2.2X 10 (es decir, aluminio), c) Si \X m \ no es muy pequeño, 
el resultado de a) debe utilizarse. Como ejemplos extremos, evaluar ó para 6 ] =45°, estando 
la región 1 al vacío y: (i) X m 2 = ~ 0.95, es decir, un material casi “idealmente diamagné¬ 
tico” (Nota: si X m = - 1 , entonces B = 0); (ii) X m2 — 500, es decir,un material modera¬ 
damente ferromagnético. 

20-20 Encontrar las expresiones análogas a (20-59) y (20-60) cuando el material es homo¬ 
géneo, y así demostrar que puede existir una densidad de corriente de magnetización aun 
en ausencia de una densidad de corriente libre. De manera similar, encontrar una expresión 
para la densidad volumétrica de polos magnéticos en esta situación. 

20-21 Una esfera de radio a y permeabilidad relativa km se coloca en un campo magnético 
previamente uniforme, H 0 —H 0 i. Encontrar H en todo el espacio. 

20-22 Un cascarón esférico de radios ay b posee una permeabilidad relativa Km para a < 
r < b. Existe vacío en todo el resto del espacio. Se le coloca en un campo magnético pre¬ 
viamente uniforme, H 0 —H 0 z. Demostrar que el “factor de blindaje”, es decir, la relación 
H¡/H 0 , donde H¡ es el campo magnético en la cavidad, está dado por 

9 Km [( Km + 2)(2« m + 1) ■— 2(K m - \)\a/bf ]~'. 

20-23 Una corriente recta muy larga, I, es paralela a la superficie plana de un material i.h.l. 
semi infinito y se encuentra a una distancia d de él. Demostrar que el campo magnético en 
la región al vacío puede obtenerse como el resultante de esta comente y una comente 
imagen l'= I(Km - 1 )/(Km +1) situada a una distancia d en el interior del material. En¬ 
contrar la comente /” que dará el valor correcto de H en el interior del material si se 
encuentra situada en la misma posición que /. ¿Cuál es la fuerza por unidad de longitud 
entre / y el material? ¿Es ésta una fuerza de atracción o de repulsión? 

20-24 En la discusión de cable axial se supuso que el conductor interno (región 1) era no 
magnético. Supóngase que en realidad se trata de un material diamagnético de susceptibi¬ 
lidad X md < 0, mientras que todo lo demás permanece sin cambios. Encontrar H, B, 
M, y J m para todos los puntos de la región 1 y graficar los resultados. Verificar que las 
condiciones de frontera apropiadas se satisfacen en p = a. 
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20-25 Considérese el mismo cable axial que se estudió al final de la sección 20-5, excepto que 
la región 2 entre los conductores se encuentra llena de un material no homogéneo tal 
que Km = K (pía), siendo K = const. Encontrar H y B dentro de esta región y la contribu¬ 
ción, L 2 de una longitud l de esta región a la autoinductancia. 

20-26 Considérese el mismo cable axial que se estudió al final de la sección 20-5, excepto 
que la región 2 entre los conductores se encuentra llena con dos materiales i.h.l. como 
sigue. Para a < p< c. la permeabilidad relativa es Km x , mientras que para c < P<b es 
Km 2 . Encontrar la contribución, L 2 de una longitud l de esta región a la autoinductancia. 

20-27 Un líquido paramagnético de densidad de masa d se encuentra contenido en un tubo 
en U de sección circular de radio a. Cuando se aplica un campo H 0 a uno de los brazos del 
tubo en U, el nivel del líquido se eleva una distancia h en la región donde H 0 =£ 0. Suponer 
que Xm <€ 1 , despreciar todo efecto de borde y encontrar una expresión de la cual se puede 
calcular la susceptibilidad. 

20-28 Un cable muy largo lleva corriente /. Otro cable largo de permeabilidad relativa Km 
y sección circular de radio a se encuentra paralelo al primero y a una distancia b del mismo, 
siendo b^ a. Demostrar que existirá una fuerza de atracción por unidad de longitud entre 
ambos cables dada aproximadamente por (K m - 1 )p 0 a 2 1 2 /2(K m + 1 >7r6 3 . 

20-29 Un electroimán fabricado en forma toroidal tiene una sección rectangular. El ancho 
de la sección es de 2 centímetros, mientras que los radios interior y exterior de 7 y 8 cen¬ 
tímetros, respectivamente. La bobina tiene 1000 vueltas y la abertura tiene una longitud 
de 0.25 milímetros. Cuando el flujo producido en el anillo es de 2.60 X 10 4 webers,la 
permeabilidad del núcleo es de 4250p o . Encontrar la inducción, reluctancia, corriente en 
las vueltas, campo magnético en la abertura y el núcleo de hierro, y fracción de la fuerza 
magnetomotriz que se encuentra “a través” de la abertura. 

20-30 Demostrar que la energía almacenada en un circuito magnético toroidal puede ex¬ 
presarse en la forma \ “ÍR <A> 2 . 

20-31 Encontrar la expresión para la fuerza de atracción sobre una de las caras que forman 
la abertura en un electroimán y que está dirigida hacia la otra. Evaluar esta fuerza para el 
caso descrito numéricamente en el ejercicio 20-29 y expresar entonces la fuerza por unidad 
de área en atmósferas. 
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Desde que se hizo el último resumen al principio del capítulo 17, se ha añadido la ley de 
Faraday y se ha definido el vector H como resultado de haber incluido los efectos magné¬ 
ticos de la materia. Por lo tanto, todos los resultados obtenidos hasta aquí se pueden 
resumir en las siguientes ecuaciones: 

V D = p f V-B = 0 

9B (21-1) 

VXE= - — VXH = J, 

d í 

según (10-41), (16-3), (17-30) y (20-29). Estos vectores de campo se relacionan entre sí 
y con la materia por medio de (10-40) y (20-28): D=e 0 E + PyH = (B/q 0 ) —M. Además, 
se cuenta con la ecuación de continuidad (12-19) que describe la conservación de la carga 
libre: 


V.J /+ ¡|=0 (21-2) 

Como ya se hizo notar con anterioridad, se ha supuesto que estas ecuaciones siguen siendo 
válidas cuando los campos varían en el tiempo aun cuando, a excepción delaley de Faraday, 
fueron obtenidas a partir de leyes de acción a distancia, que describen situaciones indepen¬ 
dientes del tiempo. 

Una de las grandes contribuciones de Maxwell a la teoría electromagnética consistió, 
primero, en señalar que dos de las ecuaciones de (21-1) son incompatibles con la conserva¬ 
ción de la carga según se enuncia en (21 -2), y después, demostrar que esta situación puede 
resolverse por medio de la introducción de una “corriente” más. 

21-1 Corriente de desplazamiento 

Como se enuncia en (1-49), la divergencia del rotacional de cualquier vector es siempre 
igual a cero. Si se calcula la divergencia del rotacional de H según se expresa en (21-1) y 
se utiliza (21-2), se obtiene 
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V-(VxH) = V’J^= — (21-3) 

Dado que por lo general se debe esperar que (9py/9f)4 0, se observa una contradicción 
fundamental entre (21-3) y el requisito de (1-49). 

Para remediar esta situación, Maxwell supuso que de hecho, la ecuación para VX H 
todavía no estaba completa, sino que le faltaba otra “densidad de corriente”, es decir, 
supuso que dicha ecuación en realidad debe ser de la forma 

V XH = Jy +(21-4) 

siendo J d el término adicional que hacía falta. El objetivo es, pues, encontrar i a . 

Al sustituir (21-4) en (1-49) y utilizar (21-2) y AD = p ; - se obtiene 

V.(VxH) = 0 = V-J / +V.J ¿ =-^ + V-J ¡i =-|v-D + V-J, 

de manera que 

V.(j,-f)-0 (21-5) 

ya que se puede intercambiar el orden de la derivación parcial. Por lo tanto, sin importar 
lo que i d pueda ser, se sabe que debe satisfacer (21-5). Desde luego, la suposición más 
simple es que el término entre paréntesis es igual a cero; de acuerdo con ello, Maxwell 
supuso que 


( 21 - 6 ) 


(21-7) 

siendo así completamente consistente con (21-2). Nótese también que (21-5) se puede 
satisfacer en general si se escribe J d = (9D/9r) +VX G, donde G es algún vector arbitrario; 
sin embargo, todavía no se ha encontrado que sea necesario hacerlo así, por lo que sólo 
complicaría las cosas innecesariamente manejar este término extra. 

A esta nueva densidad de corriente, J d , Maxwell le dio el nombre de corriente de 
desplazamiento. Este concepto tiene grandes consecuencias y resulta necesario más 
adelante para hacer que los resultados que se obtendrán estén de acuerdo con la experimenta¬ 
ción y, como se verá en el capítulo 24, también resulta esencial para la existencia de las 
ondas electromagnéticas. 

Ahora que se ha modificado la forma de A X H, se hace necesario investigar cómo 
se afectan algunos de los resultados que dependen de ella. En primer lugar, la forma 
integral de la ley de Ampere para H se obtuvo al combinar (21-7) con el teorema de Stokes 
(1-67), resultando 

$ c H - ds = f s ( J f+JJ- d *=f s Jfda+ 

— J _i_ / 

/»ene ' 1 d, ene 




3D 

01 


de modo que (214) puede también expresarse como 


( 21 - 8 ) 
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Figura 21-1 Vista de perfil de un capacitor de placas paralelas en proceso de carga. 

donde / d enc es la corriente de desplazamiento total encerrada por la trayectoria de inte¬ 
gración. Cuando D esconstante, dD/dt - 0, por lo que (21 -8) se reduce muy apropiadamente 
a la expresión ya anotada (20-32). 

Otro resultado importante que depende de A X H es la condición de frontera para 
las componentes tangenciales de H en una superficie de discontinuidad de propiedades. 
Si se sustituye (21-7) en el resultado general (9-13), se obtiene 


ñX(H 2 — H,)= lim 

h—* 0 


J/+ 


3D 

8 / 


) 


(21-9) 


Como antes, se puede utilizar la análoga de (15-14) para corrientes libres para obtener 
lim;, -+ 0 (hif) = K; . Lo que es más, tal como se hizo antes de (17-13), es de esperarse que 
dD/dt sea finito a medida que la capa de transición se reduce a un grosor cero, de modo 
que h -*0, /?(9D/3í) -^0 y (21-9) se vuelven ñ X (H 2 H, ) - K f, que no es sino (20-30) 
de nuevo. Por lo tanto, la introducción de la corriente de desplazamiento no ha cambiado 
esta condición de frontera, por lo que las componentes tangenciales de H cambiarán 
sólo como consecuencia de la existencia de comentes superficiales libres. 

Ejemplo 

Capacitor en proceso de carga. Enla figura 21-1 se muestra una vista de perfil de un capacitor 
de placas paralelas, circulares, de radio a. Para simplificar, se supone que existe vacío 
entre las placas y, como ya es usual, se supone también que la separación entre placas es 
tan pequeña comparada con el radio, que se puede suponer que el campo eléctrico E 
es uniforme y está confinado enteramente a la región entre las placas. El campo eléctrico 
está dado por (6-4) como E = (uy/eo)z = (< 7 /e 0 en función de la densidad superficial 
Of, la carga total q y la superficie 7ra 2 de una placa. Por lo tanto, en la región entre las placas 

D= eo E=-^z (21-10) 

•na 

Estos resultados son los que corresponden al caso electrostático en que la carga 
tiene un valor constante y se encuentra uniformemente distribuida sobre la superficie de 
las placas. Ahora supóngase que el capacitor se carga a una razón constante dq/dt. Esto 
puede lograrse por medio de una corriente / = dq/dt que fluye por un alambre muy 
delgado y largo que coincide con el eje z, como se ilustra. Sin embargo, se desea seguir 
tratando este caso como si la carga estuviese uniformemente distribuida en las placas, de 
modo que se pueda seguir utilizando (21-10). En otras palabras, se supone que la carga 
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se distribuye sobre la superficie de la placa esencialmente en forma instantánea. Lo que 
de hecho significa que el capacitor se está cargando tan lentamente que cualquier cantidad 
apreciable de carga transferida a la placa se le añade en un tiempo muy largo comparado 
con el tiempo de relajación del conductor, que se estudió en la sección 12-6. Allí se vio 
que este tiempo puede, a lo más ser del orden de 10~ 14 segundos en el caso de un buen 
conductor, de modo que no existe dificultad para suponer que I es lo suficientemente 
pequeña para que la distribución de carga sea siempre casi la misma que la del caso de 
equilibrio electrostático, es decir, que se trata de un proceso cuasiestático. 

Dado que q no es constante, la corriente de desplazamiento que se obtuvo en 
(21-6) y (21-10) es 


J</ ~ "aT = —2 z C 21 * 11 ) 

di vra 2 

Así, se tiene el equivalente de una densidad de corriente uniforme entre las placas como 
se ilustra en la figura 21-2; se utiliza la palabra “equivalente” porque en realidad no existe 
transferencia de carga real en la región al vacío entre las placas pero,según (21-7), existe un 
término fuente para el campo magnético. Sin embargo, existe una equivalencia numérica, 
ya que de (21-11) y (12-6) se encuentra que la “corriente” total entre las placas debe ser 

I d = f J d -da = f ~zda=I (21-12) 

J s J s •na'- 

y es por tanto igual a la corriente real total que aporta la carga al capacitor. 

Se puede utilizar (21-8) para calcular H. Siendo las placas circulares y estando la 
corriente I a lo largo del eje z, se tendrá simetría axial con respecto al eje z, por lo que se 
puede concluir que H es de la forma general H = H^ip )^.Por lo tanto, si se elige una 
trayectoria de integración circular de radio p con centro en el eje z y perpendicular al mismo, 
se encuentra que la integral de línea de (21-8) se vuelve Híplnp como ya es usual, por 
lo que 


ene ^d, ene , 

"»=- Jnp - (2M3 > 

Resulta de gran utilidad dividir el espacio en las cuatro regiones que se muestran en la 
figura 21-3. La región 1 es el volumen entre las placas del capacitor, y la 2 es el resto del 
encerrado entre los dos planos paralelos que coinciden en parte con las placas. Las regiones 



Figura 21-2 La corriente de desplazamiento entre las placas de un capacitor de placas 
paralelas en proceso de carga. 
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Figura 21-3 Regiones utilizadas para el cálculo del campo magnético. 


3 y 4 representan el resto del espacio; / es diferente de cero en ellas. 

En las regiones 3 y 4, l/^, c -/, mientras que Id,ene = 0, con 1° 4 ue se tiene 

fifi (p) = HfÁP) = 2~ p (21-14) 

Para una trayectoria en la región 2, /y ent = 0, mientras que Id enc =/¿ - I, de acuerdo con 
(21-12), de modo que 


(21-15) 

Aunque (21-14) y (21-15) se parecen, fueron encontradasusando/uenfes diferentes — una 
corriente real y una corriente de desplazamiento, respectivamente. Por último para la re¬ 
gión 1, en la que p < a, se tiene que enc = 0 y I d , enc fid = Id,enc!T = fr 2 /na 2 = p 2 / 
a 2 , de modo que (21 -13) da otra expresión de aspecto familiar: 


Wvl(p)= 2^ 2 = 2^ (P<a) (21 " 16) 

Si se consideran primero los valores de p > a, se observa de los resultados anteriores 
que a medida que se pasa de la región 3 a la 2 y después de la 2 a la 4, las componentes 
tangenciales de H son continuas, como era de esperarse según (20-31), ya que no existen 
corrientes libres en estas fronteras imaginarias. Por otro lado, si la comente de desplaza¬ 
miento no se hubiera incluido en este caso de simetría axial, se hubiera llegado a la 
conclusión de que H = 0 en la región 2 (y en la 1 también); esto hubiera dado una discon¬ 
tinuidad en las componentes tangenciales de H a través de la frontera entre 3 y 2, donde 
no existe ninguna corriente real, en contradicción directa con todas las suposiciones y 
experiencias. Maxwell también consideró este problema y fueron precisamente este tipo 
de argumentos los que le convencieron de la necesidad de la existencia de la corriente de 
desplazamiento. 

Si ahora se consideran los valores de p < a, sí existe una discontinuidad en las com¬ 
ponentes tangenciales de H al pasar de la región 3 a la 1, por decir algo, y de (21-16) y 
(21-14) se encuentra que la diferencia es 
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Para poder verificar esto se necesita conocer K f, que puede encontrarse con la ayuda de 
la figura 21-4. En un tiempo A t, una carga Aq=JAt se deposita en las placas. Por suposi¬ 
ción, ésta se distribuye “instantánea” y uniformemente en las placas. Por simetría, Ky debe 
ser radial y por lo tanto debe tener la forma = K f(p)p. Como se muestra en la figura, 
la corriente superficial a través del círculo de radio p debe distribuir la carga que llega al 
resto de la placa en el exterior del círculo sombreado de radio p. Por lo tanto, en un tiempo 
At la carga total transferida a través de este círculo se obtiene de la figura 12—5a y resulta 
ser 

J K/ ds \í = KjAt lirp = oy( 7ra 2 np 2 ) 

= ~ {ira 2 - irp 2 ) = Mtí 1 - ] 

ma \ a ) 

y, por lo tanto, K f = (//2 rrp)[l —(p 2 /a 2 )] de manera que 

(>-£)' <21-18) 

Así, por medio de (1-76) se encuentra que Ky X z = Kf-p X z = ~Kj(p = (//27rp)](p 2 /a 2 )—1 
que es exactamente el miembro derecho de (21-17). por lo tanto, las condiciones de 
frontera quedan precisamente satisfechas, pudiéndose hacer notar de nuevo que ello no 
hubiera sido posible si no se hubiera incluido la corriente de desplazamiento como una 
fuente de H. 

Si J f = 0, entonces VX H = dD/dt, por lo que todavía queda una posible fuente de 
H. En esta forma se encuentra cierta analogía con la ley de Faraday dada por (21-1), 
que puede enunciarse a grandes rasgos diciendo que la ley de Faraday describe un campo 
eléctrico producido por un vector de campo magnético cambiante, mientras que (21-7) 
describe un campo magnético producido por un vector de campo eléctrico cambiante. 

21-2 Ecuaciones de Maxwell en su forma general 

Al fin se ha llegado a un conocimiento completo del electromagnetismo macroscópico, 
descriptivo pudiendo resumirse por medio de las ecuaciones (21-1) complementadas por 
(21-7): 
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V-D = P/ 

(21-19) 

VXE.-f 

(21-20) 

YB = 0 

(21-21) 

VxH=J,+ — 

3 Ót 

(21-22) 


A estas ecuaciones se les conoce como las ecuaciones de Maxwell y se supone que son 
siempre válidas. [En realidad son ocho ecuaciones escalares, ya que tanto (21-20) como 
(21-22) tienen tres componentes cada una de ellas). 

Vale la pena repasar el contenido físico de estas ecuaciones. La ecuación 21-19 
resume la ley de Coulomb de la fuerza entre cargas puntuales más los efectos eléctricos 
de la materia, mientras que (21-20) representa la ley de Faraday de la inducción, que es 
también compatible con la ley de Coulomb para campos estáticos. El tercer miembro del 
grupo, (21-21), es una consecuencia de la ley de Ampere de la fuerza entre corrientes y 
también refleja el hecho de que no se sabe que existan cargas magnéticas libres. Por 
último, (21-22) incluye la ley de Ampere para la fuerza entre corrientes más los efectos 
magnéticos de la materia, además de la conservación de la cargalibre ;lo último se desprende 
del hecho de que la ecuación de continuidad (21-2) puede derivarse de (21-22), (21-19) y 
(149), por lo que ya no es necesario escribirla en forma separada. 

Estas ecuaciones diferenciales fuente deben, desde luego, complementarse con las 
definiciones (1040) y (20-28), que relacionan pares de vectores de campo con la descrip¬ 
ción de la materia puesta en función de las densidades volumétricas correspondientes de 
momentos dipolares: 

D = e 0 E+P (21-23) 

h -A- M (21.24) 

Aunque siempre es posible obtener las condiciones de frontera en una superficie de 
discontinuidad a partir de las ecuaciones de Maxwell y de los resultados generales del 
capítulo 9, resulta conveniente listarlas por separado. Están dadas por (1042), (9-16) y 
(17-13), (16-4), (20-30) y (20-31): .. 


ñ‘(D 2 -D 1 ) = o / 

(21-25) 

ñX(E 2 — E,) = 0 o E 2í = E„ 

(21-26) 

ñ(B 2 — B,) = 0 

(21-27) 

ñX(H 2 — H,) = Ky o H 2í —H 1/ = K / Xñ 

(21-28) 


debiendo recordarse que ñ en estas ecuaciones siempre se dibuja de la región 1 a la 2. 
(Nótese aquí que muchos textos, en especial los de grados superiores, omiten el subíndice 
/ que aquí se utiliza para denotar las cargas y las corrientes libres, quedando al lector 
recordar que es eso precisamente lo que se implica; por tanto, es muy común encontrar 
todas estas ecuaciones escritas en función de los símbolos p, J, o y K. Sin embargo, en 
este libro se seguirán usando esos subíndices por conveniencia). 



432 


Ecuaciones de Maxwell 


Todas esta ecuaciones describen el comportamiento de los vectores de campo. La 
conexión básica entre los campos y su efecto sobre partículas cargadas se describen por 
medio de la fuerza de Lorentz sobre una carga puntual q, según (14-32): 

F = q(YL + v X B) (21-29) 


siendo v la velocidad de la carga. 

A menudo resulta conveniente expresar las ecuaciones de Maxwell en función de 
únicamente dos vectores uno eléctrico y uno magnético. Por ejemplo, si se utiliza (21-23) 
y (21-24) para eliminar D y H de (21-19), (21-29), (21-21) y (21-22), se obtienen las 
ecuaciones de Maxwell expresadas en función de E y de B: 


V'E = ~ (p/~ V-P) 

€ 0 

(21-30) 

— £ 

(21-31) 

V ■ B = 0 

(21-32) 

VXB^^+VXM + Col + I) 

(21-33) 


Dos de estas ecuaciones no cambiaron y las otras dos ya no son tan compactas, debido a 
que las propiedades de la materia aparecen ahora en forma explícita. Sin embargo, su forma 
resulta fácil de comprender. El término entre paréntesis de (21-30) es, obviamente, la den¬ 
sidad total de carga escrita como la suma de las densidades de carga libre y ligada como se 
vio en (10-38). De manera similar, el término entre paréntesis de (21-33) representa la den¬ 
sidad total de corriente, J tot . Es claro que las dos primeras partes corresponden a la 
densidad de corriente libre y a la densidad de corriente de magnetización de (20-10). Los 
últimos dos términos juntos representan la densidad de corriente de desplazamiento que 
se ve ahora que tiene dos contribuciones: la primera, e 0 (3E/3f), se encuentra presente aún 
en ausencia de materia y es nombrada densidad de comente de desplazamiento del vacio, 
y el último término, 3P/3 1, ya se manejó antes en (12-18) como la densidad de corriente 
de polarización asociada con el movimiento de las cargas ligadas. A menos que P y M 
representen polarización o magnetización permanentes, existe una dependencia adicional de 
E con respecto a B en estas ecuaciones, en el sentido de que todavía existe la posibilidad 
de que P = P (E) y que M - M (B), y hasta que no se conozcan estas relaciones funciona¬ 
les, dichas ecuaciones serán de utilidad limitada. 

Las condiciones de frontera también pueden expresarse completamente en función 
de E y de B resultando que las que sí cambian de fbrma son 

ñ-(E 2 -E,)=-^[o / -ñ-(P 2 -P 1 )] (21-34) 

ñX(B 2 —B 1 ) = /x 0 [Ky+ñX(M 2 —Mj)] (21-35) 

de acuerdo con los resultados anteriores (10-12) y (20-12). 

De manera similar, también es posible expresar las ecuaciones básicas en función de 
los pares (E, H), (D, B) y (D, H) en caso de que se desee hacerlo, y los términos que resultan 
se pueden interpretar de la misma manera. 
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Las llamadas formas integrales de la ecuaciones de Maxwell se obtienen al combinar 
el teorema de la divergencia (1 -59) y el teorema de Stokes (1-67) con los miembros apro¬ 
piados de (21-19), (21-20), (21-21)y (21-22), resultándolo siguiente: 


(f)D-da = J p f dT 

(21-36) 


(21-37) 

<j)B-da = 0 

(21-38) 

£ H -<ís - J J/rfa + J ® ¿a 

(21-39) 


Un poco de reflexión bastará para convencer a cualquiera que todos los resultados 
generales obtenidos en los capítulos anteriores pueden obtenerse a partir de las ecuaciones 
resumidas en esta sección, aunque a menudo se deba trabajar hacia atrás el procedimiento 
usado para obtenerlas originalmente. 

Por último, se puede puntualizar que las ecuaciones de Maxwell son ecuaciones dife¬ 
renciales lineales. En consecuencia, si se conocen dos o más campos electromagnéticos 
que sean soluciones de ellas, la suma de estos campos será también otra solución. Por lo 
general, a este hecho se le conoce como la propiedad de superposición del campo electro¬ 
magnético o simplemente como el principio de superposición. 


21-3 Ecuaciones de Maxwell para medios isotrópicos homogéneos lineales 

Una importante y simplificadora situación especial ocurre cuando se manejan medios 
isotrópicos homogéneos lineales. Para simplificar, se verá aquí solamente el caso en que 
los materiales son i.hJ. en todas sus propiedades. Es entonces posible utilizar las ecuaciones 
constitutivas (10-51) y (20-53) para escribir 


D = eE B = juH (21-40) 

Además, la corriente libre estaría dada.por (12-25) como J f= oE. Las cantidades e, p, y 
o son constantes escalares características del material. Puede ahora ocurrir que existan 
corrientes libres presentes que no sean las producidas por la conductividad del material; 
por ejemplo, el material podría tener una incidencia de haces de partículas cargadas 
provenientes de fuentes externas. Así, si se toma a J/ como la corriente libre proveniente 
de otras fuentes aparte de la conductividad, se puede simplemente sumarla a oE para 
expresar la corriente libre total como 

Jy = aE+jy (21-41) 

Aunque (21-41) representa una posibilidad general que debe tomarse en cuenta, en realidad 
se tiene poca necesidad de ella en las aplicaciones prácticas, pero de todos modos se seguirá 
incluyendo i/ para que el trabajo sea completo. 
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Si se sustituyen estas expresiones en (21-19), (21-20), (21-21) y (21-22) se puede, 
por ejemplo, expresarlas en función de E y de B únicamente: 



V -E= — 

€ 

(21-42) 


VxE.-f 

(21-43) 


V B = 0 

(21-44) 


0E 

V X B = ¡iaE + pj/ + 

(21-45) 

y las correspondientes condiciones de frontera que cambian de forma son 



ñ-(£ 2 E 2 -e l E,)=or / 

(21-46) 


B 2 , Bi, 

—-- =K,Xñ 

Mi 

(21-47) 

De manera similar, si las ecuaciones se expresan completamente en función de Ey 
de H se obtiene 


V-E= - 
€ 

(21-48) 


VXE=-f(y- 

f dt 

(21-49) 


V -H = 0 

(21-50) 


9E 

V X H = oE + J, + e -t— 

■' df 

(21-51) 

junto con 

ñ ■ ( /J. 2 H 2 / '■ : 1 1 j ) ~ 0 

(21-52) 


En contraste con las ecuaciones de la sección anterior, estos resultados no siempre 
son ciertos, pero muy a menudo lo son. 

Las formas integrales de la ecuaciones de Maxwell pueden obtenerse para este caso 
restringido de la misma manera en que se obtuvieron de la (21-36) a la (21-39). Desde 
luego, el principio general de superposición también se aplica a estos materiales. 


21-4 Teorema de Poynting 

Ahora ya se puede volver a considerar la energía para estos campos generales descritos por 
las ecuaciones de Maxwell. Recuérdese el resultado anterior (12-35) de que la rapidez con 
que se disipa en calor la energía electromagnética por unidad de volumen está dada por 
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w - Sf E. Por lo tanto, si se integra esta expresión sobre un volumen arbitrario V, se obtiene 
la velocidad total de pérdida de energía electromagnética,-® 

s¡íS = f wdr= J J/E dr (21-53) 

y sería conveniente poder expresar esto en función de los vectores de campo. Si se utiliza 
3f dada que (21-22), se encuentra que es posible escribir también 

<¥ = Je-(VxH)¿/t-Je~í/t (21-54) 

Al combinar (1-118) con (21-20) se puede expresar el primer integrando como 

rllt 

E-(VxH) = H-(VxE) — V-(EXH)=—H - -V-(EXH) 

Si ahora se sustituye esto en (21-54), se utiliza el teorema de la divergencia (1-59) y se 
transfiere el resultado al otro lado de la ecuación, resulta 

-/i E ' f +H ' f )*-» + $ EX «><*. (21-55) 

lo cual se conoce como el teorema de Poynting. 

Hasta ahora el tratamiento seguido ha sido perfectamente general. Sin embargo, 
resulta más sencillo interpretar este resultado si se restringe a medios completamente 
i.h.l., y dado que de todas maneras se aplicará este teorema sólo a estos casos, supóngase 
que esa es la situación aquí. Al utilizar (2140) se obtiene E-(9D/3í) = eE-(3E/9zj = 
d( j e E 2 )/9 1; de manera similar se encuentra que H-(3B/3í) = 3[(B 2 /2p)]P?. Al sustituir 
esto en (21-55), recordando que se está manejando un volumen V de fronteras fijas de 
modo que se puede intercambiar el orden de diferenciación e integración, y volver a intro¬ 
ducir la expresión integral para según (21-53), se obtiene finalmente 

' Í/,( h E2+ *)* = ///E*+j$(EXH)-¿» (21-56) 

Se observa ahora que el integrando del miembro izquierdo no es sino la suma de las expre¬ 
siones (10-38) y (20-80) que ya se vio que corresponden a las densidades de energía eléc¬ 
trica y magnética, respectivamente. Si se hace ahora la razonable suposición de que se les 
puede interpretar en exactamente esta misma forma cuando los campos varían con el tiem¬ 
po, entonces el integrando será la densidad total de energía electromagnética 

1 B 2 

u =u e + u m = - e E 2 +— (21-57) 

y la integral será exactamente la energía electromagnética total contenida en el volumen 
V. En consecuencia, el miembro izquierdo de (21-56) representa la rapidez de disminución 
de esta energía total. ¿A dónde va? El primer término del miembro derecho es la velocidad 
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a la que esta energía se convierte en calor. Si se recuerda el principio de la conservación 
de la energía, entonces cualquier cantidad de energía que no se convierta en calor debe 
salir del volumen V a través de su frontera^. Dado que el término restante tiene justamente 
esta forma de una integral sobre una superficie, se puede interpretar 

(fj(ExH)¿a = (^) (21-58) 

•AS V / a través de 

como la rapidez con que fluye la energía a través de la superficie limitante. Lo siguiente 
que se puede hacer es interpretar de manera similar el integrando de (21-58); por tanto, 

S = EXH (21-59) 

será la rapidez con que fluye la energía electromagnética por unidad de superficie. En otras 
palabras, es una densidad de corriente de energía o flujo de potencia y se le medirá en 
watts/metro 2 . La cantidad S recibe el nombre de vector de Poynting-, su dirección es la 
misma que la del flujo instantáneo de energía, es decir, que “apunta” en dirección del flujo 
de energía. Aunque esta interpretación del integrando se ha extraído del significado físico de 
toda la integral, en verdad es una interpretación muy plausible, resultando ser muy útil 
y consistente, en particular en lo que se refiere a aplicaciones en soluciones dependientes 
del tiempo de las ecuaciones de Maxwell. 

Aun cuando la mayoría de las aplicaciones de este resultado conciernen a campos 
que varían en el tiempo, puede considerarse aquí un ejemplo que demuestra que esta inter¬ 
pretación de S da resultados razonables y consistentes cuando se le aplica a un caso simple 
que abarque campos estacionarios, esto es, independientes del tiempo. 

Ejemplo 

Cilindro con corriente constante. Considérese una porción de un conductor cilindrico 
recto y largo de longitud l y radio a , como se muestra en la figura 21-5. Existe una corriente 



Figura 21-5 Campos y vector de Poynting 
para un cilindro que conduce una corriente 
constante. 
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constante en la dirección z, distribuida uniformemente en la sección, de modo que Jy = 
Jfi = const. Se desea encontrar S en la superficie justamente en el exterior del conductor. 

Esta situación es similar a la representada en la figura 12-7, y ya se encontró en el 
párrafo que siguió a (1 2-28) que el campo eléctrico justamente fuera del cilindro es igual 
al valor constante de su interior, dado por E = Jy/o, siendo paralelo al eje, como se muestra. 
En (1 5-19) se tiene el valor de B fuera del cilindro, de modo que en este caso el valor de H 
justamente fuera es H = B//r 0 , o sea 

1I== 2^^ ,== t 21 ' 60 ) 

dado que /y = I/na 1 . Al sustituir estas expresiones en (21-59)yutilizar(l-76)se encuentra 
que 


Je i J f 2 a 

S= a (21-61) 

También de la figura se puede observar que S es normal a la superficie y está dirigida 
radialmente hacia adentro, de modo que existe un flujo constante de energía hada el 
conductor, puesto que S es constante. El elemento de superficie da se encuentra dirigido 
hada afuera de la superficie; S también es paralelo a los extremos del cilindro. Por lo tanto, 
la rapidez total a la que la energía fluye hacia adentro del volumen está dada por 

j2 j 2 

-<pS-da=sjda= Sil-nal) = í (na 2 !) = (volumen) (21-62) 

usando (21-61) y siendo m 2 l el volumen del conductor. Al comparar esto con (12-35)se 
observa que (21-62) indica que la rapidez total a la que la energía fluye hacia el conductor 
es exactamente igual a la rapidez con que la energía se está disipando en forma de calor en 
el interior del volumen. Esto es justamente lo que se requiere para una situadón de estado 
estatíonario como la que se ha puesto. La fuente última de esta energía es algún dispositivo, 
una batería por ejemplo, que mantiene la diferenda de potendal entre los extremos del 
conductor al realizar continuamente un trabajo sobre las cargas a medida que pasan por 
el drcuito completo. Esta descripdón en términos de S muestra que la energía está siendo 
transferida desde una fuente, por medio de los campos que se establecen en el espado 
como resultado de las distribuciones de cargas y corrientes en su interior. Por último, el 
flujo de energía pasa perpendicularmente a través de la superficie del conductor en exacta¬ 
mente la cantidad correcta para ser transformada en calor. Así, la interpretadón que se 
ha dado al vector de Poynting proporciona una descripción completa e internamente con¬ 
sistente de los procesos que tienen participación activa en este caso. 


21-5 Cantidad de movimiento electromagnético 

Ya se ha visto cómo la densidad y el flujo de energía pueden adjudicarse ai campo electro¬ 
magnético. También resulta posible asociarle una cantidad de movimiento, y de hecho 
resulta muy conveniente hacerlo. Recuérdese el resultado (2-8), que demostraba que las 
fuerzas de Coulomb entre dos cargas puntuales son iguales y opuestas, es decir, que están 
de acuerdo con la tercera ley de Newton. Por otro lado, en (13-19) se encontró que las 
fuerzas entre elementos de corriente dadas por (13-17) no son, por lo general, iguales y 
opuestas, po lo que no satisfacen la tercera ley de Newton. De la mecánica se sabe que es 
un hecho que las fuerzas entre masas puntuales de un sistema compuesto son iguales y 
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opuestas, y esto es la base de la derivación inicial de la conservación de la cantidad de 
movimiento lineal de un sistema aislado. Dado que esta propiedad de la conservación de la 
cantidad de movimiento es un principio tan básico y de alcances tan extendidos, sería 
preocupante que la ley fundamental sobre las fuerzas magnéticas (13-17) obligara a concluir 
que la conservación de la cantidad de movimientos no es ya un principio general en 
presencia de campos electromagnéticos. El objetivo aquí es, pues, buscar la manera de que 
ese principio se siga manteniendo. Sin embargo y para simplificar, esto se hará aquí sólo 
para el caso del vacío. 

Considérese una distribución de cargas y corrientes libres que ocupa un volumen V 
y que se encuentra descrita por las densidades pf y J p Si c/F es la fuerza sobre las cargas y 
las corrientes en un volumen dr, se pueden combinar (21-29), (2-14) y (12-3) para obtener 

ú?F = (p / E + J / XB)rfr (21-63) 

Se puede así introducir una fuerza por unidad de volumen, f„, por medio de 

(21-64) 

Más aún, la fuerza electromagnética total sobre todo el sistema se puede calcular sumando 
(21-63) sobre toda la distribución para obtener 

F = j f v dr = J (pfli+JjXYtydT (21-65) 

deseándose ahora, como ya es costumbre, expresar esto completamente en función de los 
campos. 

Haciendo que P y M sean iguales a cero en (21 -30) y (21 -33) y utilizando los resultados 
así obtenidos, se encuentra que el integrando de (21 -65) puede expresarse como 

f c = £ 0 E(V'E)+-i(VXB)xB—£ 0 ^ XB (21-66) 

Puede mejorarse la simetría de esta expresión entre Ey B si se le suma cero expresado como 

-e 0 EX^ 7 -e 0 EX(VxE)+— B(V-B) = 0 

or p , 0 

según se desprende de (21-31) y (21-32). Haciendo esto y utilizando (1-23) se obtiene 

f„ + t0 |(ExB) = e 0 [E(V-E)-Ex(VxE)] 

+ ~[B(V-B) — BX(VxB)] (21-67) 

ro 

Para poder apreciar bien lo que se ha obtenido, calcúlese la componente x del primer 
término entre corchetes a la derecha; de una manera directa se encuentra que puede escri¬ 
birse como 

[E(V.E)-EX(VXE)]-i.|(£,‘- Í£)+ ~(E x E y )+ ~(E X E,) 

( 21 - 68 ) 


C-^-P/E + J/XB 
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y habrá un resultado similar para el término en B. Esto puede escribirse más compactamente 
si se introduce un conjunto de cantidades T¿j definidas como 

i E\) + ¿(m- 5«%) (21-68) 


por medio del símbolo delta de Kronecker que se definió en (8-27), donde los índices i y 
/ pueden tomar, en forma independiente, los valores x, y y z. Al utilizar esta definición 
se observa que la componente x de (21-67) puede expresarse en la forma 


f„ + e 0 ^(ExB) 


¿T xx ¿T X) 
9x 9 y 


+ 


9 T 


9z 


= V-X 


(21-69) 


donde X = T xx x + T xv y + T xz i. (las cantidades T V] reciben el nombre de componentes 
del tensor de esfuerzo de Maxwell, sin embargo, no se volverán a usar otra vez después de 
esta sección). Si ahora se integra (21-69) sobre el volumen V y se aplica el teorema de la 
divergencia (1-59), se obtiene 



+ e. 


0 9 1 


(EXB) 


dr= f V-Xdr = (j)X 


da 


(21-70) 


Extiéndase ahora la región de integración para incluir todo el espacio, cosa que es posible 
debido a que f>¡ y Jy son iguales a cero en el exterior de V. Dado que todas las fuentes 
pf y Jy- están dentro de una región finita, a una distancia R muy grande se tendrá, cuando 
mucho, que E~1 ¡R 2 y B~1 ¡R 3 como ya se vio en (7-26) y (18-19), mientras que el área 
de la superficie de integración aumenta como R 2 , pero las componentes de T¡¡ incluyen 
productos de las componentes de los campos, y se puede observar en (21-69) que X dismi¬ 
nuirá mucho más rápidamente con R que lo que el área de la superficie de integración 
aumentará, por lo que su integral de superficie se anula, quedando (21-70) como 


/ 


todo el espacioL 


fv + ^EXB) 


dr 


-i 


X-da — 0 

todo el espacio 


(21-71) 


Se obtienen los mismos valores para las componentes y y z de esta integral, de manera que 
la integral vectorial se anula y, por lo tanto. 


/, 


todo el espacio 


f o + e 0ji (EXB) 


dr = F+ -¡L f e 0 (EXB)ár=0 (21-72) 

J todo el espacio 


donse se ha utilizado (21-65) para volver a introducir la fuerza total sobre las cargas y 
corrientes. F actúa sobre los portadores de carga y corriente, es decir, sobre la materia del 
campo; la materia posee propiedades mecánicas y de la mecánica se sabe que F es igual a 
la razón de cambio de la cantidad de movimiento de la materia, es decir, F = dp mateiia /dt. 
Sustituyendo esto en (21-72) y observando que ya no existe distinción entre derivadas 
parciales y totales con respecto al tiempo en el segundo término porque la integración es 
con respecto a todo el espacio, se encuentra que (21-72) puede expresarse como 


d_ 

dt 


materia 


/ 


e 0 (E X B) dr 

todo el espacio 


=o 


(21-73) 
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de modo que la cantidad entre corchetes es una constante. Pero ésta es justamente la manera 
en que se haría un enunciado de la conservación de la cantidad de movimiento total de 
todo el sistema. Por lo tanto, se puede interpretarla integral como Id cantidad de movimiento 
del campo electromagnético y escribir 


n = f eJExBí/T 

" campo en J 

todo el espacio 


(21-74) 


Resulta natural ya interpretar el integrando como una densidad de cantidad de movi¬ 
miento, g: 


g=« 0 EXB=/x 0 e 0 S 


(21-75) 


donde S es el vector de Poynting porque B - p 0 H en este caso. 

Si se recuerda de la mecánica que la cantidad de movimiento angular I de una masa 
puntual con cantidad de movimiento lineal p se define como I - r X p, donde r es el vector 
de posición, se concluirá por analogía que es posible definir una densidad de cantidad de 
movimiento angular £ asociada con el campo electromagnético por medio de 

£ = r X g = £,/ X (E X B) (21-76) 


Ejercicios 

21-1 Un capacitor de placas paralelas consiste de dos placas circulares de área S con un 
vacío entre ellas. Se conecta a una batería de fem constante . Se hacen oscilar entonces 
las placas lentamente de modo que sigan siendo paralelas pero la separación d cambie 
segúnd = d 0 4 - sen coi. Encontrar el campo magnético H que se produce entre las placas 
por la corriente de desplazamiento. De manera similar, encontrar H si primero se desconecta 
el capacitor de la batería y después se hace que las placas oscilen de la misma manera. 

21-2 Un capacitor cilindrico infinitamente largo de radios a y b {b > a) lleva una carga 
libre Xf por unidad de longitud. La región entre las placas está llena de un dieléctrico no 
magnético de conductividad o. Demostrar que en cada punto del dieléctrico la corriente 
de conducción se compensa exactamente con la corriente de desplazamiento, de manera 
que no se produce ningún campo magnético en el interior. Encontrar la rapidez de disipa¬ 
ción de energía por unidad de volumen en un punto a una distancia p del eje. Encontrar 
la velocidad total de disipación de energía para una longitud l del dieléctrico, y demostrar que 
es igual a la rapidez de disminución de la energía electrostática del capacitor. 

21-3 Expresar la forma general de la ecuaciones de Maxwell completamente en función 
de cada uno de los siguientes pares: (E, H), (D, B) y (D, H). En otras palabras, encontrar 
las análogas de (21-34), (21-26), (21-27) y (21-35) para cada uno de estos pares. 

214 Expresar las condiciones de fronteras generales completamente en función de cada 
uno de los siguientes pares: (E, H), (D, B) y (D, H). En otras palabras, encontrar las aná¬ 
logas de (21-34), (21-26), (21-27) y (21-35) para cada uno de estos pares. 

21-5 A partir de la fuerza de Lorentz (21-29) y de las ecuaciones de Maxwell para el 
vacío, derivar la ley de Coulomb (2-3). 

21-6 Suponer que una cierta distribución de cargas y corrientes libres (p, , J] ) produce 
un campo electromagnético Ej, Bj, Hj y D h es decir, que estos son soluciones de las 
ecuaciones de Maxwell, De manera similar, otra distribución (p 2 , J 2 ) produce E 2 , B 2 , 
H 2 y D 2 , Verificar la propiedad de superposición directamente demostrando que E= E¡ + 
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+ E 2 y asi sucesivamente, son también soluciones de las ecuaciones de Maxwell para las 
distribuciones fuente totales pj + p 2 y Ji +J 2 . 

21-7 Encontrar la forma de la ecuaciones de Maxwell en función de E y B para un medio 
isotrópico lineal pero no homogéneo. 

21-8 He aquí algunos campos electromagnéticos genuinos, es decir, qie satisfacen las 
ecuaciones de Maxwell en el vacío. (Más adelante se verá cómo pueden obtenerse). 

E v — — H 0 ~ )sen( ^sen (kz — 0}t) 

H x = H 0 k{^^\ sen^ ™ Víen(A:/ — wt) 

H. — H 0 cos^ ~ jcosf kz — ut) 


Todas las demás componentes son iguales a cero y 0 < a. H 0 , a, k y cu son constantes 

y ¡J-oeoco 2 = k 2 + (n/a) 2 . (a) Verificar por sustitución directa que se satisfacen las ecua¬ 
ciones de Maxwell para un vacío que no contiene cargas o corrientes libres, (b) Encontrar 
la comente de desplazamiento, (c) Encontrar el vector de Poynting. (d) En x — 0 existe 
una pared perfectamente conductora que coincide con el plano yz. Suponer que todos 
los campos son iguales a cero para x negativas y encontrar la densidad superficial de carga 
libre y la densidad superficial de corriente libre en función de la posición en esta pared. 

21-9 Encontrar el vector de Poynting sobre la superficie limitante de la región 1 de la 
figura 21-3. Encontrar la rapidez total a la que entra energía a la región 1 y demostrar 
después que es igual a la velocidad con que cambia la energía del capacitor. 

21-10 Suponer que el cable coaxial muy largo de la figura 20-14 se utiliza como línea de 
transmisión entre una batería y un resistor. La batería, de fem (í, tiene sus dos terminales 
conectadas a los dos conductores en un extremo del cable, mientras que en el otro extremo 
los dos conductores están conectados a un resistor de resistencia R. Encontrar S en la 
región entre los conductores. Demostrar que la potencia total que pasa por una sección 
del cable es igual a Ík 2 /R y dar una interpretación de este resultado. ¿Cambiará la direc¬ 
ción del flujo de energía si se intercambian las conexiones de la batería? 

21-11 Considerar un medio i.h.l. donde p¡ y if son ambas iguales a cero en la región de 
interés. Demostrar que las ecuaciones de Maxwell son invariables ante la transformación 

E = Ci Ecosq- f (/Jt) sena] 

( 21 - 77 ) 

B = — ( ,ue) ; "Esena + Bcosa j 

donde C es una constante sin dimensiones y a es un ángulo constante pero arbitrario. En 
otras palabras, si E y B son soluciones de las ecuaciones de Maxwell, demostrar que 
entonces E' y B' lo son también. Considerar el caso especial a = rr/2 y así demostrar que 
en este sentido,los campos E y B pueden intercambiarse. Ilustrar este último resultado con 
un bosquejo sencillo. ¿Es compatible la relación que se encontró después de (16-40) 
con estos resultados? Esta propiedad suele llamarse propiedad de dualidad del campo 
electromagnético. 




Capítulo 

22 

Potenciales escalar y vectorial 


En el capítulo anterior se resumió el electromagnetismo en función de los propios 
vectores de campo. Sin embargo, debe recordarse que cuando se introdujeron 
anteriormente los potenciales escalar y vectorial se simplificó en gran medida el trabajo, 
por lo que resulta natural preguntarse si acaso dichos potenciales no serían igualmente 
útiles al aplicarse a estas situaciones más generales. De hecho, resulta posible formular 
este tema de una manera análoga. Estos potenciales más generales resultan ser de extrema 
utilidad para discutir la producción de campos a partir de fuentes dadas, lo cual no se hará 
sino hasta el capítulo 27. Sin embargo, resulta conveniente en este punto estudiarlos en 
términos generales. 


22-1 Potenciales en general 

Nótese primero que la ecuación V * B = 0, que fue usada inicialmente para introducir el 
potencial vectorial A en (16-7), no ha cambiado de forma según se ve en (21-21). Por lo 
tanto, siempre se podrá satisfacer (21-21) si se escribe 

B(r,r) = VxA(M) (22-1) 

La diferencia entre (22-1) y (16-7) es que ahora se toman tanto A como B como posibles 
funciones del tiempo t y de la posición r. 

Si se sustituye (22-1) en (21-20) se obtiene V X E = -9(VX A)/ 9í = — V X 
(9 A/ dt), de manera que 

Vx(E+f)=0 (22-2) 

Según (1-48), el término entre paréntesis se puede escribir como el gradiente de un 
escalar, es decir, E + (9 A/ 9 1) = - V<p, o sea, 

9A 

E=- V<p- ^ (22-3) 
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Esto, desde luego, es de la misma forma que (17-12) ya que ambas fueron derivadas de 
exactamente la misma manera. Aquí' se debe suponer que el potencial escalar es, por lo 
general, una función tanto del tiempo como de la posición. 

Por lo tanto, dos de las ecuaciones de Maxwell serán siempre satisfechas si E y B se 
expresan en la forma (22-1) y (22-3). Las otras dos deberán indicar cómo obtener A y 
0 a partir de las fuentes. Si se sustituyen estas expresiones de E y de B en (21-30) y 
(21-33) se obtiene 


V 2 0+4v-A=--( P/ -V-P) (22-4) 

ót e 0 

V’A — **,0 - V(v ■ A+ (wft) = - *,(j /+ V X M + ) (22-5) 

por medio de (1-45) y (1-122). Si fuese posible ahora encontrar soluciones a estas ecua¬ 
ciones, que satisficiesen las condiciones de frontera apropiadas, se sabría, por la forma en 
que se obtuvieron, que las E y B que se calculen a partir de estos A y 0 serán automática¬ 
mente soluciones de todas las ecuaciones de Maxwell. 

Una dificultad con estas dos ecuaciones, es decir, que las ecuaciones no están sepa¬ 
radas. Además, si P y M representan distribuciones de momentos dipolares permanentes 
que resultan afectadas por los campos, deberá asumirse que P y M son funciones de E y B 
y por lo tanto de A y 0. En consecuencia, a menos que se cuente con una dependencia 
específica dada, no es posible realizar progreso alguno con estas ecuaciones generales. 
Sin embargo, se ha supuesto que el conjunto de ecuaciones (22-1), (22-3), (22-4) y (22-5) 
es siempre verdadero 

Resulta todavía posible obtener algunas conclusiones acerca de las condiciones de 
frontera en una superficie de discontinuidad de propiedades. Los argumentos esgrimidos 
en relación con (16-21), basados en B = V X A, siguen siendo válidos cuando B es una 
función del tiempo, ya que el único requisito era que B fuera finita. Dado que (22-1) 
sigue siendo válida, se puede concluir que las componentes tangenciales de A son siempre 
continuas: 


A 2 , = A„ (22-6) 

Pero todavía no se cuenta con una expresión específica para V • A; por lo tanto, no se 
puede estar seguro acerca del comportamiento de las componentes normales de A, aunque 
no resulta irrazonable suponer que se comportarán como en (16-20) y que serán también 
continuas. 

En la sección 9-5 se llegó a la conclusión de que el potencial electrostático escalar 
era continuo. Sin embargo, ahora se debe aplicar (22-3) en lugar de simplemente 
E = — A0, pero a pesar de ello, al revisar los anteriores argumentos se observa que si se les 
agrega el requisito normal de que 9 A/ dt permanezca finito a medida que la capa de tran¬ 
sición se reduce a grosor nulo, se volverá a encontrar que 0 es continuo: 

0 2 = 0i (22-7) 

Por último, como una especie de verificación de estos resultados, si se regresa al caso está¬ 
tico en el que todas las derivadas son iguales a cero, y se utiliza V* A =0 según consta 
en (16-17), se encuentra que (22-4) y (22-5) se vuelven V, 2 0 = - p/e 0 y V 2 A = - PqJ, 
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que no son sino los anteriores resultados dados en (11-1), (10-38) y (16-18). Por lo tanto, 
los potenciales escalar y vectorial generalizados se reducen en forma apropiada a los que 
ya se sabían aplicables a las situaciones estáticas. 


22-2 Potenciales para medios isotrópicos homogéneos lineales 

Como en la sección 21-3, se puede lograr una gran simplificación al tratar exclusivamente 
con materiales i.h.l., de manera que sean aplicables las ecuaciones constitutivas (21-40) así 
como también (21-41) para la densidad de corriente libre. Es más conveniente volver a 
empezar con las formas de las ecuaciones de Maxwell para este caso, que son (2142) 
a (21-45). Las dos de en medio se volverán a satisfacer al usar (22-1) y (22-3), y cuando 
estas expresiones de E y B se sustituyen en (21-42) (21-45) se obtiene 

V 2 <|) + V~ = -^ (22-8) 

- v(v- A + íie-^ +/ío<#>)= -/r J / (22-9) 

Se puede ahora poner (22-8) en una forma más parecida a (22-9) al sumarle y restarle 
términos apropiados, encontrándose que se le puede expresar también como 

+ + +,W<Í> ) = ~7 ( 22 - 10 ) 

Estas ecuaciones son las que se deben resolver para A y <j>. Sin embargo, cada una 
de ellas contienen tanto a A como a <f> y sería deseable que de alguna manera se pudieran 
separar. Si se recuerda el teorema de Helmholtz de la sección 1-18, el vector A no 
estará completamente determinado hasta que no se hayan especificado tanto VX A como 
y • A en todo lugar. Hasta ahora sólo se ha especificado VX A por medio de (22-1); en 
consecuencia, existe libertad para escoger V • A de la manera más conveniente. Al compa¬ 
rar (22-9) y (22-10) se puede observar que resulta simple requerir que 

V • A -I- ¡j£ + fio# = 0 (22-11) 

pues así 

V 2 A(22-12) 

(22-13) 

Al requisito (22-11) se le conoce como la condición de Lorentz. La ventaja de esta elec¬ 
ción en particular es que no solamente hace que las ecuaciones de A y de <p sean indepen¬ 
dientes entre sí, sino que las cuatro ecuaciones escalares que resultan (una para cada com¬ 
ponente de A y una para <p) sean todas ecuaciones diferenciales de la misma forma gene¬ 
ral, de manera que, en este sentido, sólo resta un problema general por resolver. 
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La formulación que se ha desarrollado hasta aquí ya anticipa que el procedimiento 
general para resolver un problema de campo electromagnético por medio de los potencia¬ 
les sea el siguiente. Se supone que las fuentes externas y que las condiciones de frontera 
están dadas; es decir, se dan por conocidas las funciones py (r, t) y Jy (r, t). Entonces se 
resuelve (22-12) y (22-13) para A y 0, asegurándose que satisfagan la condición de 
Lorentz (22-11). Una vez hecho esto, E y B se encuentran a partir de (22-1) y (22-3), sa¬ 
tisfaciéndose también las condiciones de frontera apropiadas. Se sabe ya que E y B calcu¬ 
ladas de esta manera serán soluciones de las ecuaciones de Maxwell y por lo tanto repre¬ 
sentan la solución completa. Si se desea, se pueden entonces encontrar D =eE y H = B/p; 
se pueden también calcular la polarización y la magnetización en cualquier punto con 
P = (k e - 1) e 0 EyM = [{k m - Í)/fc m /io]B. 

En realidad, el uso más importante y conveniente de estos potenciales se encuentra 
en el caso de medios no conductores, por lo que resulta interesante averiguar a qué se 
reducen los resultados en este caso particular. Cuando a=0 resulta Jy' —Jy según (21-41), 
con lo que (22-11) a (22-13) se convierten en 


V-A+joe^=0 

OI 

(22-14) 

3 2a i 

V A dt 2 = 

(22-15) 

T72 9 2 0 Pf 

V 2 ó - ue — v = - — 

Y * dt 2 ¿ 

(22-16) 

Se suelen expresar estas ecuaciones de una manera más compacta definiendo el operador 
D'Alembertiano como 


(22-17) 

de modo que se obtenga 


□ 2 A=-/xJ f □ 2 0=--^ 

(22-18) 

que hacen recordar las ecuaciones de Poisson (11-2) y (16-18). 

Si se supone que 90/ dt permanece finita en la capa de transición, de (22-14) y 
(9-7) se encuentra que las componentes normales de A son continuas a través de la super¬ 
ficie de discontinuidad, es decir, 


(22-19) 

lo que, combinado con (22-6), indica que el propio A es continuo, 


A 2 = A 1 

(22-20) 


justo como ocurrió en el caso estático, según (16-22). 
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22-3 Transformaciones de norma 

Casi al final de la sección 16-2 se vio que el requisito B = V X A sigue dejando alguna 
ambigüedad en el potencial vectorial, y en (16-24) y (16-25) también se vio que un 
nuevo potencial, Af , definido como 


A f = A + V x (22-21) 

proporciona la inducción B igualmente bien. Se observa que tal sigue siendo el caso aquí, 
sólo que se esperaría que el escalar x fuera una función tanto de la posición como del 
tiempo, de modo que se pueda escribir X = X ( r > 0- Sin embargo, ahora E depende tanto 
del potencial escalar como del vectorial y se desea, desde luego, encontrar el mismo 
campo eléctrico. Si se sustituye (22-21) en (22-3) se obtiene 

E = - -1 ( A ’ - v *> = - v(+ - %) ~ ^~ d 4 < 22 ' 22 > 


donde 


(22-23) 

Así, la forma de (22-3) se mantiene si también se modifica el potencial escalar de la mis¬ 
ma manera. En otras palabras, se obtienen los mismos campos E y B ya sea usando el con¬ 
junto de potenciales (A, <p) o el conjunto (Af, 0f). El tipo de transformación definida por 
(22-21) y (22-23) recibe el nombre de transformación de norma; así, se ha encontrado 
que las ecuaciones de Maxwell no cambian por una transformación de norma o un “cam¬ 
bio de norma.” Sin embargo, hay algunas restricciones que sería deseable imponer sobre 
X para que ambos conjuntos de potenciales satisfagan la condición de Lorentz. Si se susti¬ 
tuyen (22-21) y (22-23) en (22-14) se tiene 

V - A f + fte ~~ — V 2 X + = 0 (22-24) 

de modo que A+ y (¡f también satisfacen (22-14) siempre que 

V 2 X-^^T=D 2 X = 0 (22-25) 

át 

[En el caso de campos estáticos, (22-14) y (22-25) se reducen a los resultados anteriores 
(16-26) y (16-27).] 

También se puede verificar fácilmente que bajo esta suposición A+ y <¡f satisfacen 
las mismas ecuaciones diferenciales que A y <p satisfacen: 

□ 2 A t = - pj f DV = -~ (22-26) 

Cuando se manejan potenciales que cumplen con todos estos requerimientos, se dice que 
se ha utilizado una norma de Lorentz 


0 1 =<í>- 


9X 

3/ 
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Ejercicios 

22-1 Demostrar que (22-8) y (22-9) también pueden obtenerse empezando con (224) 
y (22-5) en lugar de regresar a las ecuaciones de Maxwell. 

22-2 Demostrar que si las distribuciones de carga y corriente libres y la polarización 
y magnetización son todas funciones dadas de la posición y del tiempo, entonces las 
ecuaciones generales que los potenciales satisfacen pueden separarse usando la forma de 
la condición de Lorentz apropiada para el vacío. Encontrar las ecuaciones diferenciales 
que A y <t> satisfacen bajo estas circunstancias. 

22-3 Encontrar las ecuaciones que los potenciales satisfacen para un medio isotrópico 
lineal pero no homogéno. 

22-4 Encontrar las condiciones de frontera que deben satisfacer las componentes norma¬ 
les de A. a partir de la condición de Lorentz (22-11), que involucra la conductividad. 

22-5 Considerar un medio i.h.l. no conductor. Si se requiere que V * A = 0, se dice que se 
está utilizando la norma de Coulomb. Encontrar las ecuaciones diferenciales que A y <¡> 
satisfacen en este caso. 

22-6 Demostrar que en una región i.h.l. no conductora en la que = 0 y = 0, los 
campos E y B pueden encontrarse en forma completa a partir de un potencial vectorial, es 
decir, que <p = const. (por lo general se toma como igual a cero). ¿Cuáles son las dos 
ecuaciones que determinan A? 

22-7 Considerar una región donde p f = 0, i f = 0, M = 0 y P es una función dada de la 
posición y del tiempo. Demostrar que (224) y (22-5) se satisfacen y que el campo elec¬ 
tromagnético puede ser obtenido de un solo vector it e tal que A = fi 0 c 0 (d‘a e /dt),<j>= - V -ir e 

Y — Po«o(9 2 ir í /3i 2 ) = — P/ í 0 . A este vector se le conoce como el vector de Hertz o poten¬ 
cial de polarización. Expresar E y B completamente en función de 7T e . y también de P si 
es que esto lleva a alguna simplificación. 

22-8 La esencia de este ejercicio es similar a la del anterior. Suponer que =0, Jj =0, 
P — 0 y M es una función dada de la posición y del tiempo. Demostrar que ahora se puede 
obtener el campo electromagnético a partir de un solo vector, n m , que satisface la 
ecuación V 2 w m -p 0 e 0 (3 2 ‘ir m /d/ 2 )= - p () M. Encontrar expresiones para A, 0, E y B en fun¬ 
ción de TX m . 
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Sistemas de unidades 


Se han estado utilizando exclusivamente unidades del SI que, para los propósitos que 
aquí' se persiguen, son las mismas que las del sistema MKSA, y en adelante se seguirá 
con la misma política. Esto significa que este sistema de unidades está basado en cuatro 
cantidades escogidas y definidas en forma arbitraría —metro, kilogramo, segundo y 
ampere. Principalmente por razones históricas basadas en el desarrollo originalmente 
separado de la electricidad y del magnetismo, también se han utilizado y se seguirán 
utilizando otros sistemas de unidades para estudiar este tema. Esto suele ser particular¬ 
mente notorio en estudios avanzados de física, especialmente en temas como la mecánica 
cuántica y sus aplicaciones sobre las propiedades microscópicas de la materia. Como resul¬ 
tado de esta situación, aquel estudiante cuyo entrenamiento se haya basado exclusiva¬ 
mente en el uso de unidades MKSA suele enfrentarse a menudo al problema de tener que 
contestar dos preguntas: ¿en qué sistema de unidades está escrita esta ecuación? ¿Qué 
números o factores se deben introducir para poder resolver este problema? Este capítulo 
pretende ser una guía para contestar estas preguntas. Por lo tanto, no se hace un estudio 
exhaustivo de los diferentes sistemas de unidades, sino que principalmente se trata de 
explicar cómo se originaron, qué efectos tienen sobre la forma de las ecuaciones que 
aquí se utilizan y qué hacer al respecto. Así, en cierto sentido, este pequeño capítulo 
viene a ser una digresión, pero ya que se ha terminado con la tarea de describir el electro¬ 
magnetismo en su forma más general y fundamental, es oportuno en este un punto con¬ 
siderar tales interrogantes. 


23-1 Origen de otros sistemas de unidades 

Para entender cómo pueden concurrir diferentes sistemas de unidades, baste considerar 
dos resultados experimentales básicos — uno electrostático y otro magnetostático. Según 
la ley de Coulomb (2-3), se sabe que la magnitud de la fuerza entre dos cargas puntuales 
tiene la forma 
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F=C '% ( 23 - 1 ) 

donde C e es una constante de proporcionalidad cuyo valor numérico depende de las uni¬ 
dades utilizadas. Anteriormente se eligió C e = l/4ne 0 . De manera similar, la magnitud de 
la fuerza por unidad de longitud entre dos corrientes paralelas está dada, según la ley de 
Ampere, por (13-13) y (13-14), pudiéndose escribir 


dF 

dz 



(23-2) 


donde C m es otra constante de proporcionalidad que antes se escribió como C m =ju 0 /4tt. 
Además, todos los sistemas de unidades utilizan la definición de corriente dada por 
(12-2 ):I=dq/dt. 

Si se utiliza siempre el mismo conjunto de unidades mecánicas en ellas, entonces las 
fuerzas implicadas tendrán la misma dimensión, y se puede observar que las combinacio¬ 
nes C e qq’/R 2 y C m II' deben también tener las mismas dimensiones, de modo que la 
relación 


C m 


= o 2 


(23-3) 


debe tener las dimensiones de (distancia/tiempo) 2 , es decir, c tiene dimensiones de velo¬ 
cidad. Este valor ha sido medido en numerosas ocasiones y el resultado experimental es 

c = 3x 10 8 metros/segundo (23-4) 


que es igual al valor medido para la velocidad de la luz en el vacío. El mejor valor de c que 
se conoce actualmente es 2.99792458 X 10® metros/segundo, pero el valor que se da en 
(23-4) es suficientemente exacto para los actuales propósitos. (Como se verá en el siguien¬ 
te capítulo, la concordancia entre esta relación y la velocidad de la luz no es accidental.) 
Ya se tomó en consideración este valor en los valores que se dieron a C e y C m , encontrán¬ 
dose que CJC m =(.4ne 0 y l /(p 0 /ü7t) =(p 0 e 0 Y 1 =(9 * 10 9 )/(10' 7 ) = (3 X 10* metros/ 
segundo) 2 según (2-5) y (13-2); esto concuerda con (23-3) y (23-4). En otras palabras, se 
cuenta con el resultado fundamental de que 

1 

N*o = 

c ¿ 

para el sistema MKSA que se está utilizando aquí. 

Los diversos sistemas de unidades que se utilizan en electromagnetismo difieren 
esencialmente en la manera en que se eligen estas constantes. Resulta evidente que cual¬ 
quiera de las constantes, C e ó C m , puede elegirse arbitrariamente, pero entonces el valor 
de la otra debe ajustarse al requisito de (23-3). 

Todos los demás sistemas de interés están basados en el uso del sistema CGS, en el 
que todo se expresa en función de la elección arbitraria de tres unidades fundamentales 
para longitud, masa y tiempo; éstas son el centímetro, el gramo y el segundo, respectiva¬ 
mente. Las unidades mecánicas se derivan después de la manera tradicional a partir de sus 
definiciones. Así, la unidad de la fuerza es 1 gramo X 1 centímetro/ (segundo) 2 = 1 dina. 
La unidad de trabajo o energía será el producto de la unidad de fuerza por la unidad de 
desplazamiento: 


(23-5) 
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1 dina-centímetro = 1 erg. La unidad de potencia será de 1 erg/segundo, y así sucesi¬ 
vamente. 

Otra distinción que se debe hacer entre sistemas de unidades se refiere al hecho de 
saber si son “racionalizados” o.“no racionalizados”. Lo que esto significa es que para un 
sistema racionalizado no existen factores de 4 ir en las ecuaciones de Maxwell, mientras 
que, como se verá adelante, sí aparecen si se utiliza un sistema no racionalizado. Las 
ecuaciones 21-19 a 21-22 demuestran que se ha estado utilizando un sistema de unidades 
MKSA racionalizado. (El uso de un sistema racionalizado no hace que 47r desaparezca, 
sino que simplemente significa que los 4ir se encontrarán en otros resultados que se deri¬ 
van de las ecuaciones de Maxwell; por lo tanto, la elección del tipo de sistemas a utilizar 
es cuestión de gustos.) 


23-2 Los sistemas electrostático y electromagnético 

Supóngase que se decide que la ley de Coulomb es un resultado fundamental que resulta 
ser el mejor punto para comenzar a definir un sistema de unidades para el electromagne¬ 
tismo. La inclinación natural en este caso sería darle a esta ecuación la apariencia más 
simple posible; esto puede ciertamente lograrse haciendo que C e — 1. Así, según (23-3), 
C m debe ser 1/c 2 , por lo que (23-1) y (23-2) quedarían 


F— 


sí 

R 2 


dF _ 21 r 
dz c 2 p 


(uee) 


(23-6) 


Este procedimiento lleva al sistema de unidades electrostático (uee). De la primera expre¬ 
sión de (23-6) se observa que dos cargas iguales unitarias separadas a un centímetro de 
distancia se repelerán entre sí con una fuerza de 1 dina; la unidad de carga que así se 
define recibe el nombre de estatcoulomb (de electrostático). La unidad de corriente 
será entonces 1 estatcoulomb/segundo = 1 estatampere, y la de la diferencia de potencial 
será 1 erg/estatcoulomb = 1 estatvolt. Se puede seguir este procedimiento para definir el 
estatfarad, el estathm, y así sucesivamente, desarrollando de esta manera una descripción 
completa y consistente. Sin embargo, en algún punto se deberá decidir cómo definir B y 
cómo relacionarlo con E; en este sistema esto se logra al escribir la ley de Faraday como 
V X E = - 9B/9 1 , o lo que es equivalente, se escribe la fuerza de Lorentz como q( E + v 
X B). Sin embargo, este sistema ya no se suele usar en su forma pura, por lo que lo visto 
hasta aquí debe ser suficiente. A veces se pueden encontrar algunas cantidades medidas 
en este sistema pero no dadas en estatamperes, estatfarads, etc., sino simplemente como 
tantas “unidades electrostáticas” o, más sencillamente, como tantas “uee”. 

Supóngase ahora que se tuviera mayor interres o habilidad en magnetostática que 
en electrostática; en este caso, la expresión (23-2) sería el punto de partida más lógico, 
por lo que se trataría de expresarla de la manera más sencilla posible. Esto se logra al 
tomar C m = 1, de manera que C e =c 2 , con lo que (23-1) y (23-2) quedarían 


F= 


c 2 qq' 

R 2 


dF _ 2IF 
dz p 


(uem) 


(23-7) 


De este procedimiento se obtiene el sistema de unidades electromagnéticos (uem). Se 
observa en la segunda expresión de (23-7) que dos corrientes rectas muy largas y para¬ 
lelas, separadas a 1 centímetro de distancia, se atraerán mutuamente con una fuerza de 
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2 dinas/centímetro; a la unidad de corriente resultante se le asigna el nombre de abampere 
(áe absoluto). La unidad de carga es 1 abcoulomb = 1 abampere-segundo y se puede con¬ 
tinuar este proceso para definir el abvolt, el abfarad, y por el estilo todos los demás; resul¬ 
ta también común encontrar únicamente la terminología “unidades electromagnéticas” o 
“uem.” Aquí también las definiciones de E y B se relacionan entre si' por medio de 
V X E = - bB/dt o por F —q{ E + v X B). El sistema electromagnético en esta forma pura 
prácticamente nunca se utiliza. El sistema que sí se utiliza mucho todavía y con el que es 
necesario estar bien familiarizado es el que se considera a continuación. 

23-3 El sistema gausiano 

Este es un sistema CGS no racionalizado y mixto en el sentido de que las cantidades eléc¬ 
tricas se miden en unidades electrostáticas mientras que las cantidades magnéticas se mi¬ 
den en unidades electromagnéticas. Para los propósitos presentes, baste simplemente 
enunciar las formas que adquieren las ecuaciones básicas en este sistema. Las ecuaciones 
de Maxwell en general son 


V-D = 4n Pf V-B = 0 


V XE = 


J_ 9B 
c 9 í 


V XH = 


4tt 19D 

c 1 + c 9 1 


(23-8) 


donde los diversos vectores de campo se interrelacionan por medio de 

D = E + 4^P H= B^4wM (23-9) 

y la fuerza de Lorentz es 

F = ? (E+^XB) (23-10) 

[De (23-8) se desprende que la ecuación de continuidad sigue teniendo la forma 
V J / +(9p / /9r)=0.] 

Cuando son aplicables, las diversas ecuaciones constitutivas se deben escribir como 


I) = t E H = B / /i J f = oE 

P = X,E M = x,„H 

de manera que 

e = 1 + 4ir Xe ¿¿=1+47%, 


(23-11) 


(23-12) 


Resulta fácil observar que las expresiones que implican los potenciales quedan como 

1 9A 

B= V X A E= — 

c ot 


mientras que las fórmulas relevantes de energía son 


(23-13) 
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U =¿(E-D + B-H) S=¿(EXH) (23-14) 

donde la primera se aplica a medios lineales. 

De lo anterior se desprende que todos los vectores de campo E, D, B, H, P y M 
tienen las mismas dimensiones; desde luego, esto no ha impedido que la gente les dé 
nombres diferentes a las unidades. Esto resulta más evidente con las cantidades magnéti¬ 
cas, y las de uso más común son como sigue: B, gauss; H, oersted; M, oersted (pero 
véase la siguiente sección); <3?, 1 gauss- (centímetro) 2 = 1 maxwell. 

De (23-9) se desprende también que en el vacío D = E y H =B. Las cantidades 
e, p, x e y x m 110 tienen dimensiones; sus valores numéricos se dan en la siguiente sección. 

Más aún, no resulta difícil encontrar en uso sistemas gausianos “modificados.” 
El más común es justamente como el descrito, excepto en que mientras que la carga se 
sigue midiendo en estatcoulombs (uee), la corriente se mide en abamperes (uem). Lo que 
de hecho ocurre con esto es un reemplazo de cualquiera que sea el símbolo que se use para 
la corriente, por c multiplicada por ese símbolo (por ejemplo, -*cJy). La única ecua¬ 
ción de Maxwell afectada por esto es la ley de Ampere y, por lo tanto, la ecuación de con¬ 
tinuidad, que quedan 

VXH=44+-? V-J / +-^=0 (23-15) 

! c dt J c ót 

Por último, el sistema Heaviside-Lorentz no es sino un sistema gausiano racionalizado; 
cuando se le usa, el efecto que produce es remplazar todas las 4 ?r de las ecuaciones (23-8) 
a (23-12) por la unidad; por ejemplo, se obtienen V • D = p^ y D = E +P. Los factores 
c siguen estando presentes. 

Si algún autor en particular no aclara el sistema de unidades que utiliza, es 
posible deducirlo al observar la forma de algunos de los resultados fundamentales, de pre¬ 
ferencia las ecuaciones de Maxwell. 


234 Cómo manejar el sistema gausiano 

En principio, es posible derivar cualquier resultado en el sistema gausiano a partir de las 
ecuaciones de Maxwell (23-8) y utilizando las expresiones (23-9) a (23-13) según se 
requiera. Esto no siempre resulta muy conveniente, por lo que sería conveniente contar 
con algún método que permita transformar un resultado dado en el sistema gausiano a 
su correspondiente en el sistema MKSA y viceversa. La tabla 23-1 proporciona la receta 
para lograrlo. Para usar esta tabla se remplaza un símbolo en la columna marcada para el 
sistema en que está escrita la fórmula con el símbolo o combinación de símbolos listada 
para el otro sistema. Los símbolos que representan cantidades esencialmente mecánicas 
no cambian. 

Ejemplo 

Transfórmese V * D = según se da en (21 -19). Según la tabla, se obtiene V ■ [(c 0 /47r) l ' /2 
D]= (4?r€ 0 ) 1/2 p / , que se reduce a A • D = 4jrpj-, como se apuntó en (23-8). 

Ejemplo 

Transfórmese la expresión dada en (23-14) para el vector de Poynting a su forma en el 
MKSA. Dado que S es un flujo de energía, no cambia, y al ir de la columna gausiana a la 
del MKSA se obtiene 
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que es justamente (21-59). 

El uso de la tabla 23-1 suele producir algún error cuando ésta se aplica a una ecua¬ 
ción en sistema gaussiano que se ha derivado para el vacío. La razón es que, como en este 
caso D — E y B — H, existe una tendencia a utilizar estos símbolos intercambiados indis- 


Tabla 23-1 

Conversión de símbolos en las ecuaciones. 

Los símbolos que representan cantidades esencialmente mecánicas 
(longitud, masa, tiempo, fuerza, trabajo, energía, potencia, etc.) no 
cambian (ni tampoco sus derivadas) Para convertir una ecuación escrita 
en el sistema MKSA a la correspondiente en el sistema gaussiano, reem¬ 
plazar el símbolo bajo la columna MKSA por el listado bajo la columna 
gaussiana. Se puede utilizar la tabla también para pasar una ecuación gau- 
ssiana al sistema MKSA yendo de derecha a izquierda en ella. 


CANTIDAD 


Capacitancia 

Carga 

Densidad de carga 

Conductividad 

Corriente 

Densidad de corriente 
Constante dieléctrica 
Momento dipolar (eléctrico) 
Momento dipolar (magnético) 
Desplazamiento 
Campo eléctrico 
Inductancia 
Campo magnético 
Flujo magnético 
Inducción magnética 
Magnetización 
Permeabilidad 

Permeabilidad (relativa) 
Capacidad inductiva específica 

Polarización 
Resistencia 
Resistividad 
Potencial escalar 
Velocidad de la luz 
Susceptibilidad 
Potencial vectorial 


MKSA 

GAUSSIANO 

c 

4 TTíflC 

q 

(4m 0 )' /2 q 

p, (a, A) 

(4m 0 )' /2 p, (a, A) 

a 

4 m 0 a 

I 

(4^ 0 )'/ 2 I 

J (K) 

(4 OTo ) 1 /2j, ( K ) 

K e 

€ 

P 

(4t7€ 0 ) 1/2 P 

m 

(4 ir//X q) 1 /2 m 

D 

(£ 0 /477)>/2 D 

E 

(4ot 0 )“D2 E 

L 

(4tt£ 0 ) 'L 

H 

(4^0)-'/^ 

<I> 

(Mo^sr)'/^ 

B 

(p u /4^y/ 2 B 

M 

(4 V/Ai)' 72 M 

P 

(1) K mPo> entonces 

(2) K m ^>¡X 

V'! 

P 

e 

(1) K e c 0 , entonces 

(2) K e -*e 

P 

(4^0)'/ 2 P 

R 

(4m 0 r'R 

P 

(4ttí 0 y'p 


(477£ 0 )~' /2 ó 

(ft>«c>r' /2 

C 

V’ (Xm) 

(Xm) 

A 

(Po/4‘7T) >/2 A 
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criminadamente, lo que resulta en ambigüedades debidas a que los factores de conversión 
de la tabla 23-1 son diferentes para los miembros de cada uno de estos pares. Por ejemplo, 
resulta muy común encontrar esa situación en la ecuación que conecte el campo con el 
potencial vectorial, normalmente escrito como H = V X A, la cual se ve rápidamente que 
no se transforma por medio de la tabla a la ecuación MKSA correspondiente B = V X A, 
aunque sí resulta p 0 H = Y XA que es correcta para el vacio. 

La cuestión de convertir la forma de una ecuación es diferente de la de convertir¬ 
los valores numéricos de una cantidad física dada, de un sistema de unidades a otro. 
Por ejemplo, los datos están dados numéricamente en unidades gaussianas y es necesario 
sustituir sus valores numéricos equivalentes en una fórmula MKSA, o al revés. En este caso 
se requiere de una tabla de conversión numérica, siendo la tabla 23-2 adecuada para la 


Tabla 23-2 Tabla de conversión para valores numéricos 


CANTIDAD 

MKSA 

GAUSSIANO 

Longitud 

1 metro (m) 

10 2 cen t ímetros (cm) 

Masa 

1 kilogramo 

10 3 gramos 

Tiempo 

1 segundo 

1 segundo 

Fuerza 

1 newton 

10 5 dinas 

Trabajo, energía 

1 joule 

10 7 ergs 

Potencia 

1 watt 

10 7 ergs/segundo 

Capacitancia (C) 

1 farad 

9X 10 a estatfarads 

Carga (q) 

1 coulomb 

3 X 10 9 estatcoulombs 

Densidad de carga (p) 

1 coulomb/m 3 

3X10 3 estatcoulombs/cm 3 

Conductividad (a) 

1 (ohm-m) -1 

9x 10 9 (estatohm-cm)' 1 

Corriente (/) 

I ampere 

3 X10 9 estatamperes 
= 10" 1 abamperes 

Densidad de corriente (J) 

1 ampere/m 2 

3 X 10 5 estatamperes/cm 2 

Desplazamiento (D) 

1 coulomb/m 2 

1217-XlO 5 estatvolts/cm 

Campo eléctrico (E) 

1 volt/m 

j x 10~ 4 statvolt/cm 

Inductancia (L) 

1 henry 

t X 10" 11 estathenrys 

Campo magnético (H) 

1 ampere/m 

4ttX 10“ 3 oersted 

Flujo magnético (i») 

1 weber 

10 8 maxwells 

Inducción magnética (B) 

1 weber/m 2 = 1 tesla 

10 4 gauss 

Magnetización (M) 

1 ampere/m 

10~ 3 oersted 

Polarización (P) 

1 coulomb/m 2 

3 X 10 5 statvolt/cm 

Potencial (</>) 

1 volt 

fjg estatvolts 

Resistencia (R) 

1 ohm 

j X 10~ u estatohms 


mayoría de las situaciones. En cada renglón se da la misma cantidad expresada en dife¬ 
rentes unidades; es decir, los términos de cada renglón son iguales. Los diversos factores 
3 que aparecen provienen del uso de c = 3 X 10® metros/segundo; esto no se aplica a 
potencias de 10. Otras conversiones que se requieran pueden derivarse con el método 
tradicional de multiplicar por el número uno expresado por una relación apropiada y 
cancelar las unidades; por ejemplo, se puede escribir 1 = 10 3 gramos/1 kilogramo. 

Aunque H y M se miden ambos en ampere/metro en el sistema MKSA, se puede 
observar que los factores de conversión a oersteds son diferentes para cada uno de ellos; 
esto es consecuencia del 4 n de (23-9), aplicándose una observación similar para el caso 
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de D y P. No es difícil encontrar la magnetización expresada en gauss, en lugar de oersteds; 
en la mayoría de tales casos, el autor realmente quiere decir “oersteds”, pudiéndose con 
seguridad simplemente cambiarle el nombre y usar el factor dado en la tabla para M. En 
contadas ocasiones, el autor realmente quiere decir “gauss”; lo que normalmente signifi¬ 
ca esto es que él o ella tiene en mente una definición MKSA del momento dipolar 
magnético igual a ¡i 0 veces la expresión (19-20); esto haría que la relación entre los vec¬ 
tores magnéticos tome la forma B=/i 0 H +M en lugar de (21-24). En ese caso, sería apro¬ 
piado medir B y M en las mismas unidades; sin embargo, esta situación es muy rara. 

Cuando se buscan los valores numéricos de las cantidades permeabilidad, constante 
dieléctrica y susceptibilidad, es muy común encontrarlos expresados en unidades gausia- 
nas. Las relaciones numéricas entre estos parámetros en los dos sistemas son: 


K íMKSA"( ) C Gausiano 

(23-16) 

V 0 / MKSA 


- ( = 

^mMKSA I ,, f ^Gausiano 

\ ro / MKSA 

(23-17) 

XmkSA 47TX Gausian o 

(23-18) 


donde la última relación es válida tanto para x e como para x m ■ (Véase también el ejer¬ 
cicio 20-17). 

Ejercicios 

23-1 Utilizando (23-6), expresar las dimensiones de un estatcoulomb en función de cen¬ 
tímetros, gramos y segundos. De menera similar, utilizar (23-7) para hacer lo mismo con 
el abampere. 

23-2 Demostrar que 1 estatcoulomb/(centímetro) 2 = 1 estatvolt/centímetro. Demostrar 
también que 1 estatfarad = 1 centímetro y que 1 estatohm = 1 segundo/centímetro. 

23-3 Demostrar que todas las ecuaciones (23-8) a (23-13) pueden obtenerse si se aplica 
la tabla 23-1 a las ecuaciones MKSA correspondientes. 

23-4 A partir de las ecuaciones expresadas en forma gausiana, derivar las ecuaciones 
diferenciales que A y $ satisfacen y la condición de Lorentz para un medio i.h.l. Verificar 
que son las mismas que se obtienen por medio de la tabla 23-1. 

23-5 Utilizar (23-8) y (23-9) para obtener la capacitancia de un capacitor de placas 
paralelas con superficie de placas igual a A y separación d, y vacío entre las placas. 
Verificar que el resultado obtenido es consistente con la tabla 23-1 y el ejercicio 23-2. 
23-6 Utilizar (23-8) para demostrar que la fem inducida se expresará en unidades 
gausianas como & = -c' 1 (d 4> ¡dt). Si la autoinductancia se define también de la manera 
usual como '(k — ~ Lidlldt ), demostrar que la análoga de (17-55) debe ser L = <P/cI. De¬ 
mostrar entonces que 1 unidad gausiana de inductancia = 1 estathenry = 1 (segundo) 2 / 
centímetro. Utilizar ahora (23-8) y (23-9) para encontrar la autoinductancia de una 
longitud de un solenoide ideal infinitamente largo de sección S, de n vueltas por unidad 
de longitud y con vacío en su interior. Verificar que el resultado es consistente con la 
tabla 23-1 y el resultado anterior por lo que se refiere a sus dimensiones. 

23-7 Utilizar (23-8) y (23-11) para derivar el teorema de Poynting para un medio isotó¬ 
pico lineal, y así demostrar que los resultados dados en (23-14) son adecuados. 

23-8 Como un ejercicio numérico sencillo en el uso de la tabla 23-2, suponer que H y M 
son paralelos y que tienen los valores deaampere/metroy/5 ampere/metro respectivamente, 
siendo a y números. Encontrar B en weber/(metro) 2 , B en gauss, H en oersted, y M 
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en oersted. Demostrar que cuando los valores encontrados para H y M se sustituyen en 
(23-9) se obtiene el mismo valor de B que se logró por conversión directa de B mismo. 
23-9 Verificar que (23-16) a (23-18) son correctas. (Clave: como en el ejercicio anterior, 
tomar un valor numérico específico para la cantidad apropiada y realizar todas las con¬ 
versiones.) 




Capítulo 

24 

Ondas planas 


El principio, se acepta que cualquier solución de las ecuaciones de Maxwell que satisfaga 
condiciones de frontera dadas en un posible campo electromagnético que podría ser pro¬ 
ducido por una distribución-apropiada de cargasy corrientes. Sin embargo,en la prácticano 
resulta conveniente tratar de resolver ecuaciones de Maxwell indiscriminadamente, sino 
buscar soluciones de algún tipo en particular, o aquéllas que parezcan ser apropiadas para 
la situación de interés en un momento dado. En primerlugar se estudian varios ejemplos de 
este último procedimiento para campos que dependen del tiempo, postergando de momento 
la cuestión de cómo se podrían producir dichos campos en caso de que se deseara hacerlo. 

En el resto de éste libro, a excepción de algunas partes del apéndice B, se supone 
que los medios con los que se trata son isotrópicos lineales y homogéneos en todas sus pro¬ 
piedades. 


24-1 Ecuaciones separadas para E y para B 

Para empezar, supóngase que no existen cargas o corrientes libres externas en la región de 
interés, es decir, que se toma p f = 0 y J^' = 0. En este caso (21-45) quedan como 


V-E = 0 

(24-1) 

VXE=-» 

9 1 

(24-2) 

V -B = 0 

(24-3) 

BF 

V X B = ixoE + jut - gj- 

(24-4) 


Se puede eliminar uno de los campos de la siguiente manera. Si se toma el rotacional 
de (24-2) y se utilizan (1-122), (24-1) y (244), se encuentra que 


Vx(VxE) = V(V-E) — V 2 E= — V 2 E = 


_ 3 _ 

9 / 


VXB = 


9E 

■ lia lu~ lie 


9 2 E 
9 1 2 


459 



460 


Ondas planas 


o sea 

r 72 i- 9E 9 2 E 

v E-/xo-^=° (24-5) 

De exactamente la misma manera, A X (A X B) conduce a 

V 2 B — fia — jue = 0 (24-6) 

Se puede observar que E y B por separado satisfacen la misma ecuación. Asi', si p(r, t) es 
cualquiera de las seis componentes rectangulares de E y B, se encuentra que 

D-^-o (24 - 7 > 

de modo que, de hecho, únicamente se tiene una ecuación escalar por resolver. 

Sin embargo, este último resultado no significa que se pueda tomar cualesquiera seis 
soluciones arbitrarias de (24-7), llamarles^ E y B z , de cualquier manera y considerar 
que el resultado sea un posible campo electromagné tico. La razón es que los campos deben 
de todas formas satisfacer las ecuaciones de Maxwell dadas arriba, lo que impone ciertas 
restricciones sobre E y B. Esto ha ocurrido porque se derivaron las ecuaciones de Maxwell 
para obtener (24-5) a (24-7) y durante el proceso de derivación siempre se pierde algo de 
información. Sin embargo, se puede continuar de esa manera aunque finalmente se tenga 
que satisfacer (24-1) a (244) también. 

Resulta aquí'conveniente tratar de simplificar un poco las cosas. 


24-2 Ondas planas en medios no conductores 

En primer lugar supóngase que el medio no es conductor.es decir, a = 0; entonces (24-7) 
toma la forma 


= 0 (24-8) 

que se conoce como la ecuación de onda tridimensional. Aunque más adelante se regresará 
a (24 - 8), búsquese ahora una función i p del tipo especial p = 'P(z.t). En otras palabras, 
que para cualquier t. p es independiente de x y y, de modo que dado cualquier valor de z, 
p es constante sobre el correspondiente plano infinito paralelo al plano xy; uno de tales 
planos se indica en la figura 24-1. En este caso (24-8) se vuelve 


d 2 p 
d z 1 



= 0 


(24-9) 


que es la ecuación de onda unidimensional. 

En esencia, el término onda se utiliza para describir una configuración (o forma) 
que se propaga, es decir, que viaja. Así,una función f(z,t) — f(z-vt), en la que zyt aparecen 
únicamente en la combinación z — vt, siendo v una constante, puede tomarse como una 
onda que viaja en el sentido positivo de la dirección z a velocidad v. (A esto se le llama una 
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onda plana porque / es constante sobre el plano z = const.). Se puede verificar lo anterior 
por medio de la figura 24-2. Considérese el valor de / en t - 0 y z = 0: f(0)=fg. En un 
tiempo posterior, t 0 , f volverá a tener el mismo valor f 0 en una nueva posición z 0 tal que 
el argumento vuelva a ser igual a cero, es decir, f(z 0 - vt 0 ) = f 0 -f( 0), de modo que 


z o=v‘ 0 


(24-10) 


En otras palabras, el valor particular/=/ 0 , que aparecióenz = Oy í = 0, se han movido aho¬ 
ra a la nueva posición z 0 dada por (24-10), es decir, a un punto alcanzado al viajar con ve¬ 
locidad constante v. Se pueden hacer observaciones similares con respecto a los valores de 
/en t = 0, siendo el resultado neto que toda la configuración se ha movido en la dirección 
positiva de z una distancia vtg. De manera similar, se puede demostrar que g(z + vi) repre¬ 
senta una onda de forma arbitraria que se mueve en la dirección negativa de z, es decir, 
hacia la izquierda, con rapidez v y por lo tanto con una velocidad v. 

Se desea aquí' demostrar que es posible demostrar una solución completamente ge¬ 
neral de (24-9) en la forma 


^(z,l)=f(z~vt) + g(z + vt) (24-11) 

donde f y g son funciones arbitrarias. Para lograrlo, sea w = z — vi; así, se puede escribir 
f = f( w ), encontrándose que 


8 f _ _c(f_ dw_ _ df 
9 z dw 9z dw 


9 2 f _ d 2 f dw _ d 2 f 
9 z 2 dw 2 9 2 dw 2 


y 
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mientras que 

= _ 3 2 / _ d 2 f 3w _ d 2 f 

3 1 dw 3 1 V dw y 0/ 2 ' dw 2 dt ' dw 1 

Al sustituir estos resultados en (24-9) se obtiene 

que demuestra que f(z — vt) es una solución siempre que v 2 pe = 1, o séa que 


v — 



(24-12) 


De manera similar puede demostrarse que g(z + vt) es una solución de (24-9), con v dada por 
la misma expresión (24-12). De esta manera se puede ver ya que los campos electromagné¬ 
ticos pueden tomar la forma de ondas planas que propagan en la dirección z , estando la 
velocidad de las ondas determinada exclusivamente por las propiedades electromagnéticas 
del medio, dadas por el producto /re. 

Es común expresar (24-12) de una manera algo diferente; si se utilizan (10-53), 
(20-55) y (23-5), se ve que se puede escribir 


v= — 
n 

n = Vk„/c„ 


(24-13) 

(24-14) 


donde n recibe el nombre de índice de refracción del medio, y es una cantidad sin dimen¬ 
siones. Para el vacío, n = 1 y la velocidad de la onda es simplemente c, que, como ya se hi¬ 
zo notar tras (234), es igual a la velocidad medida para la luz en el vacío. Maxwell fue el 
primero en obtener este resultado y tanto él como otros muchos desde entonces lo han 
tomado como una fuerte evidencia de que las ondas de luz son realmente ondas electro¬ 
magnéticas. Desde los tiempos de Maxwell se ha acumulado una gran cantidad de evidencia 
adicional en apoyo a esta idea—tanta de hecho, que hoy en día se acepta umversalmente 
como cierta. Lo que es más, el concepto de ondas electromagnéticas se han extendido 
mucho más allá de la mera descripción de la luz visible, tanto en forma experimental como 
teórica. 

Al sustituir (24-12) en (24-9) se encuentra que la ecuación de onda se puede expre¬ 
sar en la forma 


d 2 \p _ 1 3 2 i p 
3 z 2 v 2 dt 2 


(24-15) 


Aunque se sabe que (24-11) representa una solución general de esta ecuación,resulta muy 
general para el propósito presente, por lo que deben considerarse otras soluciones de 
forma más específica. Para tener una idea del tipo que se desea estudiar, tómese de nuevo 
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la ecuación (24-15) y apliqúese a ella el método de separación de variables que resultó 
tan útil en las secciones 114 y 11-5; en otras palabras, inténtese con la forma \p(z,t) = Z 
(. z)T(t ). Al sustituir esto en (24-15), dividir después entre ZT y proceder de la manera 
normal, se encuentra que 


1 d 2 Z 
Z dz 2 


1 d 2 T 
v 2 T dt 2 


= const. = 


-k 2 


Se tienen asi' dos ecuaciones diferenciales: 


—+ /t 2 z=o y ^+w 2 r=o 

dz 2 dt 2 


donde 



(24-16) 


(24-17) 


Las soluciones generales para (24-16) pueden escribirse como Z k (z) -q^ pifcz + 0 k e-ikz 
y T k (i) = ~ík elU3t + 6 k e- iu>! donde a k |3 fci y k¡ y 8 k son constantese i = \/ —1. Sise mul¬ 
tiplican estos dos resultados entre sí se obtiene una solución de la ecuación de onda para 
este valor particular de £ y la to correspondiente dada en (24-17). Dado que bien puede 
haber varios valores aceptables de k, y debido a que (24-15) es una ecuación diferencial 
lineal, la suma de soluciones de esta misma forma es también una solución. Por lo tanto, 
si se suman estos productos Z k T k con respecto a todos los posibles valores de k, se obten¬ 
drá la solución general de la ecuación de onda, la cual tiene la forma 


k 

+ 2 [cc k y k e‘^ + ^ + P k 8 k e-^ + ^] (24-18) 

k 

Por medio de (24-17) se puede observar que los argumentos de los términos exponenciales 
son todos de la forma kz + coi = k[z + (c o¡k)t] = k(z + vi), de modo que se parece ahora 
a (24-11) y, de hecho, la primera suma de (24-18) puede identificarse con/, mientras que 
la segunda suma es igual a g. Se ha encontrado así que la solución de la ecuación de onda 
unidimensional puede expresarse como una superposición de ondas planas sinusoidales. 

Se puede reducir aún más la complejidad de (24-18). Considérese el término que 
abarca a e l (kz - u>t); por razones que resultarán evidentes más adelante, siempre se toma 
a co como una cantidad positiva. Si resulta que también k es positiva, esta forma represen¬ 
ta una onda plana que viaja en la dirección positiva de z a velocidad v = u>/k. Si k es nega¬ 
tiva, se puede escribir k = — \k\, llegándose a la forma e - -i(\k\g + c ot), la cual es una onda 
plana en la dirección negativa de z a velocidad v = co/|fc|. Por lo tanto, es lo que concierne 
al primer término de cada una de las sumas de (24-18), lo único que se necesita considerar 
viene siendo la forma simple eH kz - y el signo de k (positivo o negativo) indicará 
el sentido del movimiento de la onda. Los otros términos exponenciales de (24-18) son 
simplemente los conjugados complejos de los que se acaban de estudiar, teniendo también 
la forma apropiada. De acuerdo con todo esto, para el presente propósito será suficiente 
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estudiar el comportamiento de una sola onda plana prototipo para un valor particular de 
k (y la cu correspondiente), que puede tomarse como la de la forma 


P(z,t) = (24-19) 

donde i p 0 es una constante; la solución general se puede construir como la suma de los 
términos encontrados a partir de ésta, como se muestra en (24-18). [La forma (24-19) es 
la forma normal de representar una onda plana en física; sin embargo, en algunos otros li¬ 
bros el término exponencial se escribe como e*( wí - k¡¡ ), es decir, como la conjugada 
compleja de (24-19). Además, muy a menudo se suele encontrar la notación / en lugar de 
i para y/- 1. Hablando en términos generales, pueden compararse los resultados si se 
reemplaza la i por -i por ±/, según sea el caso]. 

Dado que p representa una componente de E o B, es una cantidad física y por lo 
tanto debe ser real. Sin embargo, resulta más conveniente manejar funciones exponencia¬ 
les que funciones con senos y cosenos, de modo que resulta práctica común seguir escri¬ 
biendo p en la forma (24-19), suplementando este procedimiento con una convención: si 
p (o E o B) se escribe o se encuentra en forma compleja, se toma la parte real como la 
solución significativa desde el punto de vista físico, es decir, 

P física =Re^ = Re [ to e ' Xk2 - a0 ] (24-20) 

(Esta convención resulta posible porque la ecuación de la onda es lineal, de modo que la 
parte real de oj y su parte imaginaria son soluciones separadas). Dado que por lo general 

la amplitud p 0 es en sí misma compleja, resulta útil contar con formas explícitas para la 
parte real. Si se escribe \po en función de su parte real, p 0 r, y de su parte imaginaria, 

Po = 'Por + ¿Po. i (24-2 1) 

y se utilizan 

e' u = eos u + i sen u e~ iu =cosu — /sena (24-22) 

se encuentra que (24-19) se vuelve p = ('Por + ‘Por)l cos (^ z ~ <*>0 + i sen(fe - tu/)], de 
modo que 

Re^ = p 0R eos (kz - cot) — p 0/ sen (kz — ut) (24-23) 

Otro maneral útil de expresar un número complejo es en función de una amplitud real, 
Poa > Y un ángulo de face ú: 

( 24 ' 24 ) 


Se observa que estas diversas cantidades están relacionadas entre sí por 
Por = Poa eos # p 0 i = p 0a sen & 


Poa ~(PoR^~Po/) f aíl ^ 


Poi 


(24-25) 
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Cuando se constituye (24-24) en (24-19) ésta se convierte en i p = ^o a c i( - kz - w( + d) de 
modo que 


Ret// = \pQa eos (kz — ut + ü) (24-26) 

que muy a menudo resulta ser una forma conveniente. Asi", una amplitud compleja \¡/ 0 
significa que existe un factor de fase, ó, en la onda plana sinusoidal. 

La ecuación 24-26 muestra, por ejemplo, que una onda plana sinusoidal es periódica 
tanto en el espacio como en el tiempo. Al período espacial, X, se le denomina longitud de 
onda, y el período temporal, T, está relacionado con la frecuencia v por T = 1/y. Estas 
cantidades pueden relacionarse con k y con co como sigue: Dado que el período de un co¬ 
seno es 2n, la función de (24-26) se repetirá siempre que su argumento cambie por 2rr. 
Por lo tanto, para una t fija, A|(fcz - c ot + ó)| = 2tt =\kdz\ = |fc|X de modo que |&| = 2 jt/X. 
De manera similar, para una posición fija, A\(kz - coi + d)| = 2rr = co At = c oT y cu = 2n¡T 
= 2nv. Por tanto,las relaciones son 


\k\= co = 2 itv=-y (24-27) 

Segün (24-17), se tiene que \k\ = co/v y cuando (24-27) se combina con esto se obtiene el 
conocido resultado para una onda plana sinusoidal 


v = v\ 


(24-28) 


A la cantidad k se le denomina la constante de propagación y se mide en (metros) 
es la frecuencia (angular) y se mide en (radianes)/segundo, mientras que v se mide en hertz 
como ya se vio justo antes de (17-14). Como resultado de todas estas relaciones, existe 
una gran variedad de maneras en que se pueden expresar las ecuaciones relacionadas 
con una onda plana; por lo general, aquí se seguirá utilizando (24-19) por economía en la 
notación. 

El argumento de la exponencial, kz - coi, recibe el nombre de fase de la onda, de 
modo que la velocidad v viene a ser la rapidez a la que un valor definido de esta fase viaja; 
de acuerdo con esto, a v se le conoce como velocidad de fase. 

Las tres características de la onda (k, co,i>) se relacionan en el resultado anterior 
(24-17). Las propiedades del medio determinan v, según (24-12); así, las otras dos (k y co) 
no pueden ser escogidas de manera independiente. Dado que co (o v ) se determina por lo 
general por la fuente que produce la onda, es costumbre tomar a la frecuencia como la 
variable independiente que caracteriza la onda, de modo que k se vuelve la variable de¬ 
pendiente del conjunto. 

Puesto que se ha decidido considerar sólo la forma (24-19) de 0, todas las compo¬ 
nentes de E y B tendrán también esta forma, es decir, para una onda plana sinusoidal 
se tendrá 


E = E 0 e'<* z “"° B = (24-29) 

donde E 0 y B 0 son amplitudes vectoriales constantes apropiadas que deben relacionarse 
entre sí de manera que satisfagan las ecuaciones de Maxwell. Estas formas permiten sim- 
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plificar la expresión de esas ecuaciones. Dado que \p es una función únicamente de z y de 
t, se encuentra a partir de (24-19) que 

dx dy ° dz lk * 3 1 ~ (24-30) 

y por lo tanto V. E = 3 E z /d z =4kE z y V - B~ikB z . De manera similar se encuentra que 
V X E = ik(— E y k + E x y), con una expresión correspondiente para y X B; también se 
tiene que 9B/3í = — ¡ojB. Sustituyendo estas expresiones en (24-1) a (244), haciendo o = 
0 y utilizando (24-12), se encuentra que las ecuaciones de Maxwell para una onda plana 
que viaja a una dirección z en un medio no conductor son 


kE z =0 

k(-E y x+E x y) = «B 


kB z = 0 

k{ — B x + B x f) = - E 
v 


(24-31) 


Se les puede escribir en forma más compacta y útil si se observa que E z =l ■ Ey quesÉTÍyít 
+ E x y = t X E, con expresiones similares para B; asi', es posible escribir (24-31) como 


Az-E = 0 Az-B = 0 
¿zXE = wB A-zXB=--^E 


(24-32) 


recordando que la dirección de propagación está dada por + z, según sea el signo de k. 

Supóngase que k = 0; en este caso es posible que E z 4 0 y que B z 4 0 Pero de 
(24-17) se observa que en este caso cu = 0 también, de modo que, de hecho, se tiene una 
situación estática. Aunque esto es posible, no es de primordial interés aquí. 

Para un caso no estático, lo 4 7 0 y por lo tanto k / V (J. Se ve entonces que según las 
dos primeras ecuaciones de (24-32) se debe tener que E z = 0 y B xt >. Por lo tanto, ni B ni 
E tienen componentes en la dirección de propagación, es decir, que tanto B como E son 
perpendiculares a ella; en otras palabras, la onda electromagnética plana es una onda trans¬ 
versal. De kz X E = uB se observa que B es perpendicular a E, lo que también se despren¬ 
de de la última ecuación de (24-32). l odo esto significa que los dos vectores forman un 
conjunto mutuamente perpendicular; esta situación se ilustra en la figura 24-3 k positiva. 
Como también se indica en la figura, el vector de Poynting5' = EX H = (EX B)/p está en 
la dirección de propagación. Si se resuelve la tercera ecuación de (24-32) y se utiliza (24-17), 
se encuentra que 

k I 

B = —zXE=—¿XE (24-33) 

to t 


f 



Figura 24-3 Relaciones entre vectores 
de campo, dirección de propagación y 
flujo de energía para una onda plana 
transversal. 
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demostrando que las magnitudes de los campos se relacionan por 

l B l = ^ l £ l = ^ l E l = ^ |E| = ~ |E| (24-34) 

de tal forma que para el vacio, |B|/|E| = 1/c. 

Según (24-29), las ecuaciones anteriores son válidas también para las amplitudes 
vectoriales E 0 y B 0 , ya que los factores exponenciales se cancelan en ambos lados. Además, 
si E 0 tiene la forma compleja E 0 = Eoae ¿1í , estas relaciones también son válidas paralas 
amplitudes reales E oa y B 0a . En consecuencia, si se requiriera tomar las partes reales de 
las soluciones, como se hizo en el caso de (24-26), se obtendrían 

E r eai ~ E 0a eos (kz ce/ -t- ti) B real = eos {kz -ut + &) (24-35) 

Dado que los argumentos de los cosenos son los mismos en ambos casos, se dice que los 
dos campos están en fase —se vuelven cero juntos, alcanzan sus máximos juntos, y así su¬ 
cesivamente. La figura 244 ilustra esta situación para k positiva y un instante definido, es 
decir, la figura muestra una “instantánea” de los campos en función de la distancia a lo 
largo de la dirección de propagación. Para un observador en un punto fijo (z = const.), la 
dependencia de los campos con respecto al tiempo, descrita en (24-35), puede visualizarse 
si se imagina que esta imagen se mueve en la dirección positiva del eje z con velocidad v. 
[Para simplificar se ha supuesto que E (y B) descansan siempre sobre el mismo plano, es 
decir, que se encuentra linealmente polarizado; se volverá a tocar este punto en la sección 
24-7], 

Aunque no se ha utilizado explícitamente la última relación de (24-32), es decir, 
ki X B = (íu/v 2 ) E, se puede verificar fácilmente que es consistente con (24-33). 
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Se supone ahora que o ¥= 0, pero se seguirá considerando que p f = 0 y que ij- = 0. La ecua¬ 
ción apropiada para cualquier componente de E y B es ahora (24-7), que queda como 


ÍÍÉ _ .... _ „ dV 

dz 2 ^ dt ^ di 2 


= 0 


(24-36) 
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cuando \¡J — \p ( z,t). Se vuelve a intentar resolverla con una onda plana de forma (24-19) 
y cuando e'sta se constituye en (24-36) se encuentra que k y co deben ahora estar relaciona¬ 
das entre sí por la relación de dispersión 


k 2 — + íío[jxj (24-37) 

en lugar de (24-17). Dado que sólo interesan aquí los campos que varían en forma armó¬ 
nica con el tiempo, es decir, que no se amortiguan con el tiempo, se requiere que co sea 
tanto real como positiva. Por lo tanto, solamente puede satisfacerse (24-37) si k es una 
cantidad compleja; de acuerdo con esto se supone que k tiene la forma 

k= ±(a + ifi) (24-38) 

donde a y (3 son reales y positivos. Sustituyendo en (24-37) se obtiene 

a 2 — fi 2 + 2/cq8 = w 2 /xe + iu¡w (24-39) 

Dado que las partes real e imaginaria deben ser iguales por separado, se tienen 

a 2 — p 2 ~u> 2 pt (24-40) 

2a ft = ojfLo (24-41) 


donde se ha supuesto que p,e y a son reales; en la sección 24-8 se vuelve a tocar este punto. 
Ahora se pueden despejar a y ¡3, resultando 



(24-42) 

(24-43) 


(Nótese que cuando o - 0 las ecuaciones anteriores se reducen a a = u> y/Jte = u>/v y ¡3 = 0, 
como debería ser). 

Estos resultados se suelen expresar en función de un parámetro sin dimensiones, Q, 
que, por razones que se darán más adelante, se define como 



de manera que 





(24-44) 


(24-45) 


(24-46) 
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Más aún,muy a menudo resulta conveniente expresar k en la forma 

k = \k\e‘ ü (24-47) 

de modo que al utilizar (24-22) y (24-38) se obtiene que k-ct + ifi- |X'|(cosfi + ísenfi) y, 
por lo tanto. 


a = |fc| cosfi fi = \k\seníl 


| k | = ( a 2 + fí 2 ) 1/2 = a> Vqe 



Q 2 


- 1/4 

, 


tanfi= — 
a 



-1 


= -Q 


(24-48) 

(24-49) 

(24-50) 


Ahora que se tienen todos estos resultados complicados, se tratará de descubrir qué signifi¬ 
cado tienen y, en particular, cuáles son las consecuencias físicas de una constante de 
propagación k compleja. 

Si se sustituye k = a + i¡3 en (24-19) se obtiene 

(24-51) 

dado que i 2 — ~ 1. A una función de este tipo se le denomina onda viajera amortiguada 
porque su amplitud no es constante sino que decrece con la distancia en la dirección de 
propagación por el factor e - fe. El origen de este término se encuentra en la conductivi¬ 
dad, puesto que ¡8 =/= 0 solamente cuando o=k0. Es evidente que esto debe estar relacionado 
con la pérdida de energía de la onda debida a la resistencia y a la correspondiente disipa¬ 
ción de energía en forma de calor, y en breve se considerará esto en detalle. Si se compara 
la forma del término de propagación con / de (24-11), se encuentra que en este caso la 
velocidad está dada por 


_ ce _ 1 (_2_ 

« 1 [i+(i/e 2 )] ,/ 2 n-i 

y se puede observar que, en general, v<(jie) _ 1/2 o que v<v noconductor debido a (24-12). 
Por tanto, otro de los efectos de la conductividad del medio es hacer que la onda viaje 
más lentamente. La longitud de onda puede calcularse de la misma manera en que se obtuvo 
(24-27), encontrándose que 


1/2 


(24-52) 


2tt _ 2rrv _ 277 í 2 

~~ ~¡r ~ \ [n-(i/e 2 )] i/2 +i 

lo que, desde luego, está de acuerdo con (24-28). Dado que v ha disminuido, se observa 
que X < X no conductor, de modo que la onda de la misma frecuencia tiene una longitud 
de onda más corta que la que tendría en un medio no conductor con el mismo valor de qe. 


1/2 


(24-53) 



470 


Ondas planas 


Puesto que, según (2444), Q depende de la frecuencia cu, (24-52) muestra que la 
velocidad de onda v ya no es constante, sino que también es una función de la frecuencia, 
es decir, se tiene v = v (cu). A este fenómeno se le denomina dispersión y, por lo tanto, un 
medio conductor es un ejemplo de lo que se conoce como un medio dispersivo. Para en¬ 
tender la principal consecuencia de este hecho, supóngase que se está manejando un campo 
muchc más complicado, descrito como una superposición de ondas viajeras sinusoidales 
como, por ejemplo, la primera suma de (24-28). Dado que k ya no es constante sino una 
función de cu, cada una de las ondas componentes de la suma viajará a una velocidad dife¬ 
rente, de modo que en un tiempo posterior el valor numérico de la superposición en una 
z dada será diferente, es decir, la forma de la superposición habrá variado. Muy a menudo 
se suele describir este fenómeno diciendo que la superposición altera su forma a medida 
que se propaga. 

A partir del factor de amortiguamiento e ft. en (24-51) se puede deducir que la 
distancia en la que la amplitud disminuye por un factor 1/ees igual a A z = 1/0. Esta canti¬ 
dad es normalmente representada por 5 y recibe el nombre de distancia de atenuación o 
profundidad de penetración , siendo una medida muy conveniente del amortiguamiento, 
ya que se puede pensar que la onda ha desaparecido básicamente después de viajar unos 
cuantos valores de 5. Resulta posible expresar esto de diversas maneras por medio de (24 
-41), (24-52), (24-53) y (24-28): 


1 _ 2 a _ 2 _ 4 7r _ 2 

¡3 ¡uno pav pouX pavX 


(24-54) 


donde A es la longitud de onda en el medio. 

Para completar las cosas es necesario verificar que todas las conclusiones expuestas 
son también válidas para ondas que viajan en la dirección negativa de z. Al sustituir k = 
— (a + i (i) en (24-19) se encuentra que 


^ = xp 0 e ííz e- i(az+u ° (24-55) 

y, si se le compara con (24-11), se observa que sí representa una onda que viaja a la direc¬ 
ción correcta con la misma velocidad v = co/q que se encontró en (24-52). Además, dado 
que los valores de z están ahora disminuyendo , el factor exponencial ePz decrecerá tam¬ 
bién a medida que la onda progresa, de modo que se sigue representando una atenuación. 

Existe todavía otra manera muy interesante y a menudo muy útil de describir e in¬ 
terpretar los resultados obtenidos. Si se realiza una comparación puramente formal entre 
(24-19), (24-11) y (24-13) es posible observar que siempre se puede definir una “veloci¬ 
dad de onda”, V, y un “índice de refracción”, N, mediante 



(24-56) 


(24-57) 


donde u = c/v es lo que se podría llamar el índice de refracción regular porque se reduce 
al valor apropiado para un no conductor según (24-14). Por lo tanto, se puede decir que 
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un medio absorbente i/3 4 0) es aquél que tiene un índice de refracción complejo, estando 
asociada la aparición de la parte imaginaria con la atenuación. 

Hasta ahora, todo lo que se ha concluido acerca de los efectos de la conductividad 
se ha basado en el comportamiento de una sola componente \p. Considérese ahora la rela¬ 
ción entre los campos E y B. Se revisa el trabajo realizado a partir de (24-29), se observará 
que no hay nada que dependa de que k sea real; por tanto, las ecuaciones de Maxwell en 
la forma (24-32) son todavía válidas, excepto la última, que provino de (244) y que aho¬ 
ra toma la forma 

í:zXB= — (peco 4- i¡xo)E (24-58) 

Por lo tanto, los campos siguen siendo transversales a la dirección de propagación, mien¬ 
tras que 


B=^zXE (24-59) 

otra vez, según (24-33). Todo lo que se requiere, pues, es averiguar si (24-58) se satisface. 
Si se sustituye en ella (24-59) y se utilizan (1-30) y t ■ E = 0, se encuentra que se vuelve 
( k 2 - peco 2 ipocojE = 0, que queda satisfecha aún con E¥= Odebidoa la relación de dis¬ 
persión (24-37). Pero ahora k es compleja, y si se utiliza la forma (2447) en (24-59) se 
puede encontrar que los campos se relacionan ahora mediante 

B=s JM e íO£ XE (24-60) 

C0 

Para entender el significado del factor de fase eí« se deben encontrar las partes reales de 
E y B. Si en (24-29) se vuelve a escribir E 0 como E 0a e'#, donde E 0a es real, y después se 
utiliza (24-38), se obtendrá 


E = E 0a e- / V (az -“' +d) 

B= — ZXE„/ fiz^az-^ + 9 + íl) 
ce 


(24-61) 


de modo que 

Ereal = E 0a e * COS (dZ ~ COÍ + ») 

B real = — z X E 0a e ~ /fa eos (az - cor + tf + S2) 
0) 


(24-62) 


pudiéndose entonces expresar la amplitud de B,. eal como B 0a = (\k\/oj')i X E 0a . Al compa¬ 
rar estas expresiones con (24-35) se observa que en un medio conductor E y B ya no están 
en fase y que la diferencia de fase, íl, es positiva, de acuerdo con (24-50). Esto significa 
que E y B ya no alcanzan sus mínimos y máximos juntos, ni se extinguen juntos. Se les 
puede comparar cuantitativamente. Supóngase que la fase, es decir, el argumento del co¬ 
seno, tiene un valor definido P en una posición dadaz 0 y en un tiempo t E para el campo 
eléctrico, es decir, P = az 0 — c ot¡¡ + ú. Entonces la inducción alcanzará el mismo valor 
relativo en este punto en un tiempo t B cuando la fase tenga el mismo valor, de modo que 
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P - oz 0 - c ot B + #+f2. Al igualar estas expresiones se encuentra que los tiempos se rela¬ 
cionan entre si' por medio de 


h< ~ hi 


Í2 




(24-63) 


lo que demuestra que B alcanzará su máximo, por ejemplo, en este punto, después que E; 
en otras palabras, B va detrás de E como función del tiempo. Por,otro lado, a un tiempo 
dado t 0 , las posiciones en las que B y E tienen la misma fase se relacionan por medio de 

z b = % - “ <-/■; (24-64) 


de modo que se puede decir que B va por delante de E como función de la posición. Este 
efecto, junto con la atenuación, queda ilustrado de manera esquemática en la figura 24-5, 
que muestra la situación en un instante dado y para una k positiva. (Debe compararse esta 
figura con la figura 244). 

Otro efecto que se desprende de (24-62) es una alteración de las magnitudes relati¬ 
vas, encontrándose por medio de (2449) que 


]B r ,.all _\k\_ 
l^reall « 


Víí( 1 + 4-) 


1/4 


(24-65) 


El valor de esta relación es mayor que el valor \Apeque era aplicable en el caso de un no 
conductor, como puede verse en (24-34). Asi', la magnitud de B comparada con la de E 
resulta relativamente mayor en un conductor que en un no conductor. 

[En un sentido puramente formal, es justificado asegurar que en realidad las cosas no han 
cambiado. Si se usa (24-56) en (24-32) se puede expresar B - (kjoj)z X E = (£ X E)/ V, y 
al comparar con (24-33) se observa que en ambos casos la b (compleja) es simplemente 
igual atX E dividida entre la “velocidad de onda” apropiada]. 

Todos los resultados obtenidos hasta ahora han sido exactos, aunque un tanto com¬ 
plicados. Resulta conveniente y útil derivar algunas aproximaciones que son aplicables a 



Figura 24-6 Campos de onda plana atenuada en un conductor, en un instante dado. 
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dos casos extremos. Este procedimiento puede realizarse más fácil en función del paráme¬ 
tro sin dimensiones Q que se definió en (2444). Antes que nada, la definición no es en 
realidad superflua, puesto que se puede dar una sencilla interpretación física de Q. Para 
un campo ele'ctrico que varía amónicamente con el tiempo, es decir, que es proporcional 
a e ~ la magnitud de la corriente de desplazamiento sera |9D/3í| = |edE/dí| = ecu|E|, 
mientras que la magnitud de la corriente será |J/| = 0 |E|. Siahora se multiplican el numerador 
y el denominador de (2444) por |E|, se encuentra que es también posible escribir 


c - iap/3'l 
y |J/I 


(24-66) 


de modo que se puede tomar a Q como una medida de la importancia relativa de la corrien¬ 
te de conducción. Resulta útil usar el valor de Q para caracterizar un material como 
“aislante” o como buen conductor para un valor dado de la frecuencia. De (2444) se des¬ 
prende que para una conductividad pequeña y altas frecuencias, Q será muy grande, 
pudiéndose decir que se trata de un aislante. Por otro lado, para una conductividad alta y 
bajas frecuencias, Q sera' muy pequeña, tratándose entonces de un buen conductor; por 
lo general, estos criterios son aplicables a los metales. De acuerdo con esto, se pueden to¬ 
mar los casos límite que corresponden a Q» 1 y cuando Q« 1, aproximando los resultados 
obtenidos anteriormente para obtener fórmulas adecuadas y más fáciles de usar. Para em¬ 
pezar, se toma el caso más parecido al de la sección anterior. 


I “Aislante" (o» 1) 

En este caso, 1 IQ 2 «1, pudiéndose usar la aproximación (1 +jc)"— ’1 4- nx para jc« 1 . 
De esta manera, si se mantiene ya sea el término de corriente de primer orden de algo que 
es finito para un no conductor, o el término de primer orden de algo que se anula,los re¬ 
sultados obtenidos antes se vuelven aproximadamente. 



|B| 

|E| 


= \ r jü 



p 1 wV^/xe a / ¡i \'/2 

* 8 2 Q 2 v e / 

(24-67) 

taní2= —= — 

(24-68) 

A= 2 * ti- 1 ) 
w\ r ¡¡L€ \ %Q 2 ) 

(24-69) 


(24-70) 


y, desde luego, sólo existen pequeñas diferencias entre estos resultados y los obtenidos en 
la sección anterior. 

II. “Buen conductor" (Q« 1) 

Siguiendo un procedimiento similar, se encuentra que las expresiones aproximadas son 
(con términos de corrección hasta el orden Q solamente): 
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a= (íH / ( 1 + i c ) ^ = l = (iH 1 / 2 ( 1 _ A e ) 

|£| = ( pow) 1/2 tanO=l — Q 



( 2o> 

V /2 (, 

i 


V — | 

— 

1 


Q) 


\ ! J -° 

/ V 

2 


M=| 

( 


( pe ' 

) l/2 

|E| 1 

{ 03 i 

) 1 

Cq 

) 


\ = 2ir 



1- 



(24-71) 

(24-72) 

(24-73) 

(24-74) 


Es práctica común aproximar todavía más estas fórmulas desechando los términos de co¬ 
rrección, obteniéndose 


O ( 1 V /2 

a = P = 1 2 ^ aíC I 

(24-75) 

tan 0=1, de modo que = — or 45 ° 

4 

(24-76) 

\ ¡10 ] ( pe ) no conductor 

(24-77) 

s=( 2 VA A 

\ poro / Itt 

(24-78) 


Si se compara (24-74) con (24-70) se puede observar que |B| es relativamente mucho mayor 
que |E| en un buen conductor, en comparación con un aislante, mientras que la diferencia 
de fase es virtualmente siempre igual a jt/ 4, de acuerdo con (24-76). De manera similar, 
(24-77) muestra que la velocidad de onda es mucho menor en el caso de un buen conduc¬ 
tor, mientras que (24-78) enuncia que la profundidad de penetración (distancia de anun¬ 
ciación) es del orden de una longitud de onda en el conductor, que a su vez es mucho menor 
que en un aislante. 

Un ejemplo numérico puede ser de gran ayuda aquí. Un metal típico como el cobre 
tiene 0=6X10 7 (ohm-metro) 1 y e ~ e 0 . De (2444) se desprende, pues, que 

«XUr'WW-V 

de modo que para que Q« 1, se debe tener que v« 10 1 8 hertz. Esto significa que la 
aproximación es buena durante toda la escala ascendente de frecuencias hasta que se llega 
a la región ultravioleta,donde de todas maneras se encontrarán efectos mecánicocuánticos. 
En otras palabras, el casoQ« 1 realmente se ajusta a todos los metales ordinarios muy bien. 

Si se utiliza este mismo valor de o y se toma p =rp 0 en (24-78), se encuentra que la 
profundidad de penetración 5 se vuelve (6.5 X 10 - 2 )/v 1 h. A frecuencias bajas, esto re¬ 
sulta muy grande, de modo que prácticamente no existe atenuación. Pero para cuando se 
alcanza el limite inferior de las microondas (v ~ 3 X 10 9 hertz), se ve que 6 ~ 10 ~6 me¬ 
tros, de modo que los campos son esencialmente diferentes de cero sólo dentro de esta 
pequeña distancia; éste es el origen del término “profundidad pelicular.” 
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24.4 Ondas planas en medios cargados 

Ahora que ya se tiene una experiencia, se puede considerar una situación más complicada. 
Supóngase que existe una distribución de carga libre, pf, en el medio; sigue suponiéndose 
que Jf - 0 porque un valor no nulo corresponde a un caso que se da muy raramente. Así, 
en lugar de (24-1) se requiere usar A • E =£ 0. El resto de las ecuaciones (24-2) a (244) no 
cambian. Cuando se elimina B por el mismo método que se usó antes, se encuentra que 
en lugar de (24-5) se tiene 


=V(V-E) 

Por otro lado, la ecuación que B satisface es todavía (24-6): 


V 2 B — 


9B 3 2 B 


= 0 


(24-79) 


(24-80) 


ya que A • B = 0 siempre. 

Se vuelve a considerar el caso en el que los campos son función únicamente de z y 
de t, de modo que las únicas derivadas espaciales que no son iguales a cero son las que se 
toman con respecto a z. Entonces (24-79) se reduce a 


3 2 E 
3z 2 


¡x a 


3E 

0/ 




3 2 E d 2 E z A 


3/ 2 


Sz 2 


(24-81) 


La componente* de esta ecuación es 


dz 2 


¡xa- 


94 

di 


9 2 4 n 

U£-— = 0 

p a t 2 


habiendo una ecuación similar para E y . Así, las ecuaciones para E x ,E y y las tres compo¬ 
nentes de B obtenidas de (24-80) son todavía de la forma (24-7). La única que es diferente 
es la componente z de (24-81): 

0 2 E Z dE z d 2 E z d 2 E z 
3z 2 ^ a ~dT M€- 0^ - dz 2 

que se reduce a 

1(4 + §H < 24 - 82) 

y muestra que el término entre paréntesis es, cuando mucno, una función de z. Si se toma 
una función como a(z), entonces la solución general de la ecuación resultanteesL^ = (e/a) 
[a(z) + b(z)e - Esta componente tiene una parte que decae exponencialmente a cero 
con tiempo de relajación e/a, de (1241), y ciertamente no se trata de una onda. La otra 
parte representa un campo estático que puede ser función de la posición; si bien ésta es 
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Figura 24-6 Una onda plana que viaja en la dirección 
arbitraria ft. 


una posibilidad, no resulta ser de interés alguno para un estudio de la propagación de ondas, 
por lo que en lugar de seguir con ello, simplemente se puede tomar ió, = 0. Por tanto, se 
concluye que una onda viajera en un medio ih.l. cargado sigue siendo transversal y que 
todas las componentes de importancia satisfacen la ecuación (24-7). En consecuencia, to¬ 
das las conclusiones de las últimas dos secciones se aplican a este caso también; no es ne¬ 
cesario, pues, considerarlo con mayor profundidad, pudiéndose seguir utilizando (24-1) 
a (244) para ondas viajeras. 


24-5 Ondas planas en una dirección arbitraria 

Para simplificar solamente se han considerado las ondas planas que viajan en una dirección 
especifica, que se tomó como la del eje z. Para usos ulteriores, resulta conveniente genera¬ 
lizar estos resultados para poder describir una onda viajera que se mueve en una dirección 
arbitraria con respecto a un sistema coordenado dado. 

Ya antes se escribió \p = i p(z,t) de modo que ip era constante en todos los puntos de 
un plano perpendicular al eje z, como se ilustra en la figura 24-1. Lo que se desea aquí es 
que ahora \p dependa solamente del tiempo t y la distancia, f de un plano dado al ori¬ 
gen, de modo que \¡j = \f/( ( , t) . Esta situación se muestra en una vista de perfil en la figura 
24-6, donde la orientación del plano se describe por su normal ñ y donde r es el vector de 
posición de un punto arbitrario sobre el plano. De la figura se desprende que la distancia 
constante está dada por 


í = ñr (24-83) 

de modo que ésta es la ecuación del plano. Así, para una onda plana de constante de pro¬ 
pagación k se tendrá 


^ = ^ Q e = ^ 0 e'(*ñ' r -“') 


(24-84) 


Si se toma siempre la normal ñ en la dirección de propagación de la onda, se puede tomar 
k como positiva y definir un vector de propagación k como 


k = A:ñ = /dk (24-85) 

de manera que pueda escribirse 

(24-86) 


como la representación de una onda plana que viaja en la dirección k (con el correspondiente 
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vector unitario k = ñ). Si, por ejemplo, se refiere esta situación a un conjunto específico 
de ejes coordenados, se puede escribir 

k = k x x + /c v y + k,i (24-87) 

y, por lo tanto, 

,p oí? '■[(*.<* + v + *--)-«r] (24-88) 

Puesto que ^ puede ser una componente de E o de B, la generalización de (24-29) será 
E = E 0 <?' (k ' r B = B 0 e' (k ' r “ w ' ) (24-89) 

quedando ahora por ver qué pasa con las ecuaciones de Maxwell para esta manera más ge¬ 
neralizada de escribir los campos. 

Con la forma que se ha supuesto (24-88), las análogas de (24-30) son ahora 

= = fH'M' 1 j = ( 24 - 9 °) 

lo que significa que el operador del es equivalente a la sustitución A = ik = zkk, con lo que 
las ecuaciones de Maxwell (24-1) a (244) se vuelven 

k-E = 0 k‘B = 0 (24 . 91) 

kxE=coB k X B = — ( qeo> 4- zqo)E 

que son exactamente las primeras tres de (24-32) más (24-58), con kt reemplazadas por 
k =/ck, como era de esperarse. Por tanto, todavía es cierto que los campos están relaciona¬ 
dos por 


k * 

B=—kXE (24-92) 

donde k y co se conectan por medio de la relación de dispersión (24-37), de manera que 
todos los resultados de las secciones anteriores pueden aplicarse a este caso general reem¬ 
plazando simplemente cada t por k y cada kz por k - r. 

Más tarde será de utilidad con tar con una relación explícita entre H y E, misma que 
puede derivarse a partir de (24-92) puesto que H = B/q, obteniéndose 


H= -^-kXE= — e' B kXE 

qw qw 


(24-93) 


por medio de (24-60). En el muy importante caso especial de un medio no conductor, se 
puede expresar |&|/w = 1/v = Vqe/ según (24-1 7) y (24-12), de modo que se tiene tam- 
bie'n que 


H = 


kXE 

qo 



1 / 2 , 

kXE = 


kXE 

Z 


(24-94) 
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donde 


Z = 



(24-95) 


recibe el nombre de impedancia de onda. La cantidadZ 0 - (p 0 le 0 yi 2 -Mo c - 377 ohms 
es conocida como la impedancia del espacio libre. 


2445 Soluciones complejas y relaciones energéticas entre valores promediados en el tiempo 

Como ya se ha ilustrado ampliamente antes, a veces resulta conveniente obtener soluciones 
en forma compleja. Sin embargo, se debe siempre recordar que la parte real de la solución 
corresponde a la cantidad física de interés, como sucedió en (24-62), por ejemplo. Dado 
que algunas veces no resultará fácil obtener partes reales, es conveniente expresar algunos de 
los resultados anteriores de manera que las soluciones complejas puedan ser sustituidas en 
ellos directamente. Sin embargo, esto sólo se hará para campos que tengan una dependen¬ 
cia sinusoidal con el tiempo, es decir, que sean proporcionales a e - ¿LJÍ . Es importante 
recordar que mientras que esto es aplicable a ondas planas,no se restringe solamente a ellas. 

Sean E c , B^,, H,., y D c soluciones que han sido obtenidas en forma compleja. En ese 
caso los campos eléctricos y magnéticos físicamente reales son 

E = Re(E c ) = Re(E 0 í?~'“') (24-96) 

H = Re(H c ) = Re(lV-'“') (24-97) 

que antes ya se denotaron como E,. ea i, etc. Las cantidades E 0 y H 0 son funciones exclu¬ 
sivas de r. Si ahora se les expresa en función de sus partes real e imaginaria, de modo que 

E 0 = E /? + íE / Hq = H r + /Hy 
donde E K , Ej, y H ¡ son todos reales, entonces (24-96) se vuelve 
E = Re[ (Ej; + ;E / )(cos coi — i sen coi) ] 

= Efl eos coi + E 7 sen coi (24-98) 

mientras que (24-97) da 

H = H A coscoí-E^sencuí (24-99) 

Al sustituir (24-98) y (24-99) en (21-59) se encuentra que el vector de Poynting está da¬ 
do por 


S = E X H = (E r X H*) eos 2 coi + (E 7 X H y )sen 2 coi 
+ [ (Eyj X Hy) 4- (Ey X Hy¡) ] sen coi eos coi 


(24-100) 
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que por lo general es una función que vana con el tiempo. 

En muchas situaciones el interés principal no estriba en el valor instantáneo del flujo 
de energía, principalmente porque suele fluctuar muy rápidamente resultando imposible 
seguirlo con los instrumentos de medición existentes. El promedio en el tiempo del flujo 
de energía, <S>, es, por lo general, de mucho mayor significado. De (24-100) se desprende 
que estara' dado por 


<S> = í [ (E* XHfl) + (E / X H,) ] (24-101) 

puesto que 

<cos 2 w/> =<sen 2 ce/> = | {sencoí coscoí) =0 (24-102) 

Estos últimos resultados provienen de (1949) al dividir las integrales adecuadas entre 2 tt 
para promediar sobre un período de las funciones trigonométricas. La ecuación 24-101 es 
un resultado fundamental,pero puede expresarse en una forma más conveniente. 

Sea H c * la conjugada compleja de H c - H c . con la i remplazada por -i = H 0 t = 
(H k — iHi)e iu>t . Considérese ahora 

E r XH C * = [(E* + /E 7 )e-'“' X(H* - iH / )e'“'] 

= [(E í? XH^) + (E / XH / )]+V[(E / XH Ji )-(E K XH í )] (24-103) 


Al comparar (24-101) con (24-103) se observa que 

<S> = |Re(E c xH c *) (24-104) 

Por tanto, se ha tenido éxito en expresar el promedio temporal del vector de Poynting 
completamente en función de estas dos soluciones complejas de las ecuaciones de Maxwell, 
de modo que se puede calcular directamente sin necesidad de encontrar primero las par¬ 
tes reales. 

Se puede aplicar también el mismo procedimiento al caso de los promedios de las 
densidades de energía. Los resultados son 

<«/ e > = <3<E 2 > = ¿eE c -E f * (24-105) 

(O = <^úH 2 > = \ pH f H* = ~B f -B c * (24-106) 


Una vez encontrados estos importantes resultados, ya no es necesario distinguir entre los 
campos reales y complejos. De acuerdo con ello, se concluye que aunque en lo que sigue 
se estara'n manejando continuamente soluciones complejas de las ecuaciones de Maxwell, 
no se las escribirá' como E ( . y H c . sino simplemente como E y H, etc. Si en realidad se re¬ 
quiriera de las partes reales para algún propósito específico, se hará claro este hecho en 
forma explícita. 
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Ejemplo 

Relaciones de energía para una onda plana. Se considera primero el caso a = 0. Al sustituir 
(24-94) en (24-104), usando (24-95), (1 -30) y k • E = 0 según (24-91), se obtiene 

<S>= l(í)' /2Re[EX(fexE * )]= Kí) 1/2(E ' E * )ít (24-107) 

puesto que E - E* es real. Si ahora se utilizan (24-87) y (24-94) se ve que (24-107) puede 
también expresarse como 

<s>-t(i) l, Wt-^(í) ,/! |H„| 1 6 («-l») 

puesto que E - E* = E 0 • E 0 * = |E 0 | 2 y as/ sucesivamente para H. De este resultado se 
desprende que el flujo de energía no solamente es en la dirección de propagación k, lo 
cual ya se sabía, sino que además es proporcional al cuadro de la amplitud de E o de H. 
De la misma manera, se encuentra que las densidades de energía son 

< Me > = jeE-E* = Í€|Eo| 2 = j/t|Ho| 2 = <u m > (24-109) 


de modo que las densidades promedio de energía son iguales. El promedio de la densidad 
total de energía es entonces 


<u> = <«,)+ <u m > =' ejEol 2 = i/u.¡Ho| 2 (24-110) 

que permite expresar (24-108) como 

<S> = —^k = <u>uk = <u>v (24-111) 

V pe 

por medio de (24-12). Así, la corriente promedio de energía es el producto de la densidad 
promedio de energía por la velocidad de la onda. Esto concuerda con el resultado análogo 
para la densidad de corriente, J = pv dado en (12-3), y con el de la cinemática de fluidos 
según el cual el flujo de masa por unidad de área es el producto de la densidad de masa 
por la velocidad del fluido. 

En un medio conductor, en el que a ^ 0. se debe usar (24-93) la cual, al ser sustitui¬ 
da en (24-104), conduce a 

< s > = Re [E X (k X E*) e ~ i0 ] 

- I*!*- í 24 -" 2 » 

con auxilio de (24-22), (2448), (24-52), (24-89), (24-85), (24-83) y (24-38); Ahora ? mi¬ 
de la distancia en la dirección de propagación. De manera similar, el promedio de la densi¬ 
dad total de energía resulta ser 


2 fuá 2 


w= 


e ~m 

2 pe 2 


|Eo! 2 


<«> = 


(24-113) 
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donde se han usado (2449) y (2440). Se puede observar que en este caso (S) = <«> vfc, tal 
como lo expresa (24-111) para un medio no conductor. 

Tanto (S) como (u) son proporcionales a e 2 fó, de manera que decrecen con el 
doble factor de atenuación de los campos; esto resulta del hecho de que ambos son 
proporcionales al cuadrado de las amplitudes. Esta energía se pierde a causa del calenta¬ 
miento resistivo del material como consecuencia de su conductividad. 


24-7 Polarización 

Hasta ahora muchos de los resultados se han obtenido a partir de la forma supuesta (24-89), 
sin especificar mucho acerca de E 0 y B 0 , a excepción de que son constantes, que están re¬ 
lacionados entre si' por B 0 = (k/a>)f¿ X E 0 según (24-92) y que ambos descansan sobre el 
plano perpendicular a la dirección de propagación. El carácter de la onda depende de la 
naturaleza de las amplitudes en este plano; el estudio puede concentrarse sobre E 0 pues¬ 
to que Bo siempre puede encontrarse a partir de él. 

Para simplificar un poco la discusión, supóngase que se han escogido unos ejes de 
modo que la dirección de propagación sea la dirección positiva de z; el plano transversal 
es, pues, el plano xy, pero no se hace suposición alguna con respecto a la orientación es¬ 
pecífica de los ejesx y y enrelación con la amplitud; porejemplo,nose ha tomado ninguno 
de ellos en la dirección de E 0 . Puesto que E 0 descansa sobre este plano, se le puede des¬ 
componer en sus componentes para expresar 

E o = E 0x x + E 0y y (24-114) 


Dado que tanto E 0x y E 0y son por lo general números complejos, se les puede expresar 
en la forma (24-24) como 


E 0x = E x e»' E 0y = E 2 e‘»> (24-115) 

dt manera que E, según (24-29), se convierte en 

E = (£’,e' #l x-I- E 2 e' 9i y)e‘ (kz ~ a,) (24-116) 


Para simplificar, se toma k como real; ya se verá después que esto no afecta las conclu¬ 
siones básicas. Si entonces se toman las partes reales de (24-116), se encuentra que las 
componentes del campo eléctrico son 


E x = E x eos {kz - wt + #,) 
E y — E 2 eos (kz —ut + & 2 ) 


(24-117) 


La descripción del campo eléctrico depende ahora de los valores relativos de las amplitudes 
(E x ,E 2 ) y de las fases (d ¡ ) d 2 ). 

Puesto que, según (24-117), -E t <,E X <E t y - E 2 ,la punta del vector del campo 
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eléctrico deberá siempre caer dentro del rectángulo punteado de la figura 24-7; nótese que 
ahora se está utilizando E para representar el campo eléctrico físico y no la expresión com¬ 
pleja de (24-116). La dirección de propagación está dada por el ejez y es hacia afuera de 
la página. 

Supóngase un observador en la posición especifica. A medida que el tiempo transcu¬ 
rre, según (24-117) las componentes de E varían de modo que el propio E cambia también 
y la punta del vector E traza una trayectoria de algún tipo dentro del rectángulo punteado. 
Se puede encontrar esta trayectoria u “órbita” si se elimina (kz — coi) de (24-117). Se 
encuentra que 


■cos(kz - tercos#, — sen(/¡;z — wt) sen 


c 

— =cos (kz — w/)cosíf> — sen(/cz — cot)sen$ 2 

th-f 


y por lo tanto, 


E E v 

—4sen# 2 — -—sen,)! = — cos(kz — ott) sen($ ( — # 2 ) 

t, i 


E E 

-pr eos ^2 — T^cosd, = — sen(A:z —wi)sen(^ ) -#,) 


Elevando al cuadrado cada una de las expresiones y después sumando los miembros corres¬ 
pondientes, se obtiene 

(íF- 2 (í)(t) cos(a '-^ + (t) i=se,ií < # '-« < 24 - i,8 > 


Esta ecuación de segundo grado es la ecuación de una elipse (puesto que tanto E x como E y 
pennanecen finitos), por lo que se dice que el campo eléctrico está polarizado elípticamente. 
Por lo tanto, la trayectoria trazada por la punta de este campo podría ser como la que se 



Figura 24-7 Las componentes de un campo eléctrico en el plano trans¬ 
versal a la dirección de propagación. 
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Figura 24-8 Un campo eléctrico polarizado 
elípticamente. 


muestra en la figura 24-8. La inducción magnética B estará también polarizada elíptica¬ 
mente puesto que B es siempre perpendicular a E, resultando que su elipse estaría rotada 
90° con respecto a la de E. 

Los valores de los ejes principales de la elipse y su orientación con respecto a los 
ejes dependen claramente de las amplitudes y E 2 y de la fase relativa de las dos compo¬ 
nentes, ya que (24-118) depende sólo del valor absoluto de Indiferencia de la fase |i? 1 — d 2 \. 
Resultará de gran ayuda considerar algunos casos especiales. 


I. ^-1^ = 0 


En este caso, (24-118) se reduce a [(E x /E 1 ) — ( E y /E 2 )] 2 = 0, o sea, 




3l 

e 2 


(24-119) 


Esta es la ecuación de la línea recta diagonal como la que se muestra en la figura 24-9. La 
punta de E recorre siempre esta línea y se dice que el campo se encuentra linealmente 
polarizado. Esto puede verse también de (24-117), ya que cuando á¡ = d 2 las dos compo¬ 
nentes están en fase, es decir, alcanzan sus máximos y sus mínimos juntas, y se anulan juntas; 
una relación de este tipo produce la línea recta que se muestra en la figura. 


II. 1 ^ — # 2 | = 77 

Ahora (24-118) se reduce a [(E X ¡E X ) + (E y /E 2 )] 2 =0, o sea, 

Ex E 2 



(24-120) 


Figura 24-9 Un campo eléctrico polarizado 
linealmente cuya diferencia de fase entre las 
componentes x y y es igual a cero. 
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Figura 24-10 Un campo eléctrico polarizado linealmen¬ 
te cuya diferencia de fase entre las componentes x y y 
es igual a tt. 



Figura 24-11 Un campo eléctrico polarizado 
elípticamente cuya diferencia de fase entre las 
componentes x y y es de 1/2 n. 


En este caso, el campo también está polarizado linealmente, pero como i?* y E y siempre 
tienen signos contrarios la línea trazada por E es la otra diagonal, como se muestra en 
la figura 24-10. 

III. I#., — # 2 | = 7t/2 

Aquí (24-118) se vuelve 




(24-121) 


que es una elipse cuyos ejes mayor y menor se encuentran alineados con los ejes coordena¬ 
dos como se ilustra en la figura 24-11. Un caso especial de esto ocurre cuando E l -E 2 ~ 
E 0 , con lo que (24-121) se vuelve la ecuación del círculo E x 2 + E y 2 = E 0 2 ; se dice enton¬ 
ces que el campo está polarizado circularmente. 

Como se acaba de ver, informa de la elipse es independiente del signo de la diferencia 
de la fase d, - ú 2 . Sin embargo, el sentido de trazo de la trayectoria sí depende del signo, 
y es justamente eso lo que se considera a continuación. Resulta conveniente introducir la 
diferencia de la fase A explícitamente haciendo 


#i-#2 = A (24-122) 

y abreviando la fase asociada con E x como 

P = kz—<A>t + d | 


(24-123) 
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de modo que (24-117) se convierta en 

P x = P,cosP E y = E 2 cosí P — A) (24-124) 

Para analizar estas expresiones es de gran utilidad referirse a la figura 24-12, en la que se 
ha graficado una porción de los términos cosenos en función de P. La linea llena es eos P, 
de modo que A = 0 para ella. La línea de rayas muestra eos(P - A) para A> 0, observándo¬ 
se que, como función deP, va detrás de la línea llena. Lalínea de puntos muestra eos (P— A) 
para A negativas, y se ve que está adelante de la curva A = 0 como función de P. Si ahora 
se considera (24-124) cofno una función de la Pereciente, entonces cuando A> 0,E y , sigue a 
E x , es decir, alcanza su máximo después queP* , se vuelve cero después que E x , y así sucesi¬ 
vamente. La figura 24-13 muestra este comportamiento, y dado que el eje z es perpendicular 
a ese plano y hacia afuera de la página, se observa que la elipse está siendo trazada en el 
sentido contrario al de las manecillas del reloj cuando se observa en direcciónopuesta a la 
de la propagación (y por tanto, en el sentido de las manecillas del reloj si se le observa en 
la dirección de propagación, es decir, mirando hacia afuera de la página). Si A es negativa, 
entonces E y va adelante de E x y el sentido de rotación es el opuesto al anterior , como se 
ilustra en la figura 24-14. 



Figura 24-12 eos {P-A) para varios valores de A. 


P creciente 



Figura 24-13 La elipse está trazada en un sentido 
contrario al de las manecillas del reloj, cuando se 
le observa desde la dirección opuesta a la de la 
propagación. 
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p creciente 



Figura 24-14 El sentido de rotación es el mismo 
del de las manecillas del reloj cuando se ve des¬ 
de el lado opuesto a la dirección de propagación. 




Figura 24-15 Una onda polarizada circularmente de (a) helicidad 
positiva y (b) helicidad negativa. 


Según se puede ver por (24-123), P varía tanto con z como con t, pero de diferentes 
maneras. Por lo tanto, resulta conveniente considerarlas por separado. 

Supóngase que t tiene un valor definido; es decir, considérese lo que se podría obser¬ 
var en función de la posición z, muy a la manera de una fotografía de la onda. A medida 
que z aumenta, P aumenta, por lo que se pueden aplicar las figuras directamente. Así, si 
A> 0, al mirar en la dirección de propagación (hacia afuera de la página), se verá que el 
campo eléctrico gira en el sentido de las manecillas del reloj, mientras que los hará al revés si 
A es negativa. La figura 24-15 muestra estas situaciones para una onda polarizada circu¬ 
larmente. Por medio de la regla estándar de la mano derecha para definir sentidos de rota¬ 
ción, se puede ver que (a) corresponde a) sentido positivo de rotación y (b) al negativo; 
una onda como (a), correspondiente a A> 0, se describe como una onda de helicidad 
positiva, mientras que la correspondiente a una diferencia de la fase negativa tendría 
helicidad negetiva. 

Por otro lado, si se considera un observador en una posición definida (z = const.), 
se verá que a medida que l aumenta P disminuye, de acuerdo con (24-123). Si se revisa 
la forma en que se trazaron las figuras 23-13 y 24-14 con la ayuda de la figura 24-12, se 
puede observar que si se sustituye "!' creciente” por “P decreciente” en estas figuras, tam¬ 
bién se tendrá que invertir el sentido de rotación de las elipses. En este caso el observador, 
al mirar hacia la página, y por io tanto en contra de la dirección de propagación, verá que 
E traza su elipse en el sentido de las manecillas del reloj para A positivas y en contra del 
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sentido de las manecillas del reloj para A< 0. (En otras palabras, el observador estará mi¬ 
rando hacia la fuente, que sería lo más razonable). A las polarizaciones en estos casos se 
les denomina derecha (positiva) e izquierda (negativa) respectivamente. 

Así, desde cualquier punto de vista, la correlación ha resultado ser la misma; una di¬ 
ferencia de fase A positiva corresponde a un sentido de rotación positivo y una diferencia 
de la fase negativa a un sentido de rotación negativo. 


24-8 ¿Son constantes los parámetros electromagnéticos de la materia? 

Se ha encontrado ya que las propiedades de propagación de las ondas planas están relacio¬ 
nadas conlosparámetrosque describen el medio, es decir,¡u, e y a. Como ejemplo específico, 
en (24-14) se encontró que el índice de refracción de un medio no conductor está dado 
de manera muy simple por n = V k e k m . Esta relación funciona muy bien para muchos 
materiales, pero como un ejemplo contrario considérese el caso del agua. Si se buscan en 
tablas estas cantidades para el caso del agua, se encontrará que k m ~ 1 y k e ~ 80, de 
modo que n ~ 9. Pero es bien conocido que el índice de refracción del agua para la luz es 
muy cercano a A = 1.33. La solución a esta aparente dificultad estriba en que la formulación 
macroscópica de la teoría del electromagnetismo que se ha dado aquí no da indicación al¬ 
guna en cuanto a los valores de k e y k m que deben esperarse, sino que confía enteramente 
en los experimentos para su obtención. En otras palabras, lo que realmente hace la prác¬ 
tica es tomar los resultados predichos por las ecuaciones de Maxwell como correctos siem¬ 
pre, y entonces, al hacerlos concordar con la experimentación, deducir los valores que deben 
asignarse a p, e, y a. De esta manera se puede observar que estos parámetros no son en 
realidad constantes para un material dado, sino que por lo general acusan una fuerte de¬ 
pendencia con la frecuencia. (No es de interés aquí una posible dependencia respecto a 
cosas como la temperatura o la presión). En el ejemplo anterior se usó el valor de las 
constantes dieléctrica del agua para el caso estático, mientras que el que debe usarse es el 
correspondiente a las altas frecuencias, como la de las ondas de luz. 

La naturaleza atómica de la materia viene a ser la razón última para esta variación 
con la frecuencia; lascargas atómicas que se polarizan con los campos poseen cierta inercia 
que hace que su respuesta a las fuerzas electromagnéticas dependan de la frecuencia. 
Lo que es más, una combinación de los efectos de inercia y atenuación puede provocar una 
diferencia de la fase entre la fuerza aplicada y la respuesta del sistema; de ahí que sea 
apropiado expresar los parámetros como números complejos. En el apéndice B se conside¬ 
ran detalladamente estos efectos desde un punto de vista atómico. Sin embargo, para 
efectos de ilustración, aquí se restringe el tratamiento aun caso simple que ya se consideró 
antes desde un punto de vista microscópico, específicamente el de la conductividad de un 
material. 

En la sección 12-5 se estudió el origen microscópico de una conductividad finita en 
función de las ecuaciones del movimiento (12-36) que describen la fuerza neta sobre un 
electrón de carga —e como la suma de la fuerza eléctrica y una fuerza mecánica “de fric¬ 
ción” que se describió por medio del parámetro general £: 

F net = wa=-eE-|v (24-125) 

Se encontró el valor estático de la conductividad, denotado ahora por a n que según 
(12-39) es 



(24-126) 
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donde n es el número de electrones por unidad de volumen. Se desea ahora aplicar este 
mismo esquema al caso en el que el material está sujeto a un campo eléctrico que varía 
con el tiempo, y que corresponde a una onda plana. 

Al sustituir (24-89) en (24-115) se obtiene 

ma=m^ = -eE 0 e'< k ' r -"'>-Év (24-127) 


La equivalente aquí a una solución de estado estacionario es aquélla en que la respuesta en 
una posición dada tiene la misma variación en el tiempo que la función de la fuerza; de 
acuerdo con esto, se trata de resolver esta ecuación suponiendo una solución de la forma 
v - v 0 e -~ ,aj 1 donde v 0 es independiente del tiempo. Cuando esto se sustituye en (24-127) 
se obtiene m{d\/dt) — — imcov =—eE — £v, de modo que 


-eE 
£ — irrito 


(24-128) 


La densidad de corriente libre puede encontrarse de la misma manera que se utilizó en 
(12-38): 


J / -í. / v-»(- í .)v» JíTL (24-129) 

Dado que, por la definición de conductividad, esto se escribiría como J/= aE, se puede 
deducir que la conductividad es 


= A) -£»- 

£ mío 1 —/(mw/|) 1 — i(a 0 mio/ne 2 ) 


(24-130) 


usando (24-136). Antes que nada, se observa que la conductividad ha resultado ser una 
función déla frecuencia y que el término dependiente déla frecuencia abarca tan tola inercia 
de los portadores de carga ( m ) como las fuerzas resistivas (£); se observa también que a se 
reduce muy apropiadamente a Oq en el caso estático co = 0. Ln segundo término, se obser¬ 
va que a es compleja, y ya para ahora se debe reconocer que esto significa que la densidad 
de corriente y el campo eléctrico no están en fase. [De hecho, por analogía con la mecáni¬ 
ca, se debe reconocer que (24-125) es simplemente la ecuación del movimiento de un “osci¬ 
lador armónico” amortiguando sin fuerza restauradora, como es el caso de los electrones 
libres, recordándose entonces que por lo general el desplazamiento y la velocidad ya no 
suelen estar en fase con la fuerza oscilatoria aplicada]. 

Se pueden encontrar las partes real e imaginaria de la conductividad si se multiplican 
el numerador y el denominador de (24-130) por la conjugada compleja del denominador, 
con lo que se obtiene 


_°o_ 

[ 1 +{a ü nuo/ne 2 y 



a — o R + ¡Oj = 


(24-131) 
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Para poder estudiar el significado físico de la conductividad compleja un poco más, supón¬ 
gase que se fija una posición r, de modo que E de (24-89), y por lo tanto J f, puedan 
escribirse en la forma 


E = EVe-'“' J f = (a R + ia l )E 0 'e- iu ‘ (24-132) 

Para simplificar, se consideraE q' real; entonces las cantidades físicas de interés están dadas 
por las partes reales de (24-132) y, con la ayuda de (24-22), resulta ser 

E real = Eo'COSW/ 

•J/real = (o R cosco/ + o,sen co?)E 0 ' 

Así, la parte real de la conductividad compleja produce una componente de la corriente 
que se encuentra en fase con el campo eléctrico aplicado, y resulta ser precisamente la 
parte imaginaria de 07 la que describe una componente de la corriente que está completa¬ 
mente fuera de fase con el campo. [Es fácil ver en (24-13) que tanto or como oj son 
cantidades positivas]. 

Se puede ahora investigar el éfecto que produce una conductividad compleja sobre 
las características de propagación del medio. La relación de dispersión (24-37) no depende 
de que las cantidades sean reales o no, como también es el caso de la forma de (24-38). 
Sin embargo, cuando (24-39) se combina con (24-131) se encuentra que se tiene ahora 
a 2 - 0 2 + 2/o43 = w 2 ,ue + iojuipR + i ai), de tal manera que, en lugar de (2440) y (2441). 
ay 0 están relacionadas entre sí por medio de 

a 2 - y3 2 = w 2 /xe — tojua, 2a/? = w¡u.a R (24-134) 

Se podría seguir adelante y despejar a y 0 como antes, pero existe otra manera más fácil 
de hacerlo. Se puede escribir la primera expresión como a 2 —0 2 ~ co 2 /a[e — (tf//co)] y, al 
compararla con (2440) y (2441) se observa que (2442) y (2443) pueden seguir siendo 
usadas si se hacen los remplazos de a-*a R y c~*c - (or/eo). 

En esta conexión entre la capacidad inductiva específica y la conductividad se puede 
a veces enfatizar si se expresa la relación de dispersión (24-37) en la forma 

/c 2 = <o 2 /r^e + (24-135) 

de modo que, en lo concerniente a la propagación de ondas, la existencia de la conducti¬ 
vidad puede manejarse simplemente sumando a e el término (generalmente complejo) io/co. 

En lugar de continuar con estos resultados generales, a continuación se consideran 
dos casos límite que se pueden caracterizar por el tamaño relativo del parámetro %, que 
es una medida de la “fricción” del sistema, es decir, del efecto global de las colisiones. 

I. "Muchafricción" (mto/|<S!l d oo<^ne 2 /a 0 m) 

De (24-130) se desprende que esto significa que o~a 0 ^const, de modo que la conducti¬ 
vidad es esencialmente real siempre e igual al valor estático. Esto resulta ser cierto en el caso 
de los metales. Si se utilizan los números que se dan para el caso del cobre en el ejercicio 
12-17, se encuentra que 8.5 X 10 28 (metros) - 3 . Usando a 0 —6 X 10 7 (ohm-metro) - 1 


(24-133) 
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y 1,60 X 10”“ 19 coulombsy 9,11 X 1CF” 31 kilogramos para la carga y la masa del electrón, 
se encuentra que este requisito para la frecuencia v es que v « 6 X 10 12 hertz. Esta 
condición se satisface hasta bien adentro en la región de microondas, por lo que es justifi¬ 
cable considerar a los metales como poseedores de una conductividad real y constante, 
como ya se hizo notar en la sección 24-3. 

II "Poca fricción" (mo;/|3>1 ó có'5>ne 2 /o Q m) 

Aquí' se puede despreciar el 1 del denominador de (24-130) para quedar con 

(24-136) 

resultando que la conductividad es puramente imaginarias^ = 0, y la densidad de corriente 
y el campo eléctrico se encuentran exactamente 90° fuera de la fase, como se puede obser¬ 
var en (24-133). Una situación asi' se da en un gas ionizado de baja densidad de partículas 
o, como se suele llamar, un plasma. Debido a la naturaleza tenue del medio, el efecto 
de las colisiones es pequeño, de modo que a su vez £ es también muy pequeña. Si se susti¬ 
tuye (24-136) directamente en la relación de dispersión (24-37) se encuentra que 

= = (24-137) 

\ mew z ) \ ur / 

donde se ha escrito 

(24-138) 

r me 

y donde v p = oj p /2n recibe el nombre de frecuencia de plasma. En realidad, para un medio 
tal p—p 0 y e—e 0 pudiéndose aproximar estas expresiones muy bien por medio de 

(24-139) 




Debido al signo negativo en la expresión para le 2 , se deben considerar dos casos separados. 

Si u>> gj p . entonces k 2 > 0, de modo que k es real. Así, se tiene una onda viajera 
no atenuada de la forma (24-82), cuya velocidad de fase está dada por (24-139) como 


u __ c _ 


(24-140) 


que es mayor que el valor c, y que sena aplicable a un medio no dispersivo con propieda¬ 
des como las del vacío en los demás sentidos. 

Si gj<oj p , entonces k 2 < 0, de modo que k es imaginario puro. En este caso se puede 
expresar k según (24-139) en la forma 


k = iffp = i(<ó/c) [(u^/w) 2 - 1J 1/2 


(24-141) 
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Por lo que una solución de la forma (24-84) se convierte en 


(24-142) 


Esta no es una onda viajera, sino una componente de campo que oscila sinusoidalmente y 
cuya amplitud disminuye exponencialmente con la distancia. Si el plasma es lo suficiente¬ 
mente grande, \p -»■ 0, por lo que el campo no penetrará en el medio. Se puede así decir 
que un plasma es un ejemplo de un filtro “pasa altos”, en el sentido de que la frecuencia 
debe ser mayor que la frecuencia del plasma para que pueda darse la propagación en el 
lugar de la simple atenuación. 

Aunque no se podría decir que los electrones de conducción en el interior de un 
metal neutro forman un plasma de baja densidad de partículas, cumplen en todos los 
demás sentidos con los requisitos de este caso para una frecuencia lo suficientemente alta 
como para compensar los efectos de las colisiones, por lo que puede ser interesante evaluar 
la magnitud de v p para un metal. Usando los mismos números que ya se han usado para 
el cobre, de (24-139) se desprende que v p = 2.6X 10 16 hertz. Lo que este valor extrema¬ 
damente alto de la frecuencia v p indica es que no se puede esperar que un metal típico sea 
“transparente” a las ondas electromagnéticas hasta bien entrada la región ultravioleta del 
espectro, resultado que está perfectamente de acuerdo con las demás conclusiones logradas 
acerca del comportamiento de los metales. En los ejercicios se consideran otros ejemplos 
de plasmas. 

Ejercicios 

24-1 Ya se verificó por sustitución directa que la forma (24-11) es una solución de (24-9). 
De manera similar, se utilizó la separación délas varia bles z y t para obtenerla forma explíci¬ 
ta (24-18). Otra manera de llegar a (24-9) es la siguiente. Definir un nuevo conjunto de 
variables por medio de £ = z + vt y r¡ = z — vt, expresar después (24-9) en función de \ y 
r¡. Si v está dada también aquí por (24-12), demostrar que la ecuación resultante tiene una 
solución de la forma \p f(r¡) + g(¡*). 

24-2 A menudo se suele utilizar el término interferencia para caracterizar los fenómenos 
que resultan del principio de superposición, es decir, que la suma de soluciones es también 
una solución. Por ejemplo, considerar dos ondas planas i ¡i¡ y 0 2 , ambas de la forma (24-19) 
con los mismos valores de k y cu, es decir, que viajan en la misma dirección y a la misma 
velocidad. Sin embargo, suponer que tienen amplitudes diferentes y fases diferentes tam¬ 
bién, de manera que \p 0 , = \p la e'^ 1 y ^02 = p 2 a e ‘' a2 • Encontrar su suma \p = j + i// 2 . 
Encontrar las partes reales de \p l , \p 2 y 1 p. Para el caso especial en que sus amplitudes sean 
iguales (\¡j i a = i¡ 2 a = ¡Pa), demostrar que Re \¡i ~ 2\p a eos - (ó] - i? 2 ) cos l kz — coi + E 
(í)| + ¿> 2 )je interpretar el resultado. Si |ó, - ó 2 | = 7 T, ¿cuánto vale fíe 1 //? Explicar cómo 
ocurrió esto considerando la relación entre las ondas individuales en la superposición. 

24-3 Como otro ejemplo de interferencia, suponer que \¡/ 2 del ejercicio anterior se propa¬ 
ga ahora en la dirección negativa de z. Demostrar que si las ondas tienen amplitudes reales 
positivas e iguales, entonces Re \p = 2 \p a coskzcos cot. Este es un ejemplo de una onda es¬ 
tacionaría. Graficar Re 1 p en función de z para una t conveniente y en función de t para 
una z conveniente. 

244 Como se hizo notar después de (24-53), la superposición de ondas planas que viajan 
en un medio dispersivo generalmente cambia de forma a medida que avanza. Como ejem¬ 
plo, extremo de esto, considerar dos ondas de amplitudes reales e iguales y con casi las 
mismas constantes de propagación y frecuencia, que viajan en la dirección positiva dez, 
de manera que su suma es igual a 

^ = ^ oe '[(* + <tk)z - (u + rfüpíj i[(k-dk)z-(u - du) :1 
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Demostrar que 


Retp = 2xpo cos [(dk) z ~ (du>)t] cos(kz — u>t) 

= i p m eos (kz — ut) (24-143) 

donde \p m recibe el nombre de la “modulación”. Así, (24-143) tiene la forma de una onda 
con constante de propagación promedio k y frecuencia promedio de cu. Su amplitud no es 
constante sino otra onda que viaja con una velocidad de grupo v c 


(24-144) 

¿Cuál es el período espacial (longitud de onda) X de la onda principal? ¿Cuál es la longitud 
de onda X m de \p m ? Encontrar la relación X m /X. Dibujar (24-143) en t — 0 y a un tiempo 
muy poco después para verificar así que la forma de Re p ha variado. Identificar qué carac¬ 
terística física del dibujo viaja con la velocidad de fase v = co/h y cuál con la velocidad de 
grupo Vq. ¿Por qué cree que se dio el nombre velocidad de “grupo” ala velocidad dada 
por (24-144)? (Este resultado específico es un ejemplo del fenómeno general conocido 
como pulsaciones ). 

24-5 Una onda electromagnética plana que viaja en el vacío está dada por E = yE 0 e‘ <kz 
— coi donde E 0 es real. Una espira circular de radio a, N vueltas y resistencia R está situa¬ 
da con su centro en el origen. La espira está orientada de manera tal que uno de sus diá¬ 
metros descansa sobre el eje z y su plano forma un ángulo 6 con el eje y. Encontrar la fem 
inducida en la espira en función del tiempo. Suponer que a« X. (¿Por qué?) 

24-6 Una partícula con carga q y masa m viaja con una velocidad u en el campo de una 
onda electromagnética plana en el espacio libre, que a su vez está viajando en la dirección 
z. Encontrar la fuerza sobre la partícula. ¿Qué ocurre en el caso especial en el que la partí¬ 
cula se encuentra viajando en la misma dirección que la onda? ¿Cuál es la dirección de la 
fuerza? ¿Bajo qué condiciones, si las hay, se anulará la fuerza en este caso? 

24-7 Un valor representativo para la conductividad del agua del mar es o = 4 (ohm-me- 
tros)- 1 . Tomar e =¡ e 0 y p =xp 0 y encontrar Q,v, 5, la magnitud de la relación E/cB y ü 
para cada una de las siguientes frecuencias v dadas en hertzs: 10 2 , 10 7 , 10 10 , y 10 15 . 
(Aproximadamente corresponden a “potencia”, “radio”, “microondas” y “luz”.) El re¬ 
sultado que se obtiene de esta manera para 5 en el caso de la luz es obviamente ridículo. 
¿Por qué? ¿Cuál es la razón probable de este resultado erróneo? 

24-8 Encontrar el índice de refracción n de un conductor en tunción de Q. Demostrar 
que, en el límite de un buen conductor, el resultado se reduce a n 2 = k e k m ¡2Q. 

24-9 La constante solar, que es el promedio de la tasa de incidencia de relación solar 

sobre la atmósfera terrestre, es de 1340 watts/(metro) 2 . Suponer que esta radiación es 
una onda plana polarizada linealmente; encontrar las amplitudes de E y B. 

24-10 Verificar (24-105) y (24-106). 

24-11 Encontrar la relación <u m >/<u e > para una onda plana en un medio conductor. 
Encontrar entonces las expresiones aproximadas para esta relación en los casos límite de 
un aislante y de un buen conductor. 

24-12 Una onda plana viaja en la dirección z positiva en un conductor de conductividad 
real, (a) Encontrar la pérdida instantánea de potencia porunidad de volumen y su promedio 
en el tiempo, producida por calentamiento resistivo, para cualquier z. (b) Encontrar la 
pérdida total de potencia por unidad de superficie entre z = 0 y z -*■ 00 . (c) Encontrar el 
promedio en el tiempo del vector de Poynting en cualquier z. (d) Comparar el valor del 
resultado obtenido en (b) con la magnitud del resultado obtenido en (c) evaluado en z =0. 
¿Es razonable la respuesta? Explicar. 
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24-13 Considerar una onda plana que es una superposición de dos ondas planas perpendi¬ 
culares e independientes y que tiene la forma E = fiE a e l ( kz - “t + fl a ) + y£'/3e‘O z + 

o¡3) donde k es real, Encontrar <S>y demostrar que es igual a la suma de los vectores de 
Poynting promedio de cada una de las componentes. 

24-14 Considerar una onda plana que es una superposición de dos ondas planas indepen¬ 
dientes con campos' eléctricos paralelos, y que tiene la forma E = jtE a e‘( kz - car + da) + 
xEfie‘( kz - u>r + »0) donde k es real, Encontrar <S> y demostrar que no es igual a la 
suma de los vectores de Poynting promedio de cada una de las componentes. (Este es un 
resultado de “interferencia”). 

24-15 Considerar una superposición de ondas planas que viajan todas en la misma dirección 
en un medio no conductor .El campo real será, pues, una suma de términos como (24-35), 
es decir, E = 2fcE ofc cos (kz — t o^t + i>^). Demostrar que el promedio en el tiempo de la 
densidad de energía eléctrica es la suma de las densidades promedio de energía asociadas 
con cada una de las componentes. 

24-16 En el ejercicio 22-6 se encontró que en una región idij. no conductora donde no 
existen cargas o corrientes libres, E y B se pueden calcular a partir de una potencia vec¬ 
torial A exclusivamente, de modo que se puede tomar 0=0. (a) ¿Cuáles son las dos ecua¬ 
ciones que A debe satisfacer? (En realidad hay cuatro ecuaciones escalares), (b) Encontrar 
la solución a estas ecuaciones para la que A es una onda plana que viaja en la dirección k. 
(c) Encontrar E y B a partir de este A y verificar que son los mismos que se encontraron 
en el texto, es decir, que satisfacen el conjunto de ecuaciones (24-91) con o.= 0. 

24-17 Una onda plana tiene un vector de propagación k = 314x+ 314y + 4444 (metros) -1 . 
Suponer que viaja en el vacío y encontrar la longitud de onda, la frecuencia y los ángulos 
que forma con los ejes xyz. 

24-18 Dada la onda plana E = y[(3 4- 2 i)% + (3 4 i)y]e ¿ ( fc2 — ují) donde y g s una constan¬ 
te positiva y k es positiva y real, encontrar; E x , E 2 , rij, , A y el ánguloentre el eje 

mayor de la elipse y el eje x. ¿Es positiva o negativa lahelicidad de la onda? ¿Es derecho o 
izquierdo su sentido de polarización? 

24-19 Demostrar que el campo eléctrico de una onda circularmente polarizada a la dere¬ 
cha puede expresarse en la forma E-f = E 0 (t — - uif + ij) ¿Cuál sería la expresión 

correspondiente si fuera izquierda? 

24-10 Demostrar que una onda polarizada linealmente puede expresarse como la super¬ 
posición de ondas polarizadas circularmente a la derecha y a la izquierda de amplitudes 
iguales. Demostrar que <S> para la onda polarizada linealmente es igual a la suma de los 
vectores de Poynting promedio de cada una de las componentes polarizadas circularmente. 
24-21 Demostrar que para un plasma para el que e~e 0 , la frecuencia de plasma en hertz 
puede encontrarse a partir de v p = 8,97 n 1 / 2 . Como ejemplos de otros plasmas importan¬ 
tes, encontrar v p para (a) una descarga típica de un gas para el quen ~ 10 18 (metro) -3 ; 
y (b) la ionósfera, donde n ~ 10 10 (metro) -3 . 

24-22 En un gas ionizado existen iones móviles y electrones. ¿Por qué fue posible despre¬ 
ciar la contribución de los iones a la conductividad y, por lo tanto, a la frecuencia del 
plasma? 

24-23 Si un material posee una conductividad que es un número imaginario puro, tal como 
en el caso de (24-136), demostrar que la rapidez promedio de disipación de energía por 
unidad de volumen, <w>, es igual a cero. ¿Es este resultado compatible con la suposición 
de que, de hecho, se han despreciado las colisiones? 

24-24 Para un sistema de conductividad dada por (24-136), encontrar la densidad total 
de corriente J í = aE + (9D/9f) y demostrar que es menor de lo que sería en la ausencia de 
electrones conductores. Explicar cómo ocurre esto. 

24-25 En (24-138) se definió la frecuencia de plasma de una manera puramente formal, 
pero puede entendérsela como una frecuencia natural del sistema. Esta misma expresión 
puede derivarse también de estas dos maneras, (a) Demostrar que cuando una solución 
oscilante para proporcional a e iu> pt se combina con V • J¿ + (dpj/dt ) = 0, Jj=ct E y 
V • E = Py/e' el resultado vuelve a ser (24-138). (b) Suponer que igual número de iones 
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positivos y electrones se desplazan unos con respecto a otros una pequeña distancia x. 
Encontrar la fuerza sobre una de las densidades superficiales de carga resultantes produci¬ 
das por la otra, y demostrar que la ecuación de movimiento correspondiente es la de un 
oscilador armónico simple de frecuencia oj p dada por (24-138). 

24-26 (a) Encontrar la velocidad de grupo Vq definida en (24-144), para un sistema con 
relación de dispersión (24-137). Graficar v G en funciones de cu para cu>cu p . Demostrar 
que el producto de las velocidades de fase y de grupo es vv G = (jue )~ l . (b) Demostrar que 
si la relación de dispersión tiene la forma k 2 = /(cu 2 ), entonces el producto vv G será 
constante siempre que /tenga la forma f=Aoj 2 + B donde A y B son constantes. 

24-27 Suponer que (24-137) describe un sistema y que co> cu p . Encontrar <u e >, <u m >, 
<u m >/<u e >, <u>, <S> y demostrar que <S> = <u> v v k, donde vjj se puede interpre¬ 
tar como la rapidez del flujo de energía. Demostrar que v<j< v u <(/ae)“t / 2 < v. 

24-28 Considerar la posibilidad más general de que un medio tenga todos sus parámetros 
complejos, es decir, ¡u = ix R + '¡ij, e = e R + *6/ y a= o R + i a¡. Demostrar que todavía es 
posible expresar k en la Turma (24-38) siendo a y /3 reales. Encontrar a y (3. Considerar 
ahora un material estrictamente no conductor y demostrar que es todavía posible encon¬ 
trar atenuación 0 ¥= 0 y que también seguirá habiendo una diferencia de fase entre E y B 

0/oc^O). 

24-29 El símbolo Q se introdujo originalmente como una abreviación de “factor de cali¬ 
dad”. Aunque en (24-66) se encontró una interpretación de Q muy útil, existen otras 
dos maneras de expresarlos, que resultan por demás interesantes, (a) Demostrar que Q mi¬ 
de la relación entre el tiempo de relajación de un medio conductor, según se da en (1241), 
y el período temporal T de la oscilación, (b) Expresar 5/^- como una función exclusiva de 
Q y demostrar que cuando Q» 1 ésta se reduce a Q = n ó /X. (c) Utiliza este último resul¬ 
tado para justificar la siguiente manera conveniente de recordar el significado físico de 
Q: “El valor de Q es igual al número de ciclos que durará una oscilación (casi) libre.” 

24-30 Considerar dos campos electromagnéticos distintos descritos por los pares (E t , Hi) 
y (E-j, H 2 ). Suponer que el medio es i.hl. en todas sus propiedades, que = 0 y que es¬ 
tos dos campos son funciones sinusoidales del tiempo con la misma frecuencia, es decir, 
que son proporcionales a *. Demostrar que V • (Ej X H 2 — E 2 X Hj) = 0 se despren¬ 
de de las ecuaciones de Maxwell. A este resultado se le conoce como el lema de Lorentz y 
demuesta que estos campos electromagnéticos, independientes en todos los demás aspec¬ 
tos, están en realidad ligados entre sí en este sentido. 



Capítulo 



Reflexión y refracción de 
ondas planas 


En el último capítulo se estudiaron ondas planas de extensión infinita de modo que pudieran 
considerarse como viajando en un medio infinito. Sin embargo, en una situación real llegará 
el momento en que la onda se encuentre con otro medio que tenga propiedades electro¬ 
magnéticas diferentes; por ejemplo, una onda de luz en el aire puede llegar a un cuerpo de 
vidrio. Por lo general, la onda incidente será capaz de penetraren el segundo medio hasta 
cierto punto, y lo que aquí se investiga es cómo queda la situación general cuando se alcance 
un nuevo estado estacionario. Como se verá, resulta posible resolver este problema a través 
de las condiciones de frontera que la onda debe satisfacer en una superficie de disconti¬ 
nuidad de propiedades, recordándose que estas condiciones de frontera se obtuvieron 
directamente de la ecuaciones de Maxwell. 


25-1 Las leyes de la reflexión y la refracción 

Se supone que la superficie entre los dos medios es plana e infinita. Se supone también que 
no existen cargas o corrientes libres sobre la superficie limitante. En ese casólas condiciones 
de frontera dadas en (21-25) a (21-28) se reducen simplemente a (1) las componentes nor¬ 
males de D y B son continuas, y (2) las componentes tangenciales de E y H son continuas. 
Pronto se verá que para los objetivos presentes, únicamente se necesita la segunda do 
ellas; queda como ejercicio demostrar que se obtendrían los mismos resultados si se utilizara 
la primera condición relativa a las componentes normales. 

Por lo tanto, la situación más general que se puede visualizar corresponde a una onda 
incidente que viaja en un medio 1 de parámetros electromagnéticos (ji¡ ,ei ,Oi ) que entra en 
otro medio 2 de parámetros (p.¿ ,c 2 ,o 2 ). Aunque resulta bastante fácil encontrar una 
solución general cuando ambos medios son conductores, la complejidad de los resultados 
tiende a dificultar la cabal comprensión e interpretación de lo que está ocurriendo. En 
consecuencia, por ahora se toman ambos medios como no conductores, de modo que 
todos los vectores de propagación son reales; en la sección 25-6 se estudia brevemente el 
efecto de la conductividad. Aprovechando la experiencia ajena, se supone desde el principio 
que la única manera de satisfacer las ecuaciones de frontera es aceptando la existencia de 
tres ondas: la onda incidente en el medio 1, la onda reflejada también en 1 y la onda 
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transmitida en el medio 2; se utilizan los índices i, ry t, respectivamente, para marcar las 
cantidades que corresponden a cada una de estas ondas. 

Por medio de (24-89) se pueden expresar los campos eléctricos de estas ondas como 

E,. = E 0; e' (k '' r- “'' ) E r = E 0r <?' (lvr ~“ r ' ) 

donde 



(25-2) 

habiéndose introducido, por medio de (24-17) y (24-13), la velocidad de fase y el índice 
de refracción del medio correspondiente; nótese que no se han hecho suposiciones acerca de 
las frecuencias. Se pueden escribir ecuaciones similares para los campos magnéticos. 

El origen del tiempo t en (25-1) es arbitrario; r es el vector de posición de un punto 
dado con respecto al origen, también arbitrario. Sin embargo, por simplicidad, supóngase 
que el origen se encuentra situado sobre la superficie de separación, de modo que el vector 
de posición r B , de un punto sobre la superficie limitante queda también sobre la propia 
superficie. La figura 25-1 muestra todas estas cantidades, donde también se indicala normal 
ñ a la frontera, dibujada del medio 1 al 2, siguiendo la convención estándar adoptada. 

El campo eléctrico total en un punto dado del medio 1 será E! = E,- +E r , mientras 
que en un punto del medio 2 será E 2 = E r . En cualquier punto sobre la frontera, donde 
r = r B , se debe tener que E ltmg = E 2 ta ng. 0 sea > 

[ E 0 , e' (l ' r,_ “'' , -fE 0r e'( | ‘'' rrH ' ) ] tang 

= [E 0 ,e'^“''>] tang (25-3) 

debiendo esto ser cierto para todos los valores de t y todos los r B posibles, donde t y r e 
pueden variar de manera independiente. Sin importar los valores relativos de las amplitudes 
E 0 , resulta evidente que no se puede satisfacer (25-3) a menos que los valores de todos los 
exponentes sean iguales. Por lo tanto, se aprecia, en primer lugar, que w¡- = co r = co r = ce 
de manera que las tres ondas deben tener todas la misma frecuencia cu; en este caso,(25-2) 
se simplifica a 


(25-1) 






(25-4) 


De manera similar, se debe tener que k,-r B - Vr fi = k f r B ; resulta útil tomarla diferencia 
en pares de éstas para obtener las dos ecuaciones: 


(k,-k,K = 0 (k, — k,)-r 5 = 0 (25-5) 

que demuestran que estas diferencias entre los vectores de propagación deben ser perpen¬ 
diculares a r s y, por lo tanto, a la superficie limitante; esto es cierto también para el par 
k r y k f , dado que también tiene (k r — k f )-r¿¡ = 0. La primera ecuación en (25-5) relaciona 
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Figura 25-1 Relaciones en una superficie plana entre dos medios. 


entre sí los vectores de propagación incidente y reflejada, por lo que puede llamársele la 
ley de la reflexión-, de manera similar, la segunda es la ley de la refracción puesto que 
relaciona entre sí las ondas incidente y transmitida (refractada). 

El plano definido por ft y el vector incidente k¡- recibe el nombre de plano de incidencia, 
el cual está ilustrado en la figura 25-2. El ángulo 6¡ formado entre k¿ y la normal es el 
ángulo de incidencia. Se puede descomponer k,- en sus componentes normal y paralela ala 
superficie de discontinuidad si se define un vector tangencial unitario, r , que es paralelo 
a la superficie y está sobre el plano de incidencia; así, se puede escribir 

k, = &,„ñ+ k h T (25-6) 

Se puede expresar en forma de componentes cualesquiera otros vectores que no necesaria¬ 
mente se encuentren sobre el plano de incidencia, si se introduce un tercer vector unitario, 
n X f , que se encuentra también sobre la superficie entre 1 y 2 y es perpendicular tanto a 
ñ como a f, tal como se muestra en la figura 25-3. Se pueden, pues, expresar los otros dos 
vectores de propagación en la forma 



Figura 25-2 Este es el plano de incidencia. 
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Figura 25-3 Los tres vectores unitarios mutuamente perpendiculares, 
k, = k rn ñ + k rr T + k rc á X f k, = k tn ñ + k tT i + k lc üX t (25-7) 

mientras que 


r B = r BT r+r Bc ñXT (25-8) 

ya que éste se encuentra enteramente en la superficie y por lo tanto no posee componente 
normal. 

Sustituyendo de (25-6) a (25-8) en (25-5) y recordando que los vectores unitarios 
son mutuamente perpendiculares de modo que ñf =0. etc., se obtienen 

(k h -k rT )r BT -k rc r Bc = 0 (k ÍT — k lT ) r Br — k lc r Bc — 0 (25-9) 

Puesto que r B es arbitrario, (25-9) deber ser cierta también para el caso especial en que 
r Br = 0, mientras que r Bc 4 0, resultando por (25-9) que k rc ~k 1c = 0, de modo que k r y 
k f no tienen componentes perpendiculares al plano de la figura 25-2. En otras palabras, 
los tres vectores de propagación se encuentran sobre el mismo plano, es decir, todos se 
encuentran sobre el plano de incidencia. Dado que r BT puede ser diferente de cero, a 
partir de (25-9) se observa que 


K = K K = k ¡* (25-10) 

de modo que todos los k poseen las mismas componentes tangenciales. Se puede considerar 
que las ecuaciones en (25-10) son una segunda versión de las leyes de la reflexión y de la 
refracción. Se deben estudiar ahora las componentes normales. 

Si se recuerda que k rc = 0, de (25-7), (25-4), (25-10) y (25-6) se desprende que 
k rn 2 = k r 2 — k rT 2 = k 2 —k rT 2 — k¡j —k¡ 2 = k in 2 y por tanto, k rn — ± k¡„. Si se tomara 
el signo positivo se vería que, según la figura 25-2, la onda reflejada se dirigiría hacia la 
superficie, como lo hace la onda incidente, mientras que lo lógico es que tienda a alejarse 
de ella, como se muestra en la figura 25-1. Por tanto, se debe tener que k rn = — k in . De 

manera similar, se encuentra que k tn 2 - k t 2 — k t } = k\ —k¡}. Por lo tanto, la tercera 
versión de las leyes de reflexión y refracción debe ser 

Kn = - K k tn = k 2 - K 2 i 25 -1 1 ) 

Según (254), k¿ es un vector de magnitud k x , y de la figura 25-2 se observa que 


k,„ = k , eos B¡ 


k ÍT — k\ sen 9¡ 


(25-12) 
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y, po lo tanto, k rn - —eos k rT = sen d¡, por (25-11) y (25-10). Puesto que 
también k,. tiene magnitud k x , el ángulo de reflexión se defíne por 

k rn = - k , eos 6 r k rT = k l sen # r (25-13) 

como se flustra en la figura 25-4a. Al comparar estas diferentes expresiones de las compo¬ 
nentes de k r se concluye que 


e=e, (25-14) 

de modo que el ángulo de reflexión es igual al ángulo de incidencia. Es así como esta antigua 
y bien conocida ley de óptica resulta ser una consecuencia directa de las ecuaciones de 
Maxwell. 

En cuanto a la onda transmitida, de (25-10), (25-11), (25-12) y (254) se desprende 
que 


k lT = /c, sen 9¡ 


k ín 2 = ~ ^/sen 2 #, = k 2 



(25-15) 

(25-16) 


Estos valores son válidos para cualesquiera valores de la relación n,/« 2 y del ángulo de 
incidencia. 

En muchos casos resulta de gran utilidad definir un ángulo de refracción Q t para k r 
cuya magnitud es k 2 por medio de 

k !r = /c 2 sen 0, k, n = k 2 eos 0, (25-17) 

como también puede verse en la figura 2546. Cuando se combina (25-17) con la ley de 
refracción según está expresada en (25-15) y (25-16), y se usa también (254), se encuentra 
que se puede obtener 


«¡sen#. = « 2 sen0 ( 


cos^l-^j'sen 2 #. 


(25-18) 

(25-19) 




Figura 25-4 (a) 0 r es el ángulo de reflexión. ( b ) 6 t es el ángulo de refracción. 
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que tienen consistencia intema, puesto que eos 2 6 t = 1 — sen 2 9 t . La primera ecuación 
(25-18) es conocida como la ley de Snell de la refracción, por haber sido descubierta 
experimentalmente por él; como se puede observar, esta ley relaciona los ángulos de 
incidencia y de refracción con los índices de refracción de los medios, resultando ser 
también una consecuencia de las ecuaciones de Maxwell vía las condiciones de frontera 
que se obtuvieron de ellas. 

Aún cuando (25-17) define dos cantidades sen 6 t y eos 6 t , éstas no siempre corres¬ 
ponden a un ángulo físico real d t . A continuación se estudia cómo ocurre esto y qué se 
puede hacer al respecto. De (25-18) se encuentra que sen 0 t = (n , ¡n 2 ) sen 0 t . Si n¡ < « 2 , 
entonces sen 0 t < sen 9¡ < 1 y eos 2 d t = 1 - sen 2 6, > 0; por lo tanto, 6, es un ángulo real 
y 0 t < 9¡. Este caso se encuentra ilustrado en la figura 25-5 ¡nótese que k 2 /k , = n 2 ¡n l > 
1. Si «, > n 2 , entonces se sigue teniendo que sen 6 t - («i/« 2 ) sen > sen de modo 
que 9 t > di, mientras que k 2 /k t < 1. Sin embargo, debe ser cierto también que sen 
Q t <* 1, de manera que 9 t será un ángulo real siempre que sen d¡ < rz 2 /«i < 1- Resulta así 
útil definir el ángulo crítico, 0 C , por medio de 


sen 0 C = 


«2 

n \ 


(25-20) 


por lo que se puede expresar 


sen#. 

''""'“Sí# (",>%» Ú5-21) 

c 

Por lo tanto, para 6¡ < 6 C , sen 9 t < 1 y 9 t < 9¡. La figura 25-6 ilustra este caso. (Nótese 
que el más grande de los ángulos 9¡ y 9, se encuentra siempre en el medio de menor 
índice de refracción.) Si 9¡ — 9 C , entonces sen 9 t — 1 y 9 t = ~ n, por lo que la onda refrac¬ 
tada es paralela a frontera, como se ilustra en la figura 25-7; aquí se tiene que k 7 </tj. 



Figura 25-5 Los tres vectores de propagación relacionados entre sí por las leyes de la 
reflexión y de la refracción, cuando n , < n 2 . 
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n, > , 8 ¡ < 8 C 



Puesto que se puede escoger libremente, es posible hacer que 0¡ >6 C . En ese caso, 
según (25-21), sen 6 t >1, mientras que cos 2 @ f = 1— sen 2 8 t < 0, lo que es posible para un 
ángulo real y por consiguiente no se puede dibujar una figura del tipo de las últimas tres. 
(Puede todavía interpretarse a 6 t como un ángulo, siempre que éste sea complejo y de la 
forma 9 t = 7 -rr + ix. Para ver cómo ocurre esto, se utiliza (24-22) para evaluar el seno 
como sen d t = (e i9t — e~ LBt )l2i=[e‘( :n / 2 )~ x — e“'( 7r / 2 ) x ]¡2i~ \ (e~ x +e*)= coshx:> 1,, 
como se necesita.) Es por eso que ya no resulta conveniente seguir con 6 1 ; sin embargo, se 
puede volver a analizar las componentes de k ? en función de 6¡ por medio de (25-15) y 
(25-16), ya que éstas son siempre válidas. Por lo tanto, en principio no hay problema 
para manejar este caso. Seria conveniente estudiar estas dos clases tan amplias por separado, 
dejando para la sección 25-4 el tratamiento detallado del caso (n¡ > n 2 ; 6¿ > 9 C ). 


> « 2 ; 0 ¡ = 0 C 



Figura 25-7 Los tres vectores de propagación cuando 
el ángulo de incidencia es igual al ángulo crítico. 
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Todos los resultados obtenidos hasta aquí se han derivado solamente délos términos 
exponenciales de propagación en la condición única de frontera (25-3), siendo todavía 
necesario encontrar las relaciones entre los propios campos. E, debe estar sobre el plano 
perpendicular a k ( , pero no se requiere que tenga una orientación particular con respecto al 
plano de incidencia de la figura 25-2. La figura 25-8 muestra la situación general de una 
orientación arbitraria de E, para un ángulo de incidencia arbitrario. El plano sombreado 
es perpendicular a k, y por lo tanto contiene a E¿;este plano es tambie'n perpendicular 
al plano de incidencia definido por k;- y ñ. Puede verse que es posible expresar E¿ como la 
suma vectorial 


E, = E,x + E,„ (25-22) 

donde E/p es la componente perpendicular al plano de incidencia y E,-|| es la componente 
paralela al (en el) plano de incidencia. Resulta que estas dos componentes se comportan 
de diferente manera en el plano de separación entre los dos medios, de modo que se 



Plano de 
incidencia 


Plano de 
separación 


Figura 25-8 Definición de las componentes de E¿ paralela y perpendicular al plano de 
incidencia. 
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han de considerar los dos casos por separado. Una vez que se encuentre cómo resulta 
afectada cada una de ellas, se pueden volver a combinarlos resultados para encontrar los 
campos reflejado y transmitido totales, es decir, será posible expresar 

E/- — E rX + E r[| E, = E fJ _+E (|j (25-23) 


25-2 E perpendicular al plano de incidencia 

Puesto que no se cuenta con conocimientos a priori acerca de las relaciones existentes 
entre los diversos campos eléctricos, supóngase que todos ellos se dirigen hacia afuera de 
la página en cierto instante y en cierta localización particulares sobre la superficie de fron¬ 
tera; si esta suposición acerca de las direcciones relativas fuera incorrecta, el resultado 
final lo indicaría por medio de su signo. Las direcciones que corresponden a H pueden 
encontrarse a partir de la condición en que E X H se encuentra en la dirección de propaga¬ 
ción R. Asi' se obtiene la situación que se muestra en la figura 25-9; por claridad, se han 
dibujado las E y H a cierta distancia de la superficie de separación entre los dos medios, 
pero debe recordarse que en realidad se desea que representen la situación en la superficie 
en la que se aplican las condiciones de frontera. 

Puesto que los campos eléctricos son todos ellos paralelos entre sí y a la superficie, 
son componentes tangenciales, de modo que E ltang = E 2ta ng se vuelve simplemente 

E, + E r = E, (25-24) 

Todos los campos magnéticos están sobre el plano de incidencia, para el quer es el vector 
unitario tangencial, y así la otra condición de frontera H, tang = H 2 ta n g se vuelve 

(H,. + H,)-f=H,-í (25-25) 

Este último resultado puede expresarse en función de los campos eléctricos por medio de 


1 2 



Figura 25-9 E,- es perpendicular al plano de incidencia. 
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H = 


kxE 

Z 


y 


E,Xñ 

7= ~eT 


(25-26) 


según (24-94) y una inspección de la figura 25-9, si se recuerda que E¡ está dirigido hacia 
afuera de la página. Por lo tanto, la componente tangencial de cualquiera de los campos 
magne'ticos tiene la forma 


H • f = (k X E)- (E,. X ñ) = - ^ (k • ñ) (25-27) 

según (1-109), k-E¿ = 0 (son perpendiculares) y EE, = EE¡ (son paralelos). El valor 
apropiado para la impedancia es Z x = (ju x /e x para las ondas incidente y reflejada en 
el medio 1, mientras que es Z 2 = (pt 2 / e 2 )^ 2 para H f . Tomando todo esto en consideración 
y sustituyendo (25-27) en (25-25) se obtienen 

y[£,(k,.ñ) + £,(Vñ)] = -^(k,ñ) (25-28) 

Puesto que E¡ es arbitrario, las cantidades significativas son las relacionadas E r IE¡ y 
E t /E¡, pudiéndose ya calcular a partir de las dos ecuaciones (25-24) y (25-28). Los resultados 
son 

M _ Z 2 (k,-n)-Z 1 (k,-ñ) 
e ¡L Z 2 (k r ñ) + Z^k'-ñ) 

M 2Z 2 (k,-fl) 

E J± Z 2 (k r ü) + Zi(k,-ñ) 

habiéndose hecho uso de k r • ñ = — k¡-• ñ según se encontró en (25-4), y de la ley de la 
reflexión dada en (25-11). Estas relaciones son la solución general para este caso y son 
válidas para cualesquiera valores de n í ¡n 2 y d¡. Para dejar esto bien claro, se les puede 
expresar completamente en función de d¡ por medio de k f -h = k^jk Y = eos 0¡, según 
(25-12), y de k f • ñ = k m /k 2 como se vio en (25-16), con lo que 


(25-29) 

(25-30) 


Z 2 cos0 i - Z,[ 1 — (rt,/« 2 ) 2 sem#.] ,/2 
X ZjCos^ + Z,^ 1 -(«,/A? 2 ) 2 sen 2 0.j l/2 

/ -E) \ _ 2Z 2 cos<?, 

\ Ei >-l Z 2 eos 9¡ + Z^ 1 — («,/ /j 2 ) 2 sen 2 0 ; J 1/2 



(25-31) 

(25-32) 


En el caso especial de una incidencia normal (6¡ = 0), se reducen a 

/M _ Z 2 -Z, (ñ) 2Z 2 

\E,) ± Z 2 + Z, \E ¡ ) ± Z 2 +Z, 


(25-33) 
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Resulta muy común también encontrar estos resultados expresados en función tanto 
del ángulo de incidencia 0¡ como del ángulo de refracción 9 t . Puesto que 6¡ es real única¬ 
mente para <n 2 o para /?, > n 2 y 6¡ < 6 C , las expresiones que siguen se restringen a 
esos casos. Así, (25-29) y (25-30) se vuelven 

lj\\ _ Z 2 cosg,-Z,cosfl, /_£,) 2 Z 2 eos( 9 , 

\ E, J ± Z 2 eos 0 , + Z, eos 0 , \ E, ) ± Z 2 eos 9, + Z, eos 0 , l j 

A menudo se suelen expresar en otras formas por medio de 


z i _/ #*1^2\ l/a . Miseng,- 

Z 2 U 2 c i / M 2 «i M 2 señé/, 


(25-35) 


que se desprende de (24-95), (24-12), (24-13) y (25-18). Al dividir numerador y denomi¬ 
nador de cada una de las expresiones (25-34) entre z 2 y después usar (25-35), se encuentra 
que las relaciones pueden también expresarse como 


M _ fa tan A,-/*! tan 0,- /£,\ 2/x 2 tan0, (25-36) 

E ¡ I ± )i 2 tan0, + p,tan0, \E¡) L /x 2 tan0, + ju,tan0, ^ 


De (25-33) se obtienen los resultados para incidencia normal: 

U/x M 2 «i + Mi«i U/x M 2 «l + Ml «2 


(25-37) 


Se puede observar que estos resultados son compatibles con (25-36) pues, a medida que 
d¡ y 0 t se aproximan a cero, la ley de Snell (25-18) se vuelven aproximadamente 


«¡ _ sen#, 0, _ tan (9, 
n 2 sen0, ~ 0, tan#, 


(25-38) 


En el caso muy importante en que ¡ u, = ju 2 , que incluye los medios no magnéticos, 
las relaciones se pueden también escribir en general como 


¡ E r\ 

sen (0,-0,) 

'■ E, \ («,/« 2 )sen20, 

U/a 

sen(0, + 0,) 

U/x' sen (0, + 0,) 


mientras que, para incidencia normal se reducen a 


(U -- 

/ »2-*l \ 

/£,\ 2/1, 

U/x 

\ « 2 +«! / 

U/x W 2 + «l 


(25-39) 


(25-40) 


A las ecuaciones en (25-39) se les suele llamar ecuaciones de Fresnell; él las desarrolló a 
partir de una teoría elástica de la luz mucho antes del desarrollo de la ecuaciones de 
Maxwell y de la teoría electromagnética de la luz. (Quizá no resulte tan sorprendente 
que lo haya podido hacer, puesto que si una onda elástica en un medio incide sobre otro 
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Figura 25-10 Relación de los campos eléctricos reflejado e incidente según las ecuaciones 
de Fresnel para n, <n 2 - 


medio de propiedades diferentes, tambie'n habrá que satisfacer algunas condiciones de 
frontera. Por ejemplo, si una onda viajara en una cuerda estirada, sería necesario que el 
desplazamiento fuera continuo en la unión, pues de otra manera la cuerda se soltaría.) 

La forma general de los resultados obtenidos a partir de la ecuaciones de Fresnel, 
en función de 0¡, se ilustra en las figuras 25-10 y 25-11 para el caso n , < n 2 ■ Nótese que 
la relación (E r /E ¡)i es negativa para todos los valores de 0¡, esto puede también observarse en 
(25-39) ya que cuando n, <n 2 > entonces d¡ >6 t de modo que sen(0/ — 0 f )>O. Esto significa 
que Er es en realidad opuesto a la dirección que se había supuesto; en otras palabras, 
la onda reflejada ha cambiado su fase en 180°durante la reflexión en un medio de índice 
de refracción mayor. Por otro lado, (E t /E¡)¡_ es siempre positiva, de manera que la onda 
transmitida no sufre cambio de fase (así, para representar la situación real, la dirección 
de H r debe invertirse en la figura 25-9, mientras que E,. se dirige hacia adentro de la página; 
el resto de la figura no se altera). 



Figura 25-11 Relación de los campos eléctricos transmitido e incidente según las ecua¬ 
ciones de Fresnel paran, <n 2 . 
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Si n x >n 2 pero 0 X < d c , entonces 0 ¿ < 6 t , como se muestra en la figura 25-6; por 
tanto, sen ( 6¿ — 6 t ) será negativo, por lo que {E r /E¡)]_ en (25-39) será siempre positiva, lo 
mismo que (E t /E¿) j_, como antes. Esto quiere decir que no existe cambio de fase por 
reflexión en un medio de índice menor siempre que el ángulo de incidencia sea menor que 
el ángulo crítico. 

Se desprende de (25-29), como se muestra en la figura 25-11, quela onda transmitida 
es siempre igual a cero para una incidencia rasante (0 .= 90°). 

25-3 E paralelo al plano de incidencia 

Se procede aquí de una manera muy similar a la de la sección anterior. Supóngase que 
todos los campos magnéticos se dirigen hacia adentro de la página; la figura 25-12 muestra 
la situación resultante. Según H = k X E/Z y k • E = 0, y tras un breve análisis de la figura, 
se puede observar que la análoga de (25-26) es 


E=ZHxk y (25-41) 

de manera que 


E • t= - ZH( k • ñ) = - iT(k • ñ) (25-42) 

puesto que k • H, = 0 (son perpendiculares) y los valores de E y H se encuentran relacionados 
entre sí por el factor Z. 

En consecuencia, la continuidad de las componentes tangenciales de E (es decir, 
Ej - t = E 2 • f ) conduce a 



Figura 25-12 E¡ es paralelo al plano de incidencia. 
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E^k- A) + E,( k- ñ) = (E- E r )( k, ñ) = E t (k,-ñ) (25-43) 

por medio de (25-11) y (25-4). Puesto que los H son siempre componentes tangenciales y 
paralelas, H ltang =H 2 tang conduce a 


//, + H r = //, 


E, + E, _ E, 
Z, Z 2 


(25-44) 


Pueden ya resolverse las ecuaciones 25-43 y 2544 para obtener las relaciones E r IE ( y 
E t /Ej. Al hacerlo, y después de utilizar bastante álgebra y trigonometría, se pueden obtener 
todos los siguientes resultados de la misma manera que en la sección anterior. 

Las soluciones generales aplicables a todos los valores de n 1 /n 2 y 9¡ son: 



Z,(k,-ñ)-Z 2 (k,-ñ) Z,cos0,-Z 2 

l-(«i /n 2 ) Z%en % 

1/2 

Zi (¿,'ñ) +Z 2 (k,-fi) Z,cos0, + Z 2 | 

2Z 2 (k,-fi) _ : 

[l-(«l/»2) 2sen20 ,] 

2 Z 2 cos 0 , 

1/2 

Z,(k,-ñ) + Z 2 (k,-ñ) z i cos0, + Z 2 

'l-(«i/n 2 ) 2sen2 0/ 

1/2 


(25-45) 

(25-46) 


Cuando B t es un ángulo real («, < n 2 ó n¡ > n 2 y d¡ < 0 C ), las relaciones se vuelven 


i E r \ Z,cos0,— Z 2 cos0, _ ju, sen 20,• — 

\ E¡ J y Z, eos0, + Z 2 eos0, ju, sen 20,4- ju 2 sen 20, 

( E,\ _ 2Z 2 cos0, _ 4/x 2 cos0,sen0 ( 

\ 1; j n ~ Z¡cosff¡ + Z 2 eos0, ~ ju, sen 20,.+ í x 2 sen20, 


(25-47) 

(25-48) 


y, además, cuando /i] = /x 2 , se obtienen las otras dos ecuaciones de Fresnel 



tan(0,-0,) | 

Í E ‘) 

1 2 eos 0,sen 0, 

UJ 

II tan(0, + 0,) ! 

ii sen(0, + 0,) eos (0, - 0,) 


(25-49) 


normal son 


Las diversas expresiones para incidencia 

/ \ ~ ^2 _ Fi n 2~ fon i 

\ E¡ Z, + Z 2 p,j« 2 +/x 2 «j 

M 2Z 2 _ 2/x 2 k, 

)|| Zj + Z 2 i L l n \ 


y 

" 2 " 1 (pij-^u) 

(25-50) 

y 

‘ (Mi - M2) 

n 2 + ri] 

(25-51) 


En estos últimos resultados se tiene una aparente contradicción de signos. Si se observan 
de nuevo las figuras 25-2 y 25-8 se observa que para incidencia normal, cuando R¡ y ñ 
están en la misma dirección, no existe un plano de incidencia definido, de modo que no se 
puede hacer distinción alguna en cuanto a si E es perpendicular o paralelo al plano de inri- 



E paralelo al plano de incidencia 
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Figura 25-13 Relación de los campos eléctricos reflejado e incidente según las ecuaciones 
de Fresnel para/7] <n 2 . 


dencia, por lo que los resultados de ambos casos deben reducirse a los mismos. Si bien 
(25-51) concuerda con las expresiones correspondientes de (25-33), (25-37) y (2540), 
las diversas formas de (E r ¡E¡) difieren por un signo menos. Esto resulta de la elección 
inicial de signos en ambos casos. En la figura 25-9 se supuso que E r y E, eran paralelos, 
por lo que se consideró a E r jE¡ como un número positivo; pero para «, < n 2 resultó ser 
en realidad negativo, como ya se vio arriba. Por otro lado, las direcciones opuestas de E? y 
E/ se tomaron en consideración desde un inicio en la figura 25-12, de manera que la rela¬ 
ción E r /E ( se consideró también positiva. En otras palabras, la diferencia de signos refleja 
una diferencia en el tratamiento a los dos, pero cada uno de los casos es consistente 
internamente y por lo tanto deben ser consistentes entre sí. 

Las figuras 25-13 y 25-14 muestran gráficas de las relaciones según están dadas por 
las ecuaciones de Fresnel (25-49), para n x < n 2 . Analizando la figura 25-14 primero, se 
observa que es similar a la figura 25-11 en cuanto a la falta de un cambio de fase enla onda 



Figura 25-14 Relación de los campos eléctricos transmitido e incidente según las ecua¬ 
ciones de Fresnel para/?] <n 2 . 
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transmitida, desapareciéndose éste también en el caso de incidencia rasante. Puesto que 
esto mismo ocurrió en el caso anterior, se puede concluir que la radiación electromagnética 
siempre se refleja completamente en la superficie de un dieléctrico en el caso de incidencia 
rasante. (Se podría verificar esto ahora mismo si se observa yna fuente luminosa por 
reflexión contra una hoja de papel áspero y se va aumentando gradualmente el ángulo de 
incidencia hasta llegar a 90°.) 

Adicionalmente, en la figura 25-13 se observa que no ocurrió aquí lo mismo que en 
el caso anterior, pues se presenta ahora un ángulo 6 P para el que la onda reflejada es igual 
a cero. De (25-49) se desprende que la condición para esto es que el denominador de 
(E r /Ei) || sea infinito, es decir que 8 p + e tp = 90° , donde 6 tp es el ángulo de refracción 
correspondiente. En ese caso la ley de refracción (25-18) se vuelven! sen 0 p = n 2 sen 0 tp = 
n 2 sen (90° ~6 p ) = n 2 eos 6 p , de modo que 

ta (25-52) 

un resultado que se conoce como la ley de Brewster. Al ángulo 6 P se le da el nombre de 
ángulo de polarización por la siguiente razón. Considérese una onda incidente que no está 
polarizada, en el sentido de que su campo eléctrico posee componentes Ej_ y E|| ambas 
diferentes de cero. Si esta onda incide con el ángulo de polarización 6 p , entonces sólo la 
componente Ej_ se reflejará, de modo que la onda reflejada sólo tendrá esa componente y 
por lo tanto se habrá polarizado. La polarización de la luz por reflexión fue descubierta 
experimentalmente por Malus, quien se encontraba observando la luz del sol reflejada en 
las ventanas del Palacio de Luxemburgo en París, resultando así una evidencia adicional 
de la naturaleza de onda electromagnética de la luz. 

En la figura 25-13 se observa también que cuando 6¡ > f ) p , la relación (E r /E ¡)|| 
es negativa. Esto significa que la fase de la onda reflejada ha sido invertida repentinamente, 
es decir, que ha cambiado por 180° al pasar el ángulo de incidencia por el valor del ángulo 
de polarización. 


254 Reflexión total {n 1 >n 2 , d¡>d c ) 

En breve se verá la razón para este título. En este caso 8 t no es un ángulo real, pero como 
ya se tienen resultados expresados completamente en función de 6¡ éstos se pueden utilizar 
directamente. Resultaría conveniente, para facilitar la interpretación del resultado, el ser 
más específico en cuanto al sistema de coordenadas. Tómese elplanoxp como la superficie 
de separación y el plano xz como el plano de incidencia. La figura 25-15 muestra esta 
situación, donde el eje y apunta hacia afuera de la página. Se puede observar que con esta 
elección k T ~ k x y k n = k z , de modo que el campo eléctrico incidente tiene la fonna 

E,. = E 0l .e ,(k ' r = E 0l <? f [*'( xs en 0, + «os*,) -«»] (25-53) 

según (25-12). La onda transmitida estará dada por 

E, = E 0; e /(k ' r '“ ,) = E 0f <? i <*“ x+ *“ i -"'> (25-54) 

y según (25-15) se tiene que k tx = k tT = k i sen 9¡. La cantidad entre corchetes en (25-16) 
es ahora negativa, por lo que es preferible escribir k tn 2 en la forma 
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ín,\ 2 \ í sen#. \ 2 

kl-kl--k\ (^Jsen^-l --í| (^J -1 - -K > (25-55) 

por medio de (25-20). Por lo tanto, k tz - ± ik, haciendo que e iktzz = e + kz . El signo 
positivo en el exponente daría una onda que se aumentaría indefinidamente a medida 
que viajara en la dirección 2 positiva, por lo que se le descarta y se escribe z tz = iK, donde 


W£)“M w -(^) <25 - 56) 


con el empleo de (25-4). Si se sustituyen estos diversos resultados en (25-54), se obtiene 
la expresión para el campo eléctrico transmitido en el medio de menor índice de refracción: 


£ = E 0 ,e ~ Kz g'( k ¡ x sen 


(25-57) 


Esta es una onda que viaja en la dirección jc, es decir, paralela a la superficie de separación, 
pero cuya amplitud disminuye en la dirección z, perpendicular a la dirección de propaga¬ 
ción. La velocidad de la onda es 


v _ w _ c _ ( ¿/"i) _/ sen ^, 

2jr k j sen 0. «,sen#. («,/« 2 ) sen/9, \sen0. I v 2 


(25-58) 


donde v 2 es la velocidad normal de una onda en este medio. Puesto que d¡ > d c , resulta 
v 2 x < I’ 2 - por lo que esta onda viaja más lentamente que una onda plana usual; (25-57) no 
es una onda plana, en el sentido de que su valor no es constante en un plano perpendicular 
a la dirección de propagación. Más aún, la velocidad de onda v 2x no es una constante que 
dependa exclusivamente de las propiedades del medio, sino que también depende del 
ángulo de incidencia. 

La amplitud decrece exponencialmente con el aumento de la profundidad de penetra¬ 
ción, disminuyendo por un factor 1/e en una profundidad de penetración 5 Z , dada por 




(^ 2 / 2 ^) 

[(/!i/n 2 ) 2 sen 2 0,.-l] ,/2 


(25-59) 
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donde X 2 = 2tt lk 2 = 2iic/n 2 (¿ es la longitud de una onda plana normal en este medio. A 
esta onda recién descrita se le suele llamar onda evanescente y la figura 25-16 ilustra muy 
esquemáticamente sus propiedades. Aunque no se indica en la figura, se puede también 
caracterizar esta onda diciendo que los planos de amplitud constante son perpendiculares 
a los planos de fase constante. Considérese ahora el campo eléctrico reflejado. 

Por medio de (25-56) se encuentra que (25-31) y (2545) se pueden expresar como 


/M _ Z 2 cos9 i -iZ t (K/k 2 ) f£\ _ Z,co S 0-¿Z 2 (K/k 2 ) 

\ E¡ J ± Z 2 eos 9¡ + ÍZfK/k 2 ) \ E, Z, cosé>. + iZ 2 {K/k 2 ) { ' ’ 


Nótese que ambas tienen la misma forma general: 

„ (25 . 61) 

E¡ A + iB (A 2 + B 2 ) i/2 e i * 

donde tan i p = B/'A. Por lo tanto, en ambos casos \E r /E¡ I = 1, de modo que la onda reflejada 
tiene la misma amplitud que la onda incidente. Como se verá en la siguiente sección, 
la energía reflejada es también igual a la energía incidente; de ahí el nombre reflexión total 
que se aplica a este caso. 

Sin embargo, la aparición del factor e ~ 2, V en la relación significa que existe un 
cambio relativo de fase de 2<p de la onda reflejada con respecto a la incidente. Los ángulos 
ip que se calculan a partir de (25-60), (25-56) y (25-35) están dados por 


Z¿K/k 2 ) 

f Ml«2 ) 

[(«,/rt 2 ) 2 sen^—l]' /2 

(25-62) 

Z 2 eos 6 i ' 

l IV 1 ! J 

' eos 9¡ 

Z 2 (K/k 2 ) ., 

z, eos (y, ' 

f M2«1 ^ 

\ Ml«2 ) 

[(«,/»/ senW,-l] V2 
' eos 0¡ 

(25-63) 


Puede notarse que estos dos ángulos son diferentes y que, de hecho, 

_/ Mi«2\ 2 


tan<p ± — 


V /V* i / 


tan <p,. 


(25-64) 




i 


Figura 25-16 Comportamiento esquemático de una onda evanescente. 
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Así, para el caso en que p x = p 2 , resulta que tan ipl < tan ^|| puesto que n 2 < «i y por 
ello < ¡p||. Debido a la similitud entre el plano que contiene a E¡ en la figura 25-8 y el 
plano que se muestra en la figura 24-7, se puede concluir que si una onda polarizada 
linealmente incide con el ángulo superior al ángulo crítico, sus componentes perpendicular 
y paralela se reflejarán con distintos corrimientos de fase, por lo que la onda reflejada 
resultante estará polarizada elípticamente, pudiento ser analizada porlos métodos utilizados 
en la sección 24-7. 


25-5 Relaciones energéticas 

Se puede ya estudiar cómo se divide el flujo incidente de energía entre las ondas reflejada 
y transmitida. El flujo promedio de potencia incidente está dado por < S¡ >, teniendo 
una componente normal a la superficie limitante y otra paralela a ella. Lo que evidente¬ 
mente resulta de interés físico es saber qué pasa con la componente normal, puesto que 
es la que da lo que se refleja en el medio original. Por lo tanto, se define un coeficiente de 
reflexión para la potencia, R, comola magnitud de la relación de las componentes normales: 


R = 


<S>ñ 

<S,-> • ñ 


(25-65) 


De (25-107) resulta que 


<S)-ñ=i(e/^) 1/2 |E| 2 (k-ñ) (25-66) 

Puesto que las ondas incidente y reflejada se encuentran en el mismo medio, (e/p) 1 / 2 
tienen el mismo valor (e 1 ¡pi j 1 /2 para cada una de ellas; además, | -ñ (— |k,-*fl| = eos Q r — 
eos Ofi según la ley de la reflexión (25-11) y (25-14). Tomando todo esto en consideración, 
de (25-65) y (25-66) se desprende que 


R = 



(25-67) 


y, puesto que ya se cuenta con estas relaciones, resulta sencillo calcular R. 
Así, de (25-34) y (2547), por ejemplo, se encuentra que 


/ Z 2 cos9¡ - Z, eos#, \ 2 
x \ Z 2 eos 0 i + Z l eos 6, ) 

(25-68) 

1 Z¡ eos#, — Z 2 cos0, \ 2 

11 \ Z, eos 9 ¡ + Z 2 eos#, j 

(25-69) 


pudiéndose encontrar expresiones similares para todas las diversas maneras en que se 
expresaron las relaciones de los campos. Por ejemplo, en el caso de incidencia normal y 
Ai = A 2 , tanto (2540) como (25-50) dan 

^normal = ( „ 2 + /í| ) (Mi = M 2 ) (25-70) 
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Si se considera el caso específico para el que n 2 / w i = 1 -5, que es el valor típico para el 
vidrio y el aire, se encuentra que (25-70) da 7? normal = 0.04, de modo que aproximada¬ 
mente el 4 por ciento del flujo de energía incidente se refleja en el caso de incidencia 
normal. 

De manera similar, se puede también definir un coeficiente de transmisión para la 
potencia, T, por medio de 


<S,)-ñ 

Zj eos 8, 

E, 

<S; > ‘ A 

Z 2 eos 6¡ 

E, 


(25-71) 


donde se han utilizado (25-66), (25-12), (25-17) y (25-95), Por ejemplo, de (25-34) y 
(25-48) se puede encontrar que los casos que corresponden a (25-68) y (25-69) son 


4Z,Z 2 cos0, eos#, 

(Z 2 cos0, + Zjcos#,) 2 

(25-72) 

4Z,Z 2 cos#,cos0 í 

11 (Z l eos0, + Z 2 cos0,) 2 

(25-73) 


mientras que, para incidencia normal ( 6¡ — 9 t = 0), de (25-51) y (25-71) resulta que 

T„ x = i 4 ' V?2 . = (25-74) 

puesto que / v // 2 = « 2 /«i en este caso, según (25-35). 

Resulta sencillo comprobar que estos tres pares satisfacen la relación 

/? + r=l (25-75) 

que también es válida para los casos más generales descritos por (25-29), (25-30), (2545) y 
(2546). Es evidente que este resultado (25-75) expresa la conservación de la energía, 
puesto que esencialmente enuncia que toda la energía incidente vuelve a aparecer ya sea 
en la onda reflejada o en la onda transmitida, de modo que no se pierde nada de esta energía 
en el proceso. 

En el caso particular de la reflexión total, la relación (25-61) muestra de inmediato 
que R - \E r /Ef \ 2 - 1, de modo que toda la energía incidente es reflejada, como ya se había 
apuntado antes. Por lo tanto, T debe ser igual a cero en este caso, quedando como un 
ejercicio derivar la demostración detallada de este hecho. Desde cierto punto de vista, 
esto parece ser una paradoja. Definitivamente los campos transmitidos no son iguales a 
cero, de modo que las densidades promedio de energía < u¡, > y < u m > deben ser 
diferentes de cero, resultando extraño que pudiera haber energía en el segundo medio, 
puesto que no se le puede transmitir nada. El estudio de este caso se ha restringido en 
realidad a un estado estacionario , en el que ninguna de las ondas cambia su carácter con el 
tiempo, de manera que las cantidades como R y T son constantes. Si se imagina cómo es 
que se inició la operación de este sistema, por ejemplo, encendiendo un haz de ondas, se 
ve que el comportamiento transitorio inicial debe haber sido diferente del estado estacio¬ 
nario final al que el sistema llegó finalmente. Es justamente en estos procesos iniciales 
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en los que reside el origen de la energía inicialmente transmitida al segundo medio; pero 
no se está aquí en posibilidad de considerar este hecho en detalle. 


25-6 Reflexión en la superficie de un conductor 

Surge una situación muy importante cuando una onda que viaja en un dieléctrico incide 
sobre un medio conductor tal como un metal. Por lo estudiado en la sección 24-3 se sabe 
que la onda transmitida sufrirá una atenuación provocada por las pérdidas de calor debidas 
a la resistividad, pero todavía no se conoce qué proporción de la energía incidente pene¬ 
trará en el conductor. 

Para el propósito presente bastará considerar únicamente la incidencia normal; en 
este caso, no se requiere distinguir entre campos incidentes paralelos o perpendiculares 
al plano de incidencia. Tómese otra vez un sistema coordenado como el de la figura 25-15 
en el que el plano xy coincide con la superficie de separación. Supóngase que todos los 
campos eléctricos se dan a lo largo del eje x, con lo que se tendrá una situación como la 
de la figura 25-17. Los vectores de propagación unitarios son 

k, = - k r = k, = z (25-76) 


y, por lo tanto, los campos eléctricos deberán tener la forma 

E # - = xE 0¡ e'( k,z ~ E r = xE 0r e'(~ k,z 

E, = x£ 0 ,í? í( ^-“‘> 

donde 


(25-77) 


, Hitó , „ 

k \=-^r k 2 = «2+ ip 2 -(25-78) 

de acuerdo con (25-4), (24-38) y (25-57); a 2 y j 8 2 para el segundo medio pueden calcularse 
a partir de (24-42) y (24-43) o de (24-45) y (24-46). Los campos magnéticos se pueden 



Figura 25-17 Sistema coordenado utilizado en el estudio de la reflexión sobre la superficie 
de un conductor. 
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obtener a partir de la relación general H = (k/(ico)K X E dada en (24-93) y, al usar (25-76), 
se encuentra que 


- 

H, = y— —E¡ 
Mi“ 


H = 


E 

y /r,co r 


H ( = y - E t 
M 2 W 


(25-79) 


Las condiciones de frontera que dan la igualdad de las componentes tangenciales 
de E y H son válidas para z = 0 y todos los valores de t. Cuando se cancela el factor común 
e -iwf en a mbos miembros del resultado obtenido usando (25-77) y (25-79), se llega a las 
siguientes dos ecuaciones: 

E 0¡ + E 0 =E 0t A -(E 0i -E 0r )=-^-E 0l (25-80) 

JUjíO ¡i 


que, cuando se resuelven para obtener las dos relaciones, conduce a 


Eor .. I-ÍMi/MzX^Ai) _ 1 -(Mi/M 2 )( c /»i^)(° ! 2+^2) 

E 0 i I + ÍMi/MzX^Ai) 1+ (Mi/M2)( C /«1 W )(«2+'/ 8 2) 

Eq,_ 2 _2_ 

^o, I+ÍMiMX^Ai) l+(/t,//r 2 )(c/«,ío)(a 2 + í)8 2 ) 


(25-81) 

(25-82) 


Dado que ambas relaciones son complejas, tanto el campo eléctrico reflejado como el 
transmitido presentan un corrimiento de fase con respecto al campo incidente. 

Esas relaciones se pueden expresar de una forma muy interesante si se introduce el 
índice de refracción complejo-/V 2 por medio de (25-78), encontrándose que 


Ep r _ n y (/x,/M 2 A 2 E 0l _ 2n l _ 

E 0i + ¡i 2 )N 2 E 0¡ n l + (¡x l /¡ í 2 )N 2 


(25-83) 


los que son exactamente de la misma forma que se encontró antes en (25-3 7), así mostrando 
que el índice de refracción complejo sí puede utilizarse de una manera que tiene sig¬ 
nificado físico. Se suelen encontrar a menudo estas relaciones expresadas en función de 
los índices de refracción reales; escribiendo N 2 = n 2 + como en (24-57), se 

obtiene 


E 0r = [n^-(ji i /ix 2 )n 2 ]-¡(ii\/ix 2 )(c(] 2 /u) 
E o i [ n x + (M1/M2K] +XMi /M2XA2A) 

E o 1 ___ 

E 0 , [/!, + ( M 1 /M 2 )« 2 ] + XM1/M2XA2/«) 


(25-84) 

(25-85) 


En muchos casos interesantes, éstas se pueden simplificar todavía más si se toma~ ¡j 2 . 

Se puede ahora encontrar el coeficiente de reflexión para la potencia a partir de 
(25-67) y (25-84), resultando 

R _ [»i-(M l /M2)«2] Z + (Mi/M2) 2 ( f i e 2/^) 2 
[«1 +(Mi/M2)»2] 2 + (Mi/M2) 2 ( C '/ ? 2/w) 2 


(25-86) 
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Como un caso especial, se ve que a medida que (3 2 -*• R 1- Este comportamiento 
límite indica que las ondas que son fuertemente absorbidas son también fuertemente 
reflejadas. Un ejemplo excelente de este comportamiento se encuentra en las propiedades 
ópticas del oro. Este metal se ve de color amarillento bajo reflexión, de modo que si se 
ilumina con luz blanca una lámina de oro lo suficientemente delgada, las porciones de 
color amarillo hasta rojo se absorberán prácticamente en forma total. Como resultado 
de esto, la luz transmitida únicamente contendrá las porciones del espectro desde verde 
hasta azul, de modo que la misma lámina se verá de color verdoso al observarse por 
transmisión. Se puede obtener un efecto similar con el cobre. 

Hasta aquí, todos los resultados obtenidos en esta sección son exactos, pero puede 
ser muy interesante aproximar R para un caso límite muy importante. 


Ejemplo 


“Buenos conductores” (por ejemplo, metales). En (24-75) se encontró que en este caso 

«2 -02 “(j" j u 2 o 2 ot) 1/2 , por loqueé -ca 2 lü)-c(S 2 loo -cGu 2 <7 2 /2co) 1/2 =(k m2 k e2 a 2 l 

2ox 2 ) l / 2 = ( k m2 k e2 l2Q 2 )\ > 1, puesto que Q <1 en el caso de un buen conductor. Por 
lo tanto, se puede escribir 


[«! —Oí _ l + [l-(feni//ri«2>] 2 
[«1 + ( Mi/fe)^] 2 + ( Mi/ ^2 fn 2 1 + [1 + ( M2"i/ Pi«2)f 


Dado que « t ~ 1 para un dieléctrico típico, y si ju 2 ¡P\ es también del orden de la unidad, 
se puede tomar p 2 ni /ju¡ n 2 = x ^ 1 y desarrollar (25-87) en una serie de potencias enr; 
conservando únicamente el primer término en x que no desaparece, se obtiene R = 
[1 + (1 - x) 2 ]/[ 1 + (1 + x) 2 ]^ (2 - 2x)/(2 + 2x)= (1 -x)/(l +x)^(l -x)(l -x)-=^ 
1 — 2x, de modo que, para un buen conductor, 


2 fa») , J K e¡ K m2 \' /2 ( 2wfo\ 1/2 

Ml«2 = A *ml / \ °2 ) 


(25-88) 


donde también se ha usado (24-14) para simplificar el resultado. Esta expresión mediana¬ 
mente complicada tiene la forma general R= 1 - (una pequeña cantidad), de modo que R 
será muy próxima a la unidad para el caso de buenos conductores. Por lo tanto, esencial¬ 
mente toda la energía se refleja, como suele ser el caso para los metales. La poca energía 
que se llega a transmitir al conductor se disipa muy rápidamente por la pérdida calorífica 
asociada con las corrientes inducidas. 

Se pueden encontrar los resultados para un ángulo similar a la utilizada para la 
incidencia normal. Resultan ser bastante más complicados, pero se encuentra que para un 
buen conductor la onda transmitida viaja casi perpendicularmente ala superficie limitante. 
En el límite o -> 00 su trayectoria es normal a la superficie, de modo que el efecto es el 
mismo que si hubiera habido incidencia normal. 


25-7 Indice de refracción continuamente variante 

Se ha supuesto que los dos medios considerados son uniformes, de modo que sus propie¬ 
dades son independientes de la posición. Pueden ocurrir otras posibilidades. Por ejemplo, 
la onda incidente puede llegar a un sistema formado por una serie de placas paralelas, 
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teniendo cada una de ellas sus propias características. En este caso se deberán satisfacer 
las condiciones de frontera en cada una de las uniones; uno de los ejercicios ilustra un 
ejemplo típico de esta situación. Otra posibilidad consiste en que el segundo medio tenga 
un índice de refracción que varía continuamente con la posición, siendo interesante 
estudiar aquí brevemente algunas consecuencias de esta situación. 

Como un ejemplo específico, considérese el caso de un plasma donde el índice de 
refracción se puede calcular de (24-140), (24-139) y (24-13), resultando 


n P = I 1- 


n,e 


me 0 w 


1/2 


(25-89) 


en el cual ahora está escrita la densidad numérica de electrones como« e . Se puede observar 
que en el caso de propagación verdadera (w> w p ), se tendrá n p < 1. Supóngase ahora que 
n e no es constante, sino que varía con la posición. 

Se puede encontrar un ejemplo de esta situación en la ionosfera. La ionosfera es una 
porción de la atmósfera terrestre en la que las moléculas se encuentran ionizadas por la radia¬ 
ción del sol. Hablando en términos generales, la densidad de electrones aumenta con la 
altura de modo que n p disminuye con la altura. La ionosfera no es una característica estable 
de la atmósfera terrestre ya que su espesor, cantidad de ionización y localización del 
límite inferior puede variar en forma considerable con el tiempo, a menudo en cuestión 
de horas. En consecuencia, aquí sólo se considera un caso simplificado que, sin embargo, 
es suficiente para ilustrar los efectos principales de esta situación. 

Supóngase que existe una frontera definida entre la plasma y un medio no ionizado; 
tómese otra vez la superficie limitante como el plano xy, con el ejez apuntando hacia arriba 
como se aprecia en la figura 25-18. (No se dibuja la onda reflejada). Supóngase que n e 
aumenta con z cuando z > 0, por lo que n p decrece con z, permaneciendo menor a la 
unidad. 



Figura 25-18 Propagación de una onda en la ionosfera. 
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Una onda en la dirección k,- viaja en el aire de índice n a e incide sobre la frontera con un 
ángulo de incidencia d¡. La ley de Snell (25-18) dice que, en esencia, si se sigue a la onda 
transmitida, la cantidad n sen d = const., es decir, se “conserva.” Por lo tanto, si 6 p (z) 
es el ángulo que la onda transmitida forma junto con el eje z a una distanciaz en el intenor 
del plasma, se tiene que 


n a sen6 ¡ = n P (z) sen0 / ,(z) = const. (25-90) 

Puesto que n a > 1 > n p (z) y n p es decreciente, de esta ecuación se desprende que 6 p (z) 
aumenta con la distancia de penetración. En otras palabras, la dirección de k f se acerca 
constantemente a la horizontal y la onda transmitida sigue la trayectoria que se indica. 
Llega al punto en que alcanza una altura máxima, z m , donde k f es horizontal y donde se 
invierte para seguir una trayectoria simétrica como la que se muestra, volviendo al aire con 
el mismo ángulo 0 ¡ y regresando después a la Tierra. (En transmisiones de radio, a la distancia 
desde el punto de origen hasta el punto de retomo se le denomina “distanda de salto” y 
puede llegar a ser de varios cientos de kilómetros.) De hecho, la onda incidente ha sido 
“reflejada” por el plasma. 

A la distancia z m , 0 P (z m ) = 90 u , de modo que (25-90) se vuelve n a sen 6¡ = n p (z m ). 
Al combinar esto con (25-89) se encuentra que 

n e {z m )-^(\-n a H,nH) (25-91) 

e 

que puede usarse para evaluar n e para este valor z m en particular. 


25-8 Presión de radiación 

En la secdón 21-5 se vio que es posible asociar una cantidad de movimiento aun campo 
electromagnético en el vacío, resultando que, según (21-75), la densidad de cantidad de 
movimiento es g = p 0 eo S. Si se aplica esto a las ondas planas, el interés prindpal se centrará 
en el promedio temporal de esta cantidad, que estará dado por 

<g> = /WS> = ^- (25-92) 

Del ejemplo de la sección 24-6 se sabe que < S > es diferente de cero para una onda 
plana y que se encuentra en la dirección de propagadón; por lo tanto, < g > tampoco será 
igual a cero y su dirección será la de propagación. 

En las situaciones que involucran reflexión, la onda inddente traerá consigo una 
cantidad de movimiento hacia la superficie limitante con una cierta rapidez, mientras que 
la onda reflejada se la estará llevando con otra rapidez dada. Como resultado de esto, la 
cantidad de movimiento en el medio 1 habrá cambiado, y se sabe de la mecánica que esto 
significa que el medio 2 ha “ejercido” una fuerza sobre él. Pero, de acuerdo con la tercera 
ley de Newton, la fuerza sobre el medio 2 deberá ser igual y opuesta a ésta; se concluye 
por tanto que un campo electromagnético incidente ejerce una fuerza sobre el medio por 
el cual es reflejado. A este efecto se le suele dar el nombre de presión de radiación y 
resulta sencillo de calcular a partir de los resultados ya obtenidos. (Este origen de la presión 
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de radiación trae claras reminiscencias) de la presión ejercida por un gas sobre las paredes de 
su recipiente en la teoría cinética de los gases y, como se verá, el presente cálculo se podrá 
reconocer como muy similar al utilizado en la teoría cinética.) 

Tal como se muestra en la figura 25-1 9a, considérese que -los campos incidentes se 
encuentran dentro de un cilindro oblicuo de sección A/4 y lados cAt, donde A t es un 
pequeño intervalo de tiempo. El volumen del cilindro es A r = cA tAA eos 8¡. Durante este 
intervalo, toda la cantidad de movimiento acarreada por los campos que se encuentra 
dentro de este volumen incidirá sobre la superficie limitante. Dado que es interesante 
conocer la componente normal de la cantidad de movimiento para poder calcular la fuerza 
normal, se puede ver que, durante el intervalo de tiempo,la cantidad de movimiento normal 
inicial es, según (25-92) 


^ = <gi>-ñ^ = 


<S,-> -hAtAA eos#, 
c 


(25-93) 


En la figura 25-196 se tiene una imagen similar para la radiación reflejada y dado que la 
distancia de recorridos cAt es la misma, la cantidad de movimientos de los campos en este 
volumen es aquélla asociada con los mismos campos incidentes. Así, la cantidad de movi¬ 
miento normal neta de los campos en el medio 1 es 


C/„ = 


<S r > -ñAíA/4 eos#, 


(25-94) 


que resulta ser una cantidad negativa, puesto que el ángulo entre < S r > y ñ es mayor de 
90° . El cambio en la cantidad de movimiento normal de los campos en el medio 1 es 
entonces AG, „ = G fn - G in - (A tAA eos 0¿/cX < S r > ■ n - < S, > • n] que. si se toman los 
signos en consideración de manera explícita, se vuelve 


AG ln = 


A tAA eos 6, 


L [ |<S r | • ñ| + |<S,-> -ñ| ] 


(25-95) 


Si F em es la fuerza promedio sobre los campos en el medio 1 y F 2 es la fuerza sobre el 
medio 2, entonces F 2 = — F em . Lo que es más, de la mecánica se sabe que el cambio en la 
cantidad de movimiento normal durante el intervalo de tiempo A t es A G t „ - F em . ñ A t 
- — F 2 • ñAr ~ - F 2n At, y por lo tanto. 




Figura 25-19 Cálculo de la presión de radiación, (a) Onda incidente, (b) Onda reflejada. 
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F 2 „ = [ |<S r > • r,| + ¡<S,-> ■ ñ| ] (25-96) 

Esta es una cantidad positiva y es por tanto una fuerza sobre el medio 2, es decir, en la 
dirección de ñ. Puesto que es proporcional a la superficie A/1, se puede definir una presión 
P(dj) como F 2 n¡AA j con lo que se obtiene 


m)=^[l<s>ñ| + |<s,>-ñ|] 


(1 + R ) eos $ ¡ 


|<S,)-ñ| = (l + fl) eos 2 9¡ 


l<S,)| 


(25-97) 


por medio de (25-65) y (1 -15). Esto suele escribirse de una forma más conveniente en fun¬ 
ción de la densidad promedio de energía, puesto que |< S; >1 -< u¡ > c según (24-111) 
para una onda incidente en el vacío; así, (25-97) queda como 


P(0¡) = (1 + /?) eos 2 #,<«,•> (25-98) 

El valor máximo de P corresponde a 8¡ = 0 y R = 1, es decir, a incidencia normal 
sobre un conductor perfecto (ct-»° ), con lo que se observa que 

(25-99) 

Considérese, por otro lado, un material absorbente total de radiación para el que/? = 0; 
éste no es un conductor, sino más bien un cuerpo “negro” idealizado. Así, a incidencia 
normal, /'negro = | < S,- > \/c = < u¡ >=~P máx ■ 

Los valores numéricos para la presión de radiación son en realidad muy pequeños 
para las situaciones que normalmente se presentan. Por ejemplo, el valor de la radiación 
solar que llega a la Tierra, que se estudia en el ejercicio 24-9, es de 1340 watts/ (metro) 2 . 
Si se sustituye este valor en (25-99) se encuentra que la correspondiente presión de 
radiación máxima es de 8.9 X 10— 6 newtons/ (metro) 2 = 8.8 X 10— 11 atmósferas. A 
pesar de su valor tan pequeño, la presión de radiación ha sido medida para la luz y, de 
hecho, así se comprobó a (25-99) en 1903; el hecho de que las caudas de los cometas 
apuntan siempre en dirección opuesta al sol se atribuía antes completamente a la presión 
de radiación solar, pero ahora se piensa que ésta sólo contribuye parcialmente a ese efecto. 


Ejercicios 

25-1 Demostrar que usar el hecho de que las componentes normales de D y B son 
continuas no proporciona ninguna información adicional en el caso en que E es perpen¬ 
dicular al plano de incidencia. Repetir la demostración para el caso en que E es paralelo 
al plano de incidencia. 

25-2 Encontrar las expresiones análogas a (25-29), (25-30), (25-45) y (25A6) para 
las relaciones H r /H¡ y H t IH¡. 

25-3 Demostrar que el ángulo de polarización es menor que el ángulo crítico para el 
caso n l > n 2 . 
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25-4 La expresión tan 6 p = n 2 /«i P»ra el ángulo de polarización, que se encontró en 
(25-52), suponía que Mi = ■ Considerar el caso general en el que los medios 1 y 2 son no 

conductores y de propiedades arbitrarias, ( 0 ) Demostrar que (E r /E¡) || = 0 cuando d¡ es 
tal que tan 2 6¡ = n\ (¿rj n] - £ n\ ){¡J^n\ (n\ - n\ )] _1 (ó) Encontrar la expresión 
correspondiente para tan 2 6¡ de modo que ( E r /E ¡) l = 0. (c) Supóngase ahora que el medio 
1 es el vacío y demostrar que únicamente puede darse un ángulo de polarización para el 
caso paralelo cuando k ez > k m2 . ( d ) Encontrar el requisito correspondiente para el caso 
perpendicular cuando el medio 1 es el vacío. 

25-5 Encontrar las relaciones (E t /E¡) i y (E t /E¿)\\ para el caso de reflexión total y expre¬ 
sarlo en función del ángulo de incidencia. Demostrar que se puede escribir cada una 
de ellas en la forma general A t e y encontrar la relación (tan i/tan Si la onda 
incidente está polarizada linealmente, ¿qué clase de polarización en general tendrá el campo 
eléctrico transmitido? 

25-6 Evaluar < S f > para el caso de reflexión total y demostrar entonces que < S t > • ñ 
= 0, como debe ocurrir para que T sea igual a cero. 

25-7 (a) Demostrar que para el caso de reflexión total 


tan(<pn — <p j.) = 


(íiin 2 /ii 2 n l )[(n 2 n l /ii l n 2 ) 2 -l]cosO í [(n í /n 2 ) 2 sen 2 0 ¡-\]' /2 
[ (" 1 / n 2 ) 2 — 1 ]sen 2 9 ¡ 


( b ) Una onda incidente viaja en un medio no magnético con índice de refracción igual a 4.5. 
El segundo medio consiste en vidrio no magnético de índice 1.5. La onda incidente se 
encuentra polarizada linealmente de modo que las componentes de E 0| - perpendiculares y 
paralelas al plano de incidencia son iguales entre sí. Encontrar el 0] tal que la onda total¬ 
mente reflejada posea polarización circular, (c) Encontrar el valor mínimo del índice de 
refracción del medio incidente para el que sería posible obtener una onda circularmente 
polarizada por medio de una reflexión total contra este vidrio, y encontrar el corres¬ 
pondiente ángulo de incidencia. 

25-8 Comprobar que los pares (25-29), (25-30) y (25^15), (25-46) conducen a expre¬ 
siones de R y T que satisfacen (25-75). 

25-9 En la figura 25-20 se muestra un haz de sección rectangular a X b incidiendo 
sobre superficie plana que separa dos medios. (No se trata de una onda plana, pero si la 
longitud de onda es muy pequeña en comparación con a y b, podría ser una buena 
aproximación para tratarla como si tuviera las propiedades de onda plana.) (a) ¿Qué 
dimensiones tendrá el haz transmitido? ( b ) ¿Cuánto vale la potencia incidente total P¡ 
en función de <S ( >? ¿La potencia transmitida P¡ en función de <S f >? (c) Si se define un 
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Figura 25-20 El haz incidente del ejercicio 25-9. 
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coeficiente de transmisión T' = Pt/Pj, ¿cómo se compara con la definición de T dada en 
el texto? 

25-10 Demostrar que E 0r /E 0 ¡~ —1[1 — 27t(/r 2 /;u, )(5 2 Ai )(1 — /)] para un buen conduc¬ 
tor, donde 5 2 es la profundidad de penetración en el conductory \¡ es la longitud de onda 
en el medio incidente. Para el resto del ejercicio, suponer que se trata de un conductor 
perfecto (o 2 Suponer también que E 0 ¡ es real, por simplicidad, y encontrar E lreal 

es decir, el campo eléctrico físico total en el medio incidente; demostrar que resulta ser 
una onda estacionaria, uno de cuyos nodos se encuentra en la superficie conductora. De 
manera similar, demostrar que H lrea | es una onda estacionaria, uno de cuyos antinodos 
se encuentra en la superficie. ¿Se atrasa o adelanta en el tiempo H lreal con respecto a 
E lrea i, y cuánto? Encontrar <u e > y <u m >y demostrar que la densidad total de energía, 
<u>, es independiente de la posición. Encontrar S y demostrar que también es una onda 
estacionaria con uno de sus nodos en la superficie. Encontrar <S X > e interpretar el 
resultado obtenido. Demostrar que debe existir una densidad superficial de corriente Ky 
y evaluarla. 

25-11 Encontrar la aproximación de menor orden para la relación E o1 /Eqí en el caso 
de un buen conductor. Si existe una diferencia de fase entre E f y E¡, evaluarla y decir si 
E, sigue a E,- o va adelante de él en el tiempo. 

25-12 Demostrar que para un buen'conductor el coeficiente de reflexión puede también 
expresarse en forma aproximada por R^l - 47r(/x 2 /jUi )(S 2 Ai)> donde 5 2 es la profun¬ 
didad de penetración en el conductor y Xj es la longitud de onda en el medio incidente. 
25-13 Evaluar T para incidencia normal sobre un buen conductor usando la definición 
básica dada en (25-71), y demostrar que el resultado concuerda con ( 25 - 75 ) y con el 
resultado del ejercicio anterior. 

25-14 Observar la figura 25-21. Una onda plana que viaja en un medio de impedancia 
Z\ incide normalmente en z = 0 sobre un segundo medio de impedancia Z 2 . El segundo 
medio tiene un espesor L y detrás de él existe otro medio de impedancia Z 3 que ocupa 
el resto del espacio, (a) Demostrar que la relación de las amplitudes de los campos eléc¬ 
tricos reflejado e incidente en el medio incidente está dada por 

Efy r Z 2 í Z < Zj)cos k'jJE i ( Z 2 Z j Z ¡j se 11 á 2 7. 

E 0¡ Z 2 (Z 3 + Z|)cos/c;L - i(Z 2 + Z i Z 3 )senk 2 L 

(Se necesitarán las cinco ondas resultantes que se indican; es decir la situación se encuentra 
en su estado estacionario final. Recordar que las condiciones de frontera deben satisfacerse en 



Figura 25-21 Las ondas y los medios del ejercicio 25-14. 
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ambas fronteras en forma simultánea.) ( b ) Demostrar que si Z , =A Z 3 , la onda reflejada 
será igual a cero cuando L sea igual a un múltiplo impar de un cuarto de longitud de onda 
en el medio 2 y Z 2 ~ (X, Z 3 )t /2 . ( c ) Encontrar las condiciones correspondientes para ob¬ 
tener una onda reflejada nula cuando Zi = Z 3 =fZ 2 . (d) Luz cuya longitud de onda es de 
5 X 10— 7 metros incide normalmente desde el vacío sobre una gran placa de vidrio no 
magnético cuyo índice de refracción es de 1.5. Si el vidrio se recubre con una película de 
material no magnético para que la luz no se refleje, encontrar el índice de refracción y el 
espesor mínimo del recubrimiento. 

25-15 Una curva que sea tangente ala dirección de k en todos los puntos recibe el nombre 
de rayo; ¡a figura 25-18 muestra una curva de ese tipo, (a) Si la distancia medida a lo largo 
del rayo es s, demostrar que de (25-90) se desprende que d 6 p /ds = — (tan d p /n r )(dn p /ds) 
= - (sen dp/np'íídrip/dz). ( b ) Demostrar que este resultado es consistente con la apariencia 
general del rayo tal como se muestra en la figura 25-18. (c) ¿Por qué, cuando 0 p es 90 , 
el rayo no sigue una trayectoria horizontal, sino que se dobla hacia abajo como se indica? 
( d ) Encontrar la dependencia de n p con respecto a z daría como resultado que la trayec¬ 
toria en el plasma fuera un arco de círculo de radio a. 

25-16 Suponer que la Tierra absorbe toda la energía solar que incide sobre ella y encon¬ 
trar la relación entre la fuerza total debida a la presión de radiación y la fuerza de gravedad 
del sol. (La masa de la Tierra es de 5.98 X 10 24 kilogramos, su radio es de 6.37 X 10 6 
metros y la distancia promedio entre la Tierra y el sol es de 1.49 X 10 11 metros.) 

25-17 La presión de radiación en una frontera perfectamente reflectante para cualquier 
ángulo de incidencia 6¡ es p(0¡) = 2 eos 2 u¡ > según (25-98). Suponer que uno de los 
lados de la superficie se irradia isotrópicamente por medio de ondas incidentes de la misma 
frecuencia y con valores iguales de <«,-> . “Isotrópicamente” significa que todos los 
ángulos de incidencia 0¡ se dan con iguales probabilidades, es decir, que la probabilidad de 
que k¿ esté en el elemento de ángulo sólido d Í2¡- es proporcional a d O,-. Encontrar la 
presión de radiación total sobre la superficie y expresarla en función de la densidad total 
de energía <w> tot en la superficie; es decir, <u> tot incluye las ondas tanto incidentes 
como reflejadas. 

25-18 Al desarrollar el concepto de presión de radiación se utilizaron únicamente los 
conceptos muy generales de cantidad de movimiento y del significado de un cambio en la 
cantidad de movimiento. Resulta también posible un tratamiento desde un punto de vista 
microscópico si se investigan las fuerzas ejercidas por el campo electromagnético transmitido 
sobre las partículas cargadas presentes en el segundo medio. Es difícil realizar esto excepto 
para casos especiales, pero cuando al fin so logra se llega a la conclusión de que la presión 
de radiación surge de la fuerza magnética ejercida sobre las cargas que se mueven bajo la 
influencia del campo eléctrico. Un enunciado tan general como éste debe ser independiente 
del modelo particular utilizado. Revisar lo expuesto con respecto a la cantidad de movi¬ 
miento electromagnético en la sección 21-5 y convencerse de que la conclusión enunciada 
arriba es esencialmente correcta. 



Capítulo 



Campos en regiones 
confinadas 


En los dos capítulos anteriores se estudiaron soluciones dependientes del tiempo para las 
ecuaciones de Maxwell, en la forma de ondas planas de extensión infinita, por lo que necesa¬ 
riamente existen en regiones sin límites. En casos un poco más realistas, es de esperarse que 
existan fronteras (paredes) de algún tipo alrededor de una región en laque se desea estudiar 
los campos. Resulta bastante claro que para tales situaciones las soluciones no podrán, por lo 
general, ser ondas planas con valores específicos de los campos sobre un plano infinito, 
pues deberán satisfacer condiciones de frontera en los límites de la región, además de satis¬ 
facer las ecuaciones de Maxwell. 

Tan pronto se empiezan a considerar regiones confinadas o limitadas, resulta evi¬ 
dente que existe una infinidad de posibilidades, tanto en lo que toca a la configuración de 
la región como en cuanto a los materiales de que están constituidas las fronteras de la mis¬ 
ma. Por lo tanto, resulta lógico restringir este estudio a unos cuantos casos típicos. Se ha¬ 
ce la suposición de que todas las superficies limitantes son superfices de conductores per¬ 
fectos, con el fin de simplificar considerablemente las condiciones de frontera. (Esta 
suposición es análoga a la que se utiliza en mecánica para estudiar cuerdas y membranas 
vibrantes, donde se supone que las regiones limitantes son perfectamente rígidas.) Los 
primeros problemas que se estudian son los relativos a la posible transferencia de energía 
electromagnética a lo largo de una guía de ondas, es decir, un tubo de extremos abiertos. 
(De la experiencia diaria ya se sabe que esto es posible por el simple hecho dequese puede ver 
a través de tubos largos y rectos.) También se considera una cavidad resonante, es decir, 
una caja de una configuración dada cuyas paredes son perfectamente conductoras. 

26-1 Condiciones de frontera en la superficie de un conductor perfecto 

Con el término conductor perfecto se designa aquí al que posee o -> °°, o más específica¬ 
mente, cualquiera que cumpla la relación (? = eco / a 0. En el párrafo que siguió a (24-78) 
ya se vio que Q « 1 para los metales comunes aún a muy altas frecuencias, de modo que 
<2=0 sería una muy buena primera aproximación para las fronteras metálicas. Puesto 
que aquí sólo se considerarán campos que varían con el tiempo en forma armónica, es de¬ 
cir, que son proporcionales ae' lU f , de la forma de la superposición general dada en (24-18) 
se desprende que es posible estudiar los campos en el conductor si se estudia el comporta¬ 
miento de sus ondas planas componentes. En la sección 26-6 se cubrió el caso en que el 
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campo incide normalmente sobre el conductor. Al final de esa sección se puntualizó que 
en el límite de conductividad infinita la onda en el conductor viaja en dirección normal a 
la superficie, sin importar el ángulo de incidencia. Si se combinan estos resultados con 
(24-61), (24-54) y (24-84) se puede ver que una de las componentes de la superposición 
del campo eléctrico en el conductor tendrá la forma general 

E t = E 0t e - ! ' /s e ' ( “ f - wí +* > (26-1) 

donde f es la distancia recorrida en el conductor y 5 es la profundidad pelicular o profun¬ 
didad de penetración. El índice r indica que Er es paralelo a la superficie del conductor, 
puesto que es transversal a la dirección de propagación ñ en la figura 25-3. Así, en la su¬ 
perficie, Er es una componente tangencial. En (24-78) se encontró que 5 = (2/juatc) 1/:! 
para un buen conductor, de modo que 5 -* 0 a medida que o -*■ °°. Por lo tanto, de (26-1) 
se desprende que Er ->• 0 a medida que o -» 00 para cualquier valor de f # 0, es decir que el 
campo eléctrico es igual a cero en cualquier punto en un conductor perfecto. Dado que las 
componentes tangenciales de E son siempre continuas, según (21-26), se ve que E teng =0 
justamente fuera de la superficie. En otras palabras, E no tiene componentes tangenciales 
en la superficie de un conductor perfecto, por lo que E debe ser normal a dicha superficie. 

El valor de B dentro del conductor está dado por (24-92) como B = {k¡ cu) k XEr , 
de modo que también B será transversal y ~ e ¡ ®, puesto que aquí k = ñ. En conse¬ 
cuencia, la componente transversal de B en el interior también se anulará a medida que 
o -+ °° . Como B no tiene una componente normal, la continuidad de las componentes 
normales según está dada en (32-37) indica que B norm = 0 justo fuera del conductor. Así, 
en la superficie y en el exterior de un conductor perfecto B no posee componentes nor¬ 
males, es decir, que debe ser tangencial a la superficie. De manera similar, todas las com¬ 
ponentes de D y de H en el interior del conductor deberán ser ~ e ?/8 y desaparecerán 
a medida que a -*■ °° . 

Dado que estas conclusiones son válidas para cada una de las componentes de las 
superposición de (24-18), se puede ver que todos los vectores de campo serán iguales a 
cero en el interior del conductor perfecto. Esto permite simplificar las condiciones de 
frontera dadas en (21-25) a (21-28). Si se supone que el conductor es el medio 1 y que la 
región adyacente a éste es el medio 2, , Ej, Bu y Hj son todos iguales a cero y, si se 

omite el índice 2, las condiciones de frontera se pueden expresar como 

ñ-D = a / ñXE = 0 ñ-B = 0 ñxH = Ky (26-2) 

donde ft es el vector normal unitario que apunta hada afuera de la superficie del conduc¬ 
tor (dado que la convención adoptada requiere que la normal apunte del medio 1 al 2). 
Para repetirlo una vez más: en la superficie de un conductor perfecto E es normal a di¬ 
cha superficie y B es tangencial a ella. De otra manera, E no tiene componente tangen¬ 
cial y B no tiene componente normal. Es posible que exista una densidad superficial de 
corriente Kf finita aún cuando E )ang = 0, porque la conductividad es infinita. De hecho, 
son precisamente estas corrientes superficiales las que impiden que H (ang sea igual a cero 
en la superficie, aun cuando sí sea nula en el interior. De manera similar, la densidad 
superficial de carga o f surge porque D norm puede ser diferente de cero en la superficie 
aunque en el interior del conductor sí sea igual a cero. 

26-2 Características de propagación de las guías de ondas 

La figura 26-1 muestra una guía de ondas que se extiende indefinidamente en la direc¬ 
ción z, siendo de sección arbitraria, constante y sobre el plano xy. Se hace la suposición 
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Figura 26-1 Una guía de ondas de sección arbitraria y constante. 

de que las paredes limitantes son conductores perfectos y que el interior se encuentra 
lleno de un medio i.h.l. no conductor, descrito por y e. Si 1 f r es cualquier componente de 
E o de B, de (24-7) y (24-12) se sabe que satisface la ecuación 

V^--L^¿=o (26-3) 

v at 

donde v 2 = 1 /5e y v sería la velocidad de una onda plana en el medio. Se trata de encon¬ 
trar una solución de (26-3) en la forma de una onda que viaje en la dirección z, es decir, a 
lo largo del eje de la guía; se hace la suposición de que 4^ posee la forma 


« P(w,t) = Hx,y)e' {k ' z ~ u,) (26-4) 

Nótese que ésta no es una onda plana porque la amplitud 'I'q no es constante, sino que 
varía en toda la sección. La cantidad k g es la constante de propagación de la guía y pue¬ 
de escribirse como 


(26-5) 

g 

donde X g es la longitud de onda de la guía , es decir, el período especial alo largo de la 
guía. 

Si se sustituye (26-4) en (26-3) y se cancela el exponente común, se encuentra que 
la amplitud satisface la ecuación 


donde 


9 2 \ls 0 d 2 \p 0 . , „ 

—^ + —^+*«^0 = 0 
a * 2 a iy 2 


Jr ^ — / - 2 — Ir 2 
K c K q K g 

, CJ 2 V 

v A 0 


(26-6) 

(26-7) 


(26-8) 
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De (24-17) y (24-27) se observa que si 'I' 0 fuera una onda plana de frecuencua circular cu, 
entonces 1<q y X o serían la constante de propagación y la longitud de onda, respectiva¬ 
mente; es por ello que muy a menudo a X 0 se le suele llamar la longitud de onda del 
espacio libre cuando existe un vacío dentro de la guía. A veces resulta útil escribir k c 
en la forma 


(26-9) 


de modo que (26-7) se exprese también como 

J_ = J_1_ 

V A 0 2 V 

No es suficiente resolver (26-6) porque la o las correspondientes componentes 
deben también satisfacer (26-2). Por lo general, no resulta posible satisfacer simultánea¬ 
mente estas condiciones de frontera para cualquier valor de k c , sino para valores espe¬ 
cíficos de k c y sus correspondientes valores definidos de Así, antes de considerar 
un problema específico se puede prever que se encontrarán solamente ciertos valores 
de k c permitidos, o de otra manera, los eigenvalores del sistema. ¿Cuál es el significado 
físico de estos valores permitidos que seguramente se han de encontrar? 

Supóngase que se considera un modo definido de la guía, es decir, un valor parti¬ 
cular de k c . Si se asume también una frecuencia dada cu, k^ estará entonces dada por 
(27-7) como k 2 ~ k 0 2 -k 2 . Existen dos posibilidades de interés. Si k 0 > k c , de mo¬ 
do que X 0 > X c según (26-10), entonces kg 2 > 0 y k será real, existiendo propaga¬ 
ción a lo largo de la guía. Por otro lado, si k 0 > k c , y por ello X 0 > X c , entonces 
k 2 > 0 k será imaginario puro, pudiéndose expresar como k^ - i | k^ | . Al sustituir 
esto en (26^4) se encuentra que tendrá la forma 'P = 'í'o e ' | k « |z e ilJf , que no es una 
onda sino una “perturbación” que oscila armónicamente y cuya amplitud decrece monó¬ 
tonamente a medida que viaja a lo largo de la guía en el sentido creciente de z. Por lo 
tanto, se ha encontrado que habrá propagación de ondas en una guía de ondas solamente 
si k 0 > k c , o sea, X 0 < X c - Por esta razón, a X c se le da el nombre de longitud de onda 
de corte para este modo particular. 

Este resultado también se puede enunciar en función de una frecuencia de corte, co c , 
definida por 


(26-10) 



k, = ^ (26-11) 

de modo que (26-7) puede expresarse también como 

V= -4(" 2 -«c 2 ) ( 26 - 12 ) 

V 

Así, la propagación de ondas es posible sólo cuando co >co c ,, es decir, si la frecuencia apli¬ 
cada es más alta que la frecuencia de corte. Por lo tanto, una guía de ondas también actúa 
como un filtro de paso alto, tal como ocurrió con el plasma tras (24-139). De hecho, al 
comparar (26-12) con (24-137) se puede observar que la relación de dispersión para una 
guía de ondas es de forma idéntica a la de un plasma, correspondiendo la frecuencia 
de corte para un modo específico a la frecuencia del plasma t op. 
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26-3 Campos en una guía de ondas 

Para seguir adelante se deben utilizar las ecuaciones de Maxwell. Se supone que no existen 
cargas o corrientes libres en el interior de la guía, de modo que (21-48) a (21-51) se pue¬ 
den escribir como 


V -H = 0 

m 

9 1 


V E = 0 

VxE=-p^ VXH=(® 


(26-13) 


Dado que se ha supuesto que cada una de las componentes de E y de H tienen la forma 
general de (26-4), se tendrá que 


E=&(x,y)e i ^ z ~ u, '> (26-14) 

H = %(x,y)e'( k * z (26-15) 

de modo que, si E a es una componente cualquiera de E, se tendrá 9 Ea/dz = ik g E a y dEj 
b t = — iiúEa, con expresiones similares para las componentes de H. Es importante recor¬ 
dar que aunque las amplitudes & y 3f dependen únicamente de x y de y, no se ha supuesto 
que los campos sean transversales, es decir, que no tengan componentes z. En otras pala¬ 
bras, & tiene la forma general 

S(x,y) = & x {x,y)ñ+ & y (x,y)y + & z (x,y)z (26-16) 

donde las distintas componentes £ x, & y y £ z pueden depender de x y de y de di¬ 
ferentes maneras. 

Al sustituir (26-14) y (26-15) en (26-13) y tras cancelar el factor exponencial co¬ 
mún se obtienen ocho ecuaciones escalares: 


dS x 3% _ 

9x + dy +,k &=° 

(26-17) 

QJ 

+ 

_ «y 

+ 

.8 

II 

o 

(26-18) 

0y ÍWflüC x 

(26-19) 

ÍlCg&x ~ 1)7 = ÍU!Í% * 

(26-20) 

* 

1 

0-5 

II 

f 

8 

(26-21) 


(26-22) 


(26-23) 
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<*-K- dX x . 

dx 3 \y 


(26-24) 


Despejando (i x al eliminar K v entre (26-20) y (26-22), y utilizando después (26-7) y (26-8), 
se encuentra que 


r i I , 33C, 

©, = t-tI K +wju- 


k 2 9* ' ^ 9>> 

De manera similar, de (26-19) y (26-23) se encuentra que 


s. 


—U; 
el 


3S 7 

9y 


9X 


-COJU- 


9x 


y que 




-M- 


9S Z 93C z 
J r 


qr __ * 

y ~ k} 


as, 93C Z 

we_ e + ^«"5— 

9x 8 ay 


(26-25) 


(26-26) 


(26-27\ 
(26-28) 


que se siguen de los pares (26-19) - (26-23) y (26-20) - (26-22), respectivamente. Estos 
resultados demuestran que las cuatro componentes transversales de S y Jf son indepen¬ 
dientes entre sí y que se pueden calcular a partir de las derivadas de las dos componentes 
longitudinales; esto simplifica el trabajo. 

Sin embargo, al obtener (26-25) a (26-28) solamente se usaron cuatro de las ocho 
ecuaciones de Maxwell. Si se sustituyen (26-25) y (26-26) en (26-17) se encuentra que para 
satisfacerla es necesario que 


d 2 &, 9 2 S Z , 7£ _ 

- f +=0 

9x 2 9y- 


(26-29) 


lo que, según (26-6), debe ser así. Se puede obtener el mismo resultado a partir de (26-24). 
De manera similar se podrán satisfacer si 


9 2 X 9 2 X , Jctr n 

+ - -+ky%„ =0 


9x 2 


3>' 2 


(26-30) 


lo que de nuevo está de acuerdo con (26-6). 

Puesto que cada una de las expresiones (26-25) a (26-28) tiene la forma de una su¬ 
ma, pueden interpretarse las componentes transversales generales como una superposi¬ 
ción de dos ondas independientes, una que corresponde a&^¥^0yJC =0, y la otra 

& „ = 0 y 3C „ # 0. De acuerdo con esto, resulta conveniente separar las soluciones en estos 
dos grupos y considerarlas por separado. Si & z = 0, entonces descansa completamente 
sobre el plano xy v es perpendicular a la dirección de propagación. Una onda de este tipo 
recibe el nombre de modo eléctrico transversal o ET. De manera similar, el caso JC z = 0 
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corresponde al modo magnético transversal o MT. (Si tanto £ como 3f son iguales a 
cero, el modo correspondiente se llama electromagnético transversal o E'TM; este caso re¬ 
quiere de un estudio por separado que se difiere hasta otra sección.) 

Se pueden resumir todos estos resultados de una manera muy útil en la forma de 
un procedimiento paso a paso para resolver los problemas de guías de ondas. Para un 
ET: (1) sea £ z = 0 y encuéntrese K z como la solución general de (26-30) o su equiva¬ 
lente si se expresa en otro sistema coordenado apropiado, como el de coordenadas ci¬ 
lindricas, por ejemplo; (2) sustitúyase esta expresión de Jf ^ en (26-25) a (26-28) para 
encontrar las componentes transversales de las amplitudes; (3) sustitúyanse estos re¬ 
sultados en (26-14) y (26-15) para encontrar los campos E y H; (4) asegúrese que las 
expresiones de E y H (o lo que es equivalente, & y K ) satisfacen las dos condiciones de 
frontera (26-2) que dan E tang = 0 y H normal = 0 (nótese que la componente tangen¬ 
cial E z ya es igual a cero en este caso); (5) tómense las partes reales de las expresiones 
de E y H resultantes si se desean obtener los campos físicos; y (6) si se desea, se pueden 
encontrar la densidad superficial de carga y la densidad superficial de corriente a partir de 
las condiciones de frontera restantes, ñ • D = cy y ñ X H = Kj-, tomando en cuenta, des¬ 
de luego, que se deben evaluar en la superficie limitante. [Como se verá más adelante, a 
veces resulta más conveniente realizar el paso (4) antes que el (2). ] 

Para un modo MT se sigue el mismo procedimiento básico, encontrando & a partir 
de (26-29) y tomando K z =0. En este caso, por lo general £ z será diferente de cero en 
guía, pero como es una componente tangencial en la superficie debe anularse ahí. 

Cuando se siguen estos procedimientos los campos obtenidos satisfacen automática¬ 
mente las ecuaciones de Maxwell, puesto que éstas fueron usadas para obtener los resulta¬ 
dos básicos. Lo que es más, los eigenvalores k c que caracterizan los diversos modos se ob¬ 
tendrán también durante el procedimiento debido a las razones siguientes. Cuando se 
obtiene la solución general de (26-29) o (26-30) se incluyen algunas constantes de integra¬ 
ción. Se encuentra después que la única manera de satisfacier las condiciones de frontera 
es dando ciertos valores a algunas de estas constantes, los que a su vez determinan los 
valores permitidos de k Q . (Como se verá en detalle más adelante, la manera de encontrar 
los k Q recuerda lo que ocurrió al resolver la ecuación de Laplace en la sección 114.) 

En los ejercicios se demostrará que los resultados de esta sección pueden expresarse 
de una manera todavía más compacta y elegante, antes de que se requiera especificar la 
configuración de la sección de la guía. Sin embargo, para el propósito buscado aquí es 
conveniente proceder ya a la consideración de un ejemplo específico e importante. 

26-4 Guias rectangulares 

Estas guías tienen una sección rectangular de lados ay b que, como se muestra en la figu¬ 
ra 26-2, se encuentra situada en el plano xy. De (26-29) y (26-30) se puede observar que 
para cualquiera de los dos modos se tiene que resolver una ecuación de la forma (26-6). 
Utilizando el método de separación de variables y expresando 'L Q (x,y) = X(x)Y(y), con 


y 


b 


Figura 26-2 Sección de una guía de ondas rectangular. 


o 
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los mismos argumentos usados en la sección 11-4 para obtener dos ecuaciones separadas, 
se encuentra 


J_ d 2 X 
X dx 2 


1 d 2 Y 
Y Hv 2 


■ k 2 = const.= —k, 2 


de modo que ( d 2 X¡dx 2 ) + K 1 2 X=0y (d 2 Y¡dy 2 )+ K 2 2 Y = 0, donde 


k\ 2 + k 2 = k 2 


(26-31) 

(26-32) 


y k 2 2 es también una constante. Resolviendo en términos de las funciones trigonométri¬ 
cas, se tiene que 


^ 0 (x,y)=*(C l senk l x+ C 2 cosk i x)(C 3 senk 2 y + C 4 cosk 2 y) (26-33) 

donde las C son constantes de integración. Esta expresión de d'o contiene un total de seis 
constantes y, dependiendo del modo particular de que se trate, se identifica (26-33) con 
3í o con & . 

Z Z 


Ejemplo 

Modos Et. Se toma aquí & — 0 y se escribe 


% z = (C l senk l x + C 2 cosk l x)(C 2 senk 2 y+C 4 cosk 2 y) (26-34) 

Puesto que 3C es una componente tangencial, no necesita anularse en la fron¬ 
tera, de modo que (26-34) no es muy útil en sí. Por otro lado, & x y & ^ son 
componentes tangenciales en los lugares adecuados de la frontera, debiendo 
anularse ahí por lo que sí pueden resultar de interés. (Desde luego, & x y & y 
serán componentes normales en algunas partes de la frontera, anulándose ahí 
de modo que se podrían elegir en vez de los otros componentes. Sin embargo, 
como se verá después, se llega a los mismos resultados.) 

Siendo S z = 0, se encuentra que cuando se sustituye (26-34) en (26-25) y 
(26-36) se obtienen 

S x = ^~(C l s<¡nk l x + C 2 cosk l x)(C 2 cosk 2 y- C 4 senk 2 y) (26-35) 

K 

Sy = — 1 (C|COSÍC|.>:— CjsenfcixXCjsen^y + Qcos^y) (26-36) 

k c 

De la figura 26-2 se ve que eny = yy = ú£ x será componente tangencial, por 
lo que debe ser igual a cero ahí. De manera similar, & debe ser cero en 
x = 0 y x = a. Tomando primero los valores cero de x y y se obtienen 



- (C 3 senk 2 y + C 4 cos k 2 y) 


(26-38) 
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de modo que C 3 =0y Cj =0. Portanto,hastaaquí,(26-34),(26-35)y(26-36) 
se han simplificado convirtiéndose en 


% = C 2 C 4 cosk l x eos k 2 y 

(26-39) 

icjiik 2 

S x = -— C 2 C A cosk¡xsenk 2 y 

k c z 

(26-40) 

ioifik] 

=-— C 2 C A senk í x eos k 2 y 

(26-41) 


W C 


Todavía falta satisfacer las ecuaciones de frontera en las dos caras res¬ 
tantes. De (26-40) se observa que el requisito & x (x,b) = 0 conduce a sen 
k 7 b = 0, de modo que k 2 b - m r donde n es un entero. De manera similar, 
Ex y ( 1 a,y ) = 0, de la condición kyd =mn siendo m un entero. Se ha encontrado 
así que 


*1 = 


rmr 

a 



(26-42) 


de manera que de (26-32) se pueden encontrar los valores permitdos de k c 2 
que son 




(26-43) 


de manera que de (26-32) se pueden encontrar las longitudes de onda y las 
frecuencias de corte usando (26-43) en (26-9) y (26-11). Las constantes de 
propagación de la guía y sus longitudes de onda correspondientes se obtie¬ 
nen de (26-7) y (26-5): 


k 2 = 

K g 




(26-44) 


La única cantidad que no se ha obtenido es la amplitud arbitraria 
C 2 C 4 de & 2 . Si se toma C 2 C 4 - H 0 , se puede utilizar (26-42) para expre¬ 
sar (26-39) a (26-41) de una manera más explícita. Además, se puede usar 
(26-39) en (26-27) y (26-28) para encontrar el resto de las amplitudes. Cuan¬ 
do se hace esto se encuentra que las amplitudes de un modo ET general en una 
guía rectangular son 



( mr \ TT í m7TX ’ 

( b ) H ° COS \ a , 

Ht) 

(26-45) 


(26-46) 


S 2 =0 


(26-47) 

& 

II 

1 

/ mir \ „ ( mirx 

{ a r oSen l a 

M?) 

(26-48) 

I 

II 

/ mr \ TT ( rmx 

MT) 

(26-49) 
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% = H 0 cos(^)cos(^) 


(26-50) 


donde k c y k se encuentran por medio de (26-43) y (2644), 

Para verificar los resultados obtienidos, de la figura 26-2 se puede ver 
que JC será una componente normal en x = 0 y x = a, debiendo anularse ahí; 
de (26-48) se deduce que así es en efecto. De manera similar, (26-49) indica 
que JCy = 0 en y = 0 y y — b, como debe ser. [En realidad esto no debe sor¬ 
prender porque el resultado de uno de los ejercicios es que las componentes 
transversales de un modo ET se relacionan entre sí por medio de 5C trans - (k^ 
/coju)zX í| rans y, por lo tanto, son perpendiculares. Así, si & trans se toma nor¬ 
mal a la superficie, K ns será automáticamente tangencial, como se vio arri¬ 
ba. Se obtiene un resultado similar para modos MT.] 

Recuérdese que todavía se tiene que multiplicar cada uno de estos fac¬ 
tores de amplitud por el término de propagación y tomar la parte real para 
obtener los campos físicos. Por ejemplo, cuando (26-45) y (26-14) se com¬ 
binan entre sí se obtiene 


* V i 


MT ) 

T 


)"•“(“) -(¥)*■ 


(Ac.z-üX) 


(26-51) 


Dado que -/= e ’ /( ^ 177 , el factor exponencial puede expresarse como 
expz'[k^z-(c<jt + 'Air)] lo que, cuando se compara con (26-50), demuestra que 
E va adelante de H en el tiempo por una diferencia de 90°. De manera simi¬ 
lar, (26-48) y (26-49) demuestran que H x y H y van adelante de //, por 90°, 
mientras que E sigue a H z por la misma diferencia, según (2646). 

Hasta ahora no se ha especificado n y m, excepto en cuanto a que son 
enteros. Antes que nada , de (2645) a (26-50) se observa que si m y/o n fue¬ 
ran negativos ninguna amphtud de campo cambiaría. Por lo tanto, se puede 
imponer la restricción de que m y n sean positivos o cero. Si tanto m como 
n son iguales a cero, (26-50) da <K Z = Ho= const., mientras que las otras 
componentes son aparentéis tnre cero en tanto que (26-44) da k = k n = 
co/v. Así, el campo sería de la forma H z = H 0 e k ° z ~~ 0Jt K que corresponde a 
un campo longitudinal con una sota componente y viajando en la dirección 
del eje de la guía con una velocidad v característica de una onda plana. Sin 
embargo, de acuerdo con (2643), = 0 y, dado que se dividió entre 

para obtener (26-25) a (26-28), no es posible usar estos resultados aquí, de¬ 
biéndose regresar a las ecuaciones de Maxwell (26-13). En este caso se ob¬ 
tendría V ‘ H = 0 = 3 H z Ii) z = ik 0 H z , de manera que fc 0 = 0 y, por lo tanto, to 
= 0; esto hace que ti z — const., lo que guarda consistencia con el resto de (26- 
13) con E =0. Así, para m-n - 0 la solución resulta ser simplemente un cam¬ 
po magnético constante a lo largo del eje de la guía; si bien esto es cierta¬ 
mente posible, no es de interés por el momento. 

En resumen, m y n deben restringirse a m > 0 y n > 0, pero sin que m 
= n = 0. Por lo tanto, un modo de propagación ET dado puede caracterizarse 
por el par de enteros m y n asignados independientemente. Es costumbre 
describirlo como el modo ET 

ffj TI 

Puesto que el caso general ET es bastantes complicado, se considera en 
detalle únicamente un caso particular simple. 
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Ejemplo 

Modo ET j o. Supóngase que a A b y encuéntrese el modo con el k c más pequeño y, por lo 
tanto, la máxima longitud de onda de corte \ r . De (26-43) se aprecia que esto corresponde 
am = lyn=0,es decir, al modo ET 2 o- En este caso, k cl0 =xi t/a, de modo que A c = 2a y 
oo c = ^v/a, según (26-9) y 26-11). Por lo tanto, la longitud de onda de corte es dos veces la 
dimensión más grande la sección; en otras palabras, no es posible “comprimir” una onda 
“más grande” en la guía. La constante de propagación de la guía se encuentra a partir de 
(26-44) y (26-8), resultando 



M(f)’-(í)T 

(26-52) 

Las amplitudes del campo que se obtienen de (26-45) a (26-50) son 



%,=/ W p(|)tf 0 sen(™) 

(26-53) 


*, = ^(>o sen (f) 

(26-54) 


£ JC Z =// O cos(™) 

(26-55) 

mientras que & 
por simplicidad 
que resultan, se 
son 

x = & ,=0y3C^ = 0. Al sustituirlas en (26-14) y (26-15), suponiendo 
que Uq es real y tomando después las partes reales de las expresiones 
encuentra que las únicas componentes de campo no son iguales a cero 


E y = — /í 0 “p(~)sen^-^^sen(fc g z-cor) 

(26-56) 


H x = H 0 k K { )sen(™ )sen {k g z - ut) 

(26-57) 


H z = H 0 eos ( ^ ^cos(¿ g z — cor) 

(26-58) 


Se puede observar que los valores de Ey son independientes de y; por tanto, los 
campos eléctricos son líneas rectas de magnitud constante para un valor dado de x, 
pero la magnitud sí varía con r y es máxima en el centro, donde x ='A a. Las líneas 
de H x son rectas con su valor máximo en el centro también. Por otro lado, el valor de 
H z es igual a cero en el centro y tiene signos opuestos a ambos lados del mismo. La figura 
26-3 muestra E y y H x sobre el plano xy en un instante dado, suponiéndose también que 
Hq y sen (k g z - tot) son positivos ambos. Las líneas llenas indican E y , mientras que H x 
está representado por líneas punteadas; las flechas en la parte inferior de la figura indican 
la variación de H x con la posición. Si se toma una posición z donde también eos (k g z - cor) 
sea positivo, como se aprecia en la figura, las líneas de H z según (26-58), se dirigirán hacia 
afuera de la página en la mitad izquierda de la figura y hacia la página en su mitad derecha, 
puesto que el eje z se dirige hacia afuera de la página. A una distancia igual a media longi¬ 
tud kgZ - cor = ( 2 -nfkg)CKg ¡ 2 ) = 7r , de modo que las direcciones de todos los campos que 
se indican en la figura 26-3 se habrán invertido, como se aprecia en (26-56) a (26-58). 

Puesto que tanto E y como H x son proporcionales a sen (k g z — cor), mientras que tí z 
varía según eos (k g z - cor), E y y H x serán iguales a cero cuando \H Z | sea máxima. De ma- 
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Figura 26-3 Campos de un modo ETi 0 en la sección, en un instante dado. 


ñera similar, I Ey I y \H X I serán máximas cuando H z = 0. La figura 26-4 muestra también 
las relaciones entre los campos en un momento dado, presentando un corte de la guía pa¬ 
ralelo al plano xz; el eje y se dirige hacía afuera de la página. En este caso las líneas pun¬ 
teadas representan el vector H resultante en este plano; la situación de la figura 26-3 co¬ 
rrespondería aquí a un plano perpendicular al eje z, en la posición indicada por las 
flechas A , por ejemplo. 

Dado que estos campos son en realidad ondas, su comportamiento en el tiempo 
puede visualizarse si se imagina un observador en una posición dada y las imágenes que ve 
se mueven en la dirección positiva de z. Se deberán mover con la velocidad de la guía v 
dada en (26-52) como 


K K [ 1 — (nv/aui) 2 ^ 2 


(26-59) 


de la que se sigue que v > v, que es la velocidad de una onda plana en el material del inte¬ 
rior de la guía; para el vacío se tendría que v g > c. 


s n ¿ u c v - n, - u n z 

II I I 



F. y (entrando) E y (saliendo) 


A k-!* g -H 

Figura 26-4 Campos de un modo ETi 0 en el plano xz, en un instante dado. 
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Las ecuaciones 26-57 y 26-58 demuestran que, por lo general, H x y H z tendrán 
amplitudes diferentes para una posición dada en la guía. Si se recuerda lo visto en la sec¬ 
ción 24-7, se ve que esto significa que el campo magnético total H está polarizado elípti¬ 
camente cuando se le considera una función del tiempo. 

Puesto que existen componentes normales de D y componentes tangenciales de 
H que no son iguales a cero, deben existir ciertas cargas y corrientes superficiales en las 
paredes de la guía, de acuerdo con (26-2), que pueden calcularse a partir de estas relacio¬ 
nes. Por ejemplo, sobre la caray =0, la normal exterior del conductor es ft = y, encontrán¬ 
dose que 

ey = ñ I) = tE y = - ™ jsen^ ~ jsen (k g z - toí) (26-60) 

mientras que en la cara y = b, donde ft = -y, o tiene el mismo valor, pero con signo opues¬ 
to. No existen cargas superficiales sobre las caras perpendiculares al eje x porque E x = 0. 
De (26-60) se desprende que oy oscila con el tiempo y que, en particular, su signo cambia. 
Desde el punto de vista físico, esto ocurre debido al flujo de cargas libres sobre las super¬ 
ficies, es decir, la existencia de corrientes superficiales. Estas pueden calcularse de manera 
parecida a partir de 


K f = ft X H y (26-57) y (26-58). 


Ejemplo 

Modos MT. En este caso se toma K z = 0 y & 2 igual a la expresión de 'P, dada en 
(26-33); así, (26-32) vuelve a ser aplicable. Este caso es una realidad más simple porque 
puede ser una componente tangencial, desapareciendo en x = 0 y a en y = 0 y b. Si¬ 
guiendo el mismo procedimiento que antes, se observa que ahora se debe tener que C 2 - 
C 4 = 0, mientras que k lt k 2 y k c están otra vez dadas por (26-42) y (26-43). Así, los 
modos ET y MT de una guía de ondas rectangular tienen el mismo conjunto de longi¬ 
tudes de onda de corte; las configuraciones de los campos deben ser diferentes, sin em¬ 
bargo. Tomando C¡ C 3 = E 0 , (26-33) es el punto de partida para cálculo del modo 
MT, siendo éste 


S, -£.*«( = )*».( = ) (2M1) 

que puede ahora utilizarse para calcular el resto de las amplitudes de campo por medio 
de (26-25) a (26-28). Nótese que m - n = 0 hace que & z y todos los demás componen¬ 
tes de los campos sean iguales a cero; por lo tanto, no existe un modo MT^. Además, 
si m = 0 ó n = 0, £ 2 = 0 y todos los campos son también iguales a cero. Así, resulta 
que no es posible tener modos MT m g ó MT , a diferencia del caso ET. 

Desde luego, es posible que existan guias de onda cuyas secciones no sean rectangu¬ 
lares; por ejemplo, podría haber circulares. Tales casos pueden ser estudiados de la mis¬ 
ma manera sistemática que se ha utilizado aquí para el caso rectangular. Los detalles ma¬ 
temáticos son diferentes (y por lo general más difíciles), pero los principios involucrados 
son los mismos exactamente. Sin embargo, aquí no se desarrolla ningún otro tipo de guía 
aunque sí se considerará un tipo distinto de modo. 


26-5 Ondas EMT 

Como se hizo notar en el párrafo que siguió a (26-30), un modo EMT es aquél para que el 
que tanto £ como K 2 son iguales a cero. Al observar (26-25) a (26-28) se podría estar 
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tentado a concluir que todas las componentes son también iguales a cero, de manera que 
no podría existir dicho modo. Sin embargo, se dividió entre kj- para obtener estas expre¬ 
siones, de modo que es más seguro regresar a las propias ecuaciones de Maxwell dadas en 


Haciendo £ 

2 

= 0 

yjf z = 

0, en ellos se reducen a 


dS 

dS y 


dS 

dS r 

(26-62) 

x + 
dx 

y 

9 y 

= 0 

y 

dx 

' a -° 
dy 

d% v 



d% r 

d%„ 

(26-63) 

dx 

9y 

= 0 

dx 

o 

II 

4- 


%< 

II 

1 

J |j*r- 

% = - 

toe r- 

~ Y h y 

K g 

(26-64) 


% 

= ^S, 

Cúfl ' 

cee 

< — 17 

K g 

s. 

(26-65) 


Tanto de (26-54) como de (26-65) se desprende que k g /íúp - coe/k g , de manera que 


/í „ 2 = w 2 /j.£ = 


- b 2 

A-0 


(26-66) 


según (26-8) y (24-12); entonces, de acuerdo con (26-7), k c 2 = 0. Dado que k g = k 0 , la onda 
EMT se propagará a lo largo de la guía con la misma velocidad 'E que tendría una onda plana; 
puesto que k c = 0, la longitud de onda de corte es infinita, por lo que una onda EMT 
puede tener cualquier frecuencia o longitud de onda. 

Puesto que £ solamente tiene componentes transversales a la dirección de propa¬ 
gación, debe tener ia forma £ = £ x X+ <k y y, debiendo existir una expresión similar pa¬ 
ra JC ; así, es posible expresar (26-64) y (26-65) muy simplemente como 


WjU, 


¿x& 

z 


(26-67) 


donde Z = (p/e ) %es la impedancia de la onda plana. Si se comparan (26-67) y (24-94) 
se puede observar que una onda EMT tiene características similares a las de una onda pla¬ 
na no confinada. Por estas razones, a las ondas EMT también se las conoce como modos 
principales. 

Si se sustituyen (26-64) y (26-65) en la primera ecuación de (26-63), se encuentra 
que de ello resulta la primera ecuación de (26-62); lo mismo resulta ser verdad también 
para la segunda ecuación de cada conjunto. En otras palabras, (26-63) quedará satisfecha 
si se satisface (26-62). Al recordar que £ x y & son funciones únicamente de x y y, de 
acuerdo con (26-14), se puede introducir una función escalar, 0 (x,y), y definir £ x = 
-5 0 / 6 = y £ = -5 0 / 5 y, es decir. 


& = - Vif» (26-68) 

Sé encuentra entonces que la segunda ecuación de (26-62) se satisface debido a que 
5 2 0/6 y 6 x = 5 2 0 /5 x 8 y, mientras que la primera queda como 



Ondas EMT 


539 


d 2< P , =Q 
3x 2 ay 2 


(26-69) 


que es justamente la forma bidimensional de la ecuación de Laplace, de acuerdo con 
(11-55). Por lo tanto, si primero se toma cualquier solución del “problema de poten¬ 
cial electrostático bidimensional” apropiado, que dé un campo eléctrico normal a la 
superficie de frontera perfectamente conductora, se le designa por &, después se encuen¬ 
tra 3C a partir de (26-67), se pueden utilizar los resultados de (26-14) y (26-15) para 
obtener un posible modo EMT para el sistema. El patrón de campo bidimensional que se 
obtiene de esta manera viajará por la guía con la velocidad v de una onda plana carac¬ 
terística del medio. 

Sin embargo, las cosas son un poco más complicadas. Si fi.es normal a la superficie 
el gradiente del potencial escalar <p lo es también, según (26-68), y, como se vio en la sec¬ 
ción 1-9, 0 debe entonces ser constante sobre la superficie, como se puede apreciar en la 
figura 1-18. En otras palabras, la superficie conductora debe ser una superficie equipoten¬ 
cial. Pero en la sección 11-1 se encontró que una solución de la ecuación de Laplace que 
tiene el mismo valor en todos los puntos de la frontera debe también tener el mismo va¬ 
lor constante en cualquier punto de la región. Si éste es el caso, V 4> = 0, de modo que 
fi - 0 y 5C = 0, de acuerdo con (26-68) y (26-67), por lo que después de todo no podrá 
existir una onda EMT. Por lo tanto, una guía de ondas del tipo de un tubo hueco como el 
que se ilustra en la figura 26-1 no puede presentar un modo EMT. 

Sin embargo, sí puede existir un modo EMT si la guía consiste de por lo menos dos 
conductores como los dos cables paralelos de la figura 11-10, o los cilindros coaxiales de 
la figura 6-12. La razón es que, habiendo más de una parte en la superficie limitante, el 
potencial <p puede tener un valor constante en una parte de la superficie y otro valor cons¬ 
tante distinto en la otra porción o en las otras porciones de la superficie. En tal caso <t> no 
necesita ser constante en la región entre los conductores, por lo que ahora fi= — 3=“ <¡> pue¬ 
de ya ser diferente de cero, haciendo posible la existencia de un modo EMT. 



Figura 26-5 Campos en el modo principal de un cable coaxial. 
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Para ilustrar estas ideas, considérese el modo EMT más simple posible de un tipo 
muy importante de guía. 

Ejemplo 

Cable coaxial. Este consiste de dos cilindros coaxiales de diferentes radios, ay b, como se 
ilustra en la figura 6-5. Se utilizan coordenadas polares planas p y <p sobre el plano perpen¬ 
dicular al eje de los cilindros. La solución general de (26-69) en estas coordenadas está da¬ 
da por (11-141). Aquí se considera únicamente el caso en que 0 es independiente del ángulo, 
resultando entonces que 


— A + B ln p (26-70) 

donde A y B son constantes. Al sustituir esto en (26-68) y después utilizar (1-85), (26-67) 
y (1-76), se obtiene 


s=- -p %.=- < 26 - 71 ) 

P Zp 

de modo que & solamente tiene una componente radial y JC solamente tiene una compo¬ 
nente, como se muestra en la figura. Si se sustituyen estos resultados en (26-14) y (26- 
15), y se utiliza (26-66), se 

encuentra que los campos de la onda están dados por 

E = H= - (26-72) 

P Zp 

La diferencia potencial entre los dos conductores se puede encontrar a partir de 
(5-11) y resulta 


A«f> = J" *E -<ís = — B ln ^ j ~ 'I = ~ '1 (26-73) 

cuyo valor máximo es A <¡> 0 = -B In (b/a), de manera que (26-72) se puede expresar también 
como 


p\n(b/a) ** 


(26-74) 


De (21-39) se puede calcular la comente en el conductor interior, si se observa 
que cuando se elige la trayectoria de integración sobre el plano de la sección entonces 
(5 D/Sfj’da = 0, de manera que 


(f>H ds= - ^ e '“[( z A)-d = / /= / /oe '“ K*/»)-'] (26-75) 

donde el valor máximo de la corriente es l f0 = -2 n B/Z. (Habrá una corriente igual y 
opuesta sobre la superficie en p = b puesto que, si se toma la trayectoria C sobre el con¬ 
ductor cuando p> b, la integral de línea de H debe desaparecer, ya que H = 0 en el inte¬ 
rior del conductor perfecto, por lo que la trayectoria no puede encerrar ninguna corriente 
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libre neta.) Si se usa (26-75) se puede expresar el campo magnético en función de la co¬ 
rriente como 


H = 


J /0 e‘ aiU / v) 

2irp 


'] 


(26-76) 


De (26-73) y (26-75) se observa que la corriente y la diferencia de potencial se en¬ 
cuentran en fase, de modo que su relación es constante y dada por 


A<j> _ A<Po 
h y /o 



(26-77) 


donde Z c recibe el nombre de impedancia característica del cable coaxial. 

26-6 Cavidades resonantes 

Supóngase que se toma una porción de longitud L de la guía de ondas de la figura 
26-1 y se tapan los extremos con conductores perfectos. Se obtendría así un volu¬ 
men totalmente encerrado por paredes perfectamente conductoras. Ya no es posible su¬ 
poner que habrá campos en forma de ondas viajeras porque se han introducido nuevas 
condiciones de frontera y, cuando menos, existirán reflexiones en las nuevas paredes, 
provocadas a su vez por la necesidad de satisfacer las nuevas condiciones de frontera. 
Si se recuerdan los resultados en los ejercicios 25-10 y 24-3, sería lógico esperar que 
los campos tengan la forma de ondas estacionarias que correspondan a valores carac¬ 
terísticos y específicos de las frecuencias de oscilación. Se pueden entonces considerar 
los campos resultantes como la superposición de estos modos normales. (Esto resulta ser 
muy parecido al caso mecánico de una cuerda que vibra. La introducción de soportes 
perfectamente rígidos en sus extremos y la necesidad de una longitud específica de 
la cuerda hace que los modos normales tomen la forma de ondas estacionarias, que 
resultan de la superposición de ondas viajeras incidentes y reflejadas. Un desplazamiento 
arbitrario de la cuerda se puede calcular como la superposición adecuada de estas ondas 
estacionarias.) 

A los sistemas de este tipo se les conoce como cavidades resonantes o resonadores 
de cavidad. Es evidente que los puede haber de una gran variedad de formas y dimensio¬ 
nes, pero los principios generales que se deben utilizar para encontrar los campos son 
exactamente los mismos, aunque resulta mucho más fácil ilustrarlos por medio de un ejem¬ 
plo específico. 

Considérese una región cerrada por medio de paredes rectangulares perfectamente 
conductoras de lados a, b y c , con el origen en uno de sus vértices, tal como se muestra en la 
figura 26-6. La cavidad se encuentra llena de un material i.h.l. no conductor, descrito por 
H y e. Cada componente de campo satisface todavía la ecuación de onda (26-3), pero no 
puede tomarse aquí una solución de la forma (26-4). Sin embargo, por el tratamiento que 
condujo a (24-1), resulta evidente que se puede separar la variadónrespecto al tiempo en la 
forma e“ íwí . Por lo tanto, en lugar de (26-4) se debe suponer que W puede expresarse 
como 


t(r,t) = ¡Po( r ) e 


(26-78) 


que, al ser sustituida en (26-3) conduce a la ecuación que d'o debe satisfacer: 
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(26-79) 


donde kg 1 = (to/V) 2 otra vez. (En realidad este resultado es válido para cualquier clase 
de sistema corrdenado que se utilice, y se le suele llamar la ecuación de onda sin el tiempo.) 

Se puede resolver (26-79) en coordenadas rectangulares por el método de separación 
de variables. Si se escribe \P 0 ~ X(x)Y(y)Z(z) y se procede de la misma manera en que 
se llegó de (26-6) a (26-33), se encuentra que 

<¿o( r ) = (Ci sen /t 1 ;e + C 2 cosk l x)(C 3 senk 2 y + C 4 cosk 2 y ) 

x(C 5 senk 3 z +C 6 cosk 3 z) (26-80) 

donde 

k\ + k\ + k\ = kl (26-81) 


y donde las Cson constantes. Esto se puede comprobar por sustitución directa de (26-80) 
en (26-79). Si se combina esta forma con (26-78) 


E x = (C l senk i x + C 2 cos& 1 .v)(C 3 senA: 2 >' + C 4 cosk 2 y) 

X(C 5 senk 3 z + C 6 cosk 3 z)e~ ,u ‘ (26-82) 

Se tiene ahora que E x será una componente tangencial y debe por lo tanto desaparecer 
en las caras y = 0ybyz=yc. Esto requiere que C’ 4 = C 6 = 0 y que- 



donde nyp son enteros. Por lo tanto, en este punto se tiene 


(26-83) 


E x = (C l 'senk l x + C 2 eos k x x) sen k 2 y sen k 3 ze 


( 26 - 84 ) 
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donde C\ - C¡ C-¡ C$ y C 2 ' - C 2 C 3 C s . De manera similar, se encuentra que. 


E y =$enk\x{C 3 'sznk 2 y + C 4 ' cosk 2 y)senk 3 ze (26-85) 


E, = sen k , x sen k 2 y ( C 5 ‘' sen k 3 z + C 6 ' eos k 3 z ) e 


y que 



(26-86) 

(26-87) 


Al sustituir (26-83) y (26-87) en (26-81) y utilizando (26-8), se encuentra que las posibles 
frecuencias de oscilación en esta cavidad están dadas por 



(26-88) 


Nótese que si cualesquiera de los enteros m, n ó p son iguales a cero, todas las compo¬ 
nentes de E serán también iguales a cero, así como también todas las componentes de 

H. 

El campo eléctrico debe todavía satisfacer las ecuaciones de Maxwell y, en particu¬ 
lar, se debe tener que A ‘ E = 0,. Cuando en ésta se sustituyen (26-84) a (26-86), se obtie¬ 
ne 


— (k \C 2 ' + k 2 C 4 ' + k 3 C 6 ')senk l xsenk 2 ysenk 3 z 
+ [ ( k , C, 'eos k , x sen k 2 y sen k 3 z ) + ( k 2 C 3 'sen k ,* eos k 2 y sen k 3 z ) 

+ (k 3 C 5 'senkiX senk 2 y cos& 3 z)] =0 (26-89) 


Un poco de análisis llevará a la conclusión de que no es posible que esta expresión sea 
siempre igual a cero para todos los valores de x, y y z (que pueden tomarse independiente¬ 
mente) a menos que C 1 ' = C 3 ' = C 5 ' — 0 y que ki C 2 ; + k 2 C 4 ' + k 3 C 6 ’ = 0. Si se 
toma ahora C 2 ' = E ¡, C 4 = E 2 y C 6 ' ~E 3 , se encuentra que la última condición se pue¬ 
de expresar como 


k ] E l + k 2 E 2 + k 2 E 2 = 0 (26-90) 

mientras que las expresiones para las componentes de campo quedan finalmente como 

E x = E { cosk\Xsenk 2 y%Qnk- i ze~ lut (26-91) 

E y — E 2 sen /c , x eos k 2 y sen /r 3 z<? “ (26-92) 
E, = E 2 senk x x senk 2 y eosk 2 ze (26-93) 


de manera que E x , E 2 y E 3 son los valores máximos de las componentes respectivas. 

Si se define un vector k con las componentes k t , k 2 y k 3 y un vector E 0 con las 
componentes , E 2 , E 3 , se puede expresar (26-90) como 


k-Eo = 0 


(26-94) 
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que es muy parecida al resultado que se obtuvo para una onda plana en (26-91). Así, para 
un modo dado, E q debe ser perpendicular el vector k =(m7r/a)x + (n 7r/ó)y + (p n/c)i. 

El campo magnético se puede calcular de A X E = -p(9H/3f)= /copH. Por ejemplo, 
se obtiene 


iu¡iH x = —g—- = (k 2 E 3 — k 3 E 2 )senk l x eos k 2 y eos k 3 ze (26-95) 

Dado que k 2 E 3 k 3 E 2 es la componente de k X E 0 , resulta deseable definir un vector 
H 0 como 


H^^kXEo (26-96) 

pues, si se designan sus componentes rectangulares por H x , H 2 y H 3 , se puede expresar 
(26-95) como 


H x = — iH l senk l xcosk 2 ycosk 3 ze (26-97) 

Nótese otra vez la similitud entre (26-96) y el resultado para onda plana dado por la pri¬ 
mera expresión de (24-93). Así, se puede asociar un conjunto de vectores mutuamente 
perpendiculares k, E 0 y H 0 con cada modo de onda estacionaria en la cavidad. 

De manera similar, se encuentra que las otras dos componenetes de H son 

H y = — iH 2 cosk l xsenk 2 ycosk 3 ze~‘ u ‘ (26-98) 

H z = — iH 3 cos k x x eos k 2 y senk 3 ze~ ,at (26-99) 

Se observa que H x = 0 en x = 0 y x =a, es decir, en las paredes en las que es compo¬ 
nente normal; igualmente, Hy y H z desaparecen respectivamente enj = 0yóyz = 0yc. 
Por lo tanto, las condiciones de frontera para H se han satisfecho automáticamente una 
vez satisfechas las condiciones de frontera para E. Además, es fácil comprobar que las dos 
ecuaciones de Maxwell restantes que no se han usado todavía quedan también satisfechas, 
es decir A • H= 0 y que A X H =e (9E/9í). [Para ello se necesita usar k ' H 0 =0, (26- 
96), (26-94) y (26-81), la última de las cuales se puede también escribir comok - k = k fl 2 
= co 2 /v 2 =co 2 jue.l 

Cada componente de E varía como e ' iWÍ , mientras que las componentes de H son 
proporcionales a ~ie~ iut = + í 1 / 2 )*]. Por lo tanto, los campos eléctrico y magné¬ 

tico no están en fase en estas ondas estacionarias, sino que H va 90° por delante de E. 

Un k dado corresponde a un modo dado, es decir, a un conjunto dado de enteros 
m, n, y p, de acuerdo con (26-83) y (26-87). De (26-94) se concluye que el vector E 0 
debe escogerse perpendicular a k. Sin embargo, existen dos direcciones mutuamente per¬ 
pendiculares e independientes en la que se puede tomar E 0 de manera que sea perpen¬ 
dicular a k. Por lo tanto, para cada valor de k hay dos posibles direcciones independientes 
de polarización de E 0 , de modo que debe haber dos modos para cada frecuencia permiti¬ 
da por (26-88). A esta propiedad se le conoce como degeneración y es una característica 
fundamental e importante de las ondas electromagnéticas estacionarias. Si a, b y c son to¬ 
das diferentes, entonces las diversas frecuencias dadas por (26-88) serán por lo general 
diferentes. Sin embargo, si existen relaciones simples entre las dimensiones es posible que 



Cavidades resonantes 


545 


elecciones diferentes de los enteros den la misma frecuencia, de modo que también 
existirá degeneración, pero como resultado de algo diferente. Como ejemplo extremo, 
considérese un cubo para el que a = b = c, de modo que (26-88) se reduce a 

(f) 2 = (J)V + « 2 +P 2 ) (26-100) 

Así todas las combinaciones posibles de los enteros que den el mismo valor m 2 + n 2 + 
p 2 tendrán la misma frecuencia, por lo que los modos serán degenerados. 


Ejercicios 

26-1 Sea fi r = 8¡ x x + <~ v y la componente transversal de &, con una expresión similar 
para JC T . Para un modo ET, demostrar que K T - (ik g /kc )V3C Z ,JC T = (zX S r )/Z e donde 
Z e = ( k 0 /k e )Z — (K, /X 0 )Z■ Encontrar relaciones correspondientes para un modo MT - 
26-2 Uilizando los resultados del ejercicio anterior, demostrar que cualquier solución de 
(26-6) que se anule en la frontera de la guía conducirá a un modo MT. De manera similar, 
demostrar que una solución de (26-6) para la que A‘ V i// 0 = 0 en la frontera conducirá a un 
modo ET. 

26-3 Suponer que se define una velocidad de grupo, v para propagación a lo largo de 
una guía de ondas por medio de v n =c/oj/dk , como en (24-144). Encontrar v„ en función 
de co y compararla con v Demostrar que i~v = 1 //-te y comparar con los resultados 
del ejercicio 24-26. 

26-4 Una guía de ondas rectangular con vacío en su interior tiene a = 8 centímetros y b 
= 6 centímetros. Si dentro de la guía se propaga una onda cuya frecuencia es v = 4 X lü 9 
hertz, ¿cuáles son los modos posibles? 

26-5 Considerar una guía de ondas de sección cuadrada. ¿Qué condiciones debe satisfacer 
el lado a para que sea posible que se propague un modo ÉT 10 pero no uno ETn, MT U o 
cualquiera de orden superior? 

26-6 El interior de una guía de ondas rectangular hueca se rellena con un material dieléc¬ 
trico i.h. 1, no magnético y no conductor. Demostrar que las frecuencias de corte son 
más pequeñas por un factor K e \ que si el interior estuviera al vacío. Si se deseara fabri¬ 
car una guía rellena con el dieléctrico para que operara de la misma manera que en el caso 
al vacío a una frecuencia dada, es decir, que las frecuencias de corte fueran las mismas, 
¿debería hacerse más grande o más pequeña y cuál sería el factor de variación para las 
dimensiones ay bl 

26-7 Para un modo ET ]0 en una guía rectangular: (a) encontrar < u >; (b) encontrar 

< S > ; (c) encontrar los promedios con respecto al espacio, <í« > y -<S >, integran¬ 
do los resultados anteriores para los promedios con respecto al tiempo sobre la sec¬ 
ción de la guía; (d) definir una velodicad para el flujo de energía, v u , por medio de 
^ S >■ = < u > VjjZ, (¿es razonable?) y comparar v u con la velocidad de grupo que se 
encontró en el ejercicio 26-3. 

26-8 Encontrar la densidad superficial de corriente kj. para un modo ETi 0 en una guía 
rectangular. Dibujar la comente en un momento dado sobre por lo menos un período es¬ 
pecial a lo largo de la guía. 

26-9 Considerar una guía rectangular con vacío en su interior, operando en el modo 
ETjo. Encontrar el promedio en tiempo de la fuerza eléctrica por unidad de superficie, 

< fe > , sobre la cara y = 0. 

26-10 Para una guía rectangular, suponer que es real y encontrar todas las compo¬ 
nentes de campo reales para un modo ET 2 o • Repetir el ejercicio para un modo ET U . 
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26-11 Encontrar las expresiones generales para las componentes de campo reales de 
un modo MT en una guía rectangular (tómese como real.) 

26-12 Encontrar el promedio en tiempo dei vector de Poynting para un modo MT 
general en una guía rectangular. Integrando con respecto a la sección de la guía, encon¬ 
trar la potencia total transmitida a lo largo de ella. 

26-13 La guía de ondas rectangular satisface las condiciones del ejercicio 22-6 para des¬ 
cribir un campo electromagnético completamente en función del potencial vectorial A. 
Encontrar A para un modo ER mf¡ y comprobar que satisface A ’ A = 0. 

26-14 Encontrar la superposición de una onda ET m „ y una onda Wí mn en una guía 
rectangular, que hace que E sea transversal a la dirección y, es decir, E =0 mientras que 
todas las demás componentes de E y de H son diferentes de cero. 

26-15 Considerar una guía de ondas cilindrica, es decir, con una sección circular de ra¬ 
dio a y con el eje z coincidiendo con el eje del cilindro. Expresar (26-3) en coordenadas 
cilindricas, suponer que la dependencia de 3f con respecto a z y t está dada por (26-4) y 
encontrar la ecuación diferencial que JC 0 debe satisfacer. Resolver esta ecuación por el 
método de separación de variables y demostrar que \p 0 tiene la forma \p u = C m J m 
(k c p)e‘ m ' p , donde C m es una constante y m es un entero. [Clave: \R 0 debe ser una fun¬ 
ción univaluada de por ejemplo, y> 0 ($+2 u ) = 'I'q (<¿>). ] Además, J m (r¡) satisface la 
ecuación diferencial de Bessel 


d 2 J m [ 1 dJ„ 
d,f 1 d V 



de modo quei„, es una función Bessel. Encontrar la condición que determínalos valores de 
k c para un modo MT correspondiente ai valor rn. 

26-16 Encontrar <S> para el modo del cable coaxial que se analizó en el texto. En¬ 
contrar la potencia total transmitida por el cable y expresarla en una forma que involu¬ 
cre a Z . 

c 

26-17 Encontrar la densidad superficial de carga sobre el conductor interior para el mo¬ 
do del cable coaxial que se analizó en el texto. Demostrar que la densidad superficial de 
corriente sobre el conductor interior es igual a la densidad superficial de carga por la 
velocidad de la onda. 

26-18 Considerar una longitud 1 del cable coaxial, cuya inductancia es L y cuya capaci¬ 
tancia es C. Demostrar que Z c ~ (L/C) 1/2 . (Nótese que el resultado es independiente de 1; 
por lo tanto, a L y C se les describe por lo general como las cantidades por unidad de 
longitud.) 

26-19 Demostrar que no existe un modo EMT para un cable coaxial, que puede obtener¬ 
se de cualquier término que dependa del ángulo en (11-141), es decir, para un dado por 
<¡> = ( A m p m +B m p m )(C m eos nnp+D m sen nup). 

26-20 Demostrar que los enteros m, n y p para la cavidad rectangular pueden restringirse 
a ser positivos o iguales a cero. [No olvidar (26-94).] 

26-21 Considerar una cavidad cúbica de lado a. Demostrar que la frecuencia más baja 
presenta una triplie degeneración con respecto a los enteros m,n y p. Encontrar todas las 
componentes de E y de H para el modo m — n — 1, p — 0. Dibujar las líneas de campo en 
un instante dado. Encontrar < S > y la energía electromagnética total en el interior de la 
cavidad. 

26-22 Considerar una cavidad cilindrica de longitud l y sección circular de radio a. El 
eje del cilindro se encuentra a lo largo del eje z y las dos caras están en z = 0 y z = 1. En¬ 
contrar las posibles frecuencias de oscilación para esta cavidad. (No es necesario encontrar 
todas las componentes de campo para hacer esto. Ver también el ejercicio 26-15.) 
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En los últimos tres capítulos se han estudiado campos electromagnéticos dependientes del 
tiempo en la forma de ondas viajeras o estacionarias. No se vio cómo se producen tales 
campos: sólo se dijo que es posible producirlos si se dan las distribuciones “apropiadas” 
de carga y corriente. Aquí se pretenden cubrir algunos de los aspectos de la generación de 
campos electromagnéticos en la forma de ondas; a esta parte del electromagnetismo se le 
suele llamar radiación. El tema general de la radiación cubre una gran variedad de proble¬ 
mas y puede llegar a ser muy complicado. Por lo tanto, este estudio se restringe a unos 
cuantos ejemplos representativos, razonablemente simples, pero importantes. 

Si se recuerda el tratamiento dado a las ondas, se recordará que se obtuvieron bue¬ 
nos resultados manejando las ecuaciones de Maxwell y los propios campos E y B (o H). Es 
decir, no fue en realidad necesario utilizar los potenciales escalar y vectorial generales y 
dependientes del tiempo que se estudiaron en el capítulo 22. Sin embargo, la producción 
de radiación electromagnética se puede manejar mucho más fácilmente en función de estos 
potenciales A y <p. 

27-1 Potenciales retardados 

Solamente se considerarán regiones con las propiedades del vacío, por lo que se puede 
tomar p?; = ¡u 0 eo -1 /c 2 , según (23-5). Si se simplifica la notación eliminando el índice 
f de las densidades de carga y de corriente, las ecuaciones que determinan los potenciales 
son, de acuerdo con (22-14) a (22-16), 


V 2 A 1 92A = rU 

A c 2 dt 2 ^ 

(27-1) 

v 2 <p 1 d2 *= p 

c 2 dt 2 e 0 

(27-2) 


(27-3) 
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mientras que los campos se obtienen a partir de 


B= V X A 


E = 



(27-4) 

(27-5) 


de acuerdo con (22-1) y (22-3). Debe recordarse que este conjunto de ecuaciones es com¬ 
pletamente equivalente a las ecuaciones de Maxwell. 

Resulta útil también recordar que ya se encontraron las soluciones de los potencia¬ 
les para el caso estático, en que todas las derivadas con respecto al tiempo eran iguales 
a cero; éstos están dados por (16-12) y (5-7) como 



J(r ')dj' 
R 


4>(r) = 


1 f p(r')<& 

4ire 0 Jy R 


(27-6) 

(27-7) 


siendo R = ¡r - r'|. Se sabe que las soluciones de los potenciales para el caso dependiente 
del tiempo se deben reducir a (27-6) y (27-7) para una situación estática. Desafortunada¬ 
mente, no es posible por ejemplo, simplemente sustituir J (r') en (27-6) por J (r', t), 
puesto que existen derivadas con respecto al tiempo en la ecuación diferencial de A. 

Es posible resolver (27-1) y (27-2) por medio de métodos muy elegantes y generales, 
pero resultan ser bastante complicados. Es preferible, en la perspectiva actual, utilizar un 
método más sencillo que produzca los mismos resultados y que, además, sea un gran auxi¬ 
liar para comprender mejor la situación. La contribución a <p se calculará a partir de un 
elemento de carga A q — pAr' en un volumen At' lo suficientemente pequeño para que 
se pueda considerar a Aq como una carga puntual. Después, sumando las contribuciones 
de todos los elementos de carga se obtendrá el potencial escalar total. Se supone que en 
el exterior de At' no existe carga, por lo que (27-2) se convierte en la ecuación de onda 
homogénea 


vV 


c 2 3 1 2 


(27-8) 


Dada la simetría esférica asociada con una carga puntual, (¡> (r, t) en realidad sólo puede 
depender de la distancia relativa R a la carga, y no de los ángulos, es decir, <p = <j>{R,T). 
Por medio de (1-141) se encuentra que A <j>= (d<p /dR )R = (d<p / dR) (R/R ), y después de 
utilizar sucesivamente (1-117), (1-141) y el ejercicio 1-21 se obtiene 



r+ Í(m) vr 

■ 2 d<¡> 

R 3R 


de modo que (27-8) queda 

d 2 <t> . 2 d<¡> 1 3^ = J_ d_í n2_9jM_ _L = n 

3 R 2 R 3 R c > R 2 3 R\ K 3 R) c t 3,2 


(27-9) 
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[Nótese que, según (1-105), este resultado viene a ser exactamente lo que se obtendría al 
expresar A 2 en coordenadas esféricas, tomando a R como la distancia radial y siendo 
0 independiente del ángulo]. Si se hace ahora 


<p(R,t) = 


x(R,0 

R 


(27-10) 


y se sustituye en (27-9), se encuentra que x satisface la ecuación de onda unidimensional 


ñ_ii 2 i =0 

9 R 2 c 2 9 1 2 


(27-11) 


En (24-9), (24-11) y (24-12) se encontró que la solución a esta ecuación tiene la forma 
X = F(R-ct)+g(R +ct), donde / y g son funciones sólo de las combinaciones i? + ct: así, 
de (27-10) se deprende que 0 tiene la forma 


<#>(*, 0 


AR-ct) 

R 


g{R + ct) 

R 


(27-12) 


Cada uno de los términos de (27-12) es una onda esférica que viaja con velocidad c en la 
dirección radial con respecto a la posición de Aq,y cuya amplitud es constante en una es¬ 
fera de radio R con centro en la carga ¡/representa una onda que se aleja de A q, mientras 
que g equivale a una onda que se le acerca. Dado que (27-12) se obtuvo como la solución 
de la ecuación sin fuente (27-8), fyg deben determinarse de manera tal que correspondan 
a la existencia de una carga A q situada en R— 0. 

Antes que nada, el 0 de (27-12) debe ser el potencial debido a la fuente cambiante. 
Si g es la onda que se acerca, debe llegar a la fuente en un tiempo posterior a t, específica¬ 
mente después de un intervalo R/c, y el valor de g debe ser el valor correcto apropiado 
para un punto muy cercano a A q. Pero esto significa que g ya era correcta en un tiempo 
anterior t ya una distancia i?. En otras palabras, el “efecto” descrito porg necesariamen¬ 
te tiene que haber ocurrido (o ser conocido) antes de la “causa” debida a la carga. Dado 
que esto contradice el orden de los acontecimeintos, debe rechazarse el término en g por 
razones físicas y escribir <p = f(R ~ ct)/R. A medida que se llega a la cercanía de la carga 
casi puntual A q , es decir, a medida que R-+ 0, el potencial debe reducirse al de una carga 
puntual con su valor y posición instantáneos que, de acuerdo co (27-7), es A q(t)/4n^R. 
Así, f(R - ct) debe tener una forma tal que, parai?-»0,/(-cí) = A q{t)/4n^ °> si 7 es la 
variable general en f tal que 


< 27 - 13 > 

Esto significa que R - ct debe remplazarse por -{R - ct)/c = t - (R/c) en cuyo caso la 
forma de /, y por lo tanto de 0, se determina finalmente como 

^- síb- 1) - 4íb^- 1K (27 - 14 > 

Este resultado indica que el potencial escalar en el punto de campo r y en el tiempo t de¬ 
pende del valor de la carga en un tiempo anterior t - (R/c), siendo la diferencia en tiempo 
R/c exactamente el tiempo requerido para que la onda esférica llegue al punto de campo. 
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Por lo tanto, la carga no produce el potencial instantáneamente, sino que se requiere de un 
tiempo finito, el tiempo de llegada de la onda, para que el efecto se produzca en el punto 
de campo. El tiempo t' = t~ ( R/c ) suele recibir el nombre de tiempo retardado. 

Teniendo ya la contribución de un elemento de carga al potencial escalar, se puede 
obtener el potencial escalar total debido a una distribución de carga si se suma (27-14) so¬ 
bre todo el volumen V que contiene las cargas; el resultado es 


lí p[r\t-(R/c)]dT 

ñj r - R - 


( 27 - 15 ) 


Se observa que cada elemento de carga debe evaluarse en su propio tiempo retardado; por 
lo general, estos tiempos serán diferentes de un elemento a otro dado que, para un punto 
de campo r dado, las distancias relativas R = |r - r'| serán diferentes según la posición del 
punto fuente r'. Por lo tanto, (27-15) depende de R en forma explícita, puesto que apare¬ 
ce en el denominador, y en forma implícita porque aparece en la variable tiempo de la 
densidad de carga p. 

Cada componente rectangular de (27-1) tiene la misma forma que (27-2); por 
ejemplo, se tiene que 


V 2 A 


X 


1 d 2 A x 

c 2 3 1 2 


IRi^x 


Cada una de esas ecuaciones dará un resultado como (27-15), de modo que cuando se su¬ 
man vectorialmente se encuentra que A está dado por 



i[t',t-{R/c)]dT' 

_ 


( 27 - 16 ) 


Los resultados (27-15) y (27-16) se conocen como los potenciales retardados ; a 
veces se les suele expresar en forma abreviada con corchetes alrededor del término fuente 
en el)integrando, como recordatorio de que deben evaluarse en los tiempos retardados, es 
decir, se suele expresar 


Mo f HK 1 r [ p) dr ' 

4srJy R 4nt 0 Jy R 


( 27 - 17 ) 


Nótese que (27-15) y (27-16) se reducen correctamente a (27-6) y (27-7) en el caso estáti¬ 
co en que las densidades de carga y de corriente son independientes del tiempo. [A los 
potenciales que resultan del término g de (27-12) se les denomina potenciales adelantados ]. 


27-2 Desarrollo multipolar para fuentes que oscilan 
armónicamente 

Aquí solamente se encontrarán los campos producidos en un punto en el vacío fuera de 
una región finita que contiene fuentes preeestablecidas, es decir, se supone que J(r',f)y 
p (r, /) son funciones conocidas de la posición y del tiempo. Además, solamente se con¬ 
sidera el caso importante en que las fuentes varían armónicamente en el tiempo con una 
frecuencia circular w, de modo que se puede escribir 
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J(r , ,0 = Jo(r')« p(r',0 = Po( r ')e (27-18) 

donde J Q y p 0 pueden ser funciones complejas como ya se vio en relación con (24-19). 
Por lo tanto, si se les expresa en función de una amplitud y una fase reales como 

J 0 (r , )=j|Jo( r ')k' 4 Po(r') = |Po( r ')k'* ch (27-19) 

donde j da la dirección de J 0 entonces las partes reales que representan las corrien¬ 
tes y cargas físicas son 

Jreai=Í|J [ o|cos(wf-i7 c ) P real = |p 0 | eos (oot - # ch ) (27-20) 

Siguiendo los resultados anteriores, al remplazar t por t ~ ( R/c) en (27-18) y tomar 

k. — — — (27-21) 

c A 

se encuentra que (27-15) y (27-16) se vuelven 


< f >( r >0 = 


A(r,t) = 


e~ iul r e ikR p 0 (r')dT' 
4m 0 Jy R 

Po e‘ k *J 0 (r')dr' 

ATT Jy - R 


(27-22) 

(27-23) 


Puede observarse que los potenciales también varían armónicamente con el tiempo (como 
ocurrirá con E y B) y con las misma frecuencia que las fuentes. Esto simplifica bastante 
el trabajo, porque se pueden remplazar todas las derivadas con respecto al tiempo por 



(27-24) 


~i lo, es decir, donde puede ser <f> o cualquier componente de A, E o B. 

De hecho, también se puede expresar todo en función del potencial vectorial en este 
caso, puesto que la condición de Lorentz (27-3) es A • A - (ico lc 2 )<p = 0, y así 

c 2 

$=-/— V- A (27-25) 

Si ahora se sustituye (27-25) en (27-5) y se utilizan (274), (27-24) y (1-122) se obtiene 
E= — V<j> +/«A = í(c 2 /to)[ V(V • A) + (w 2 /c 2 )A] 

= i(c 2 /oo) [ V X B + V 2 A + (w 2 / c 2 ) A ] (27-26) 

En los puntos en los que se desea encontrar E y B, la densidad de corriente es J = 0, de mo¬ 
do que (27-1) se vuelve A 2 A + (lo 2 ¡c 2 )A - 0; por tanto, los dos últimos términos de 
(27-26) desaparecen, reduciéndose a 
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C^ c 

E=i —VxB = ¿jVXB (27-27) 

En realidad este resultado no debe ser una sorpresa puesto que es justamente una de las 
ecuaciones de Maxwell; así, cuando a =0 (244) se vuelve A X B = ju 0 e 0 (3E/3í) = -¿(c<j/c 2 ) 
E, que es exactamente (27-27). En resumen, se ha encontrado que únicamente se necesita 
considerar el potencial vectorial A dado por (27-23); una vez que se haya encontrado A, 
B se puede obtener de (274) y E de (27-27) 

La integral de (27-23) es por lo general muy difícil de manejar de modo que resulta 
conveniente desarrollar el integrando por medio de una serie de potencias muy a la mane¬ 
ra de como se hizo con respecto a los múltiples eléctrico y magnético en los capítulos 
8 y 19. Se toma el origen de coordenadas en algún punto arbitrario y conveniente dentro 
del volumen ocupado por las fuentes, produciéndose una situación como la que se mues¬ 
tra en la figura 27-1, donde r es el vector de posición del punto de campo P. (Compárece 
ésta con las figuras 19-1 y 8-1). Además, se puede escribir 

R = |r — r'| — (r 2 4- r' 1 — 2rr' cos0') >/2 = r(l + 7j) ,/2 (27-28) 

según (19-2) y (84), donde 



eos 0' 


+ 





(27-29) 


Si se toma r muy grande en comparación con las dimensiones del volumen fuente V’, se 
puede hacer uso del desarrollo (8-6) para expresar 


(27-30) 

dado que sólo se manejarán ios términos del orden de (/ /r) 2 . Considérese ahora el térmi¬ 
no e ikR , que también se desea desarrollar de la manera adecuada. 

De acuerdo con (27-21), kR - 2 nR/X, de manera que este producto esencialmente 
mide la distancia R en una escala de longitudes de onda. Si se trata de una fuente compac¬ 
ta, R x r, y si se desarrollara e ikR en potencias de kR y se conservaran únicamente los 
primeros términos, sólo se estaría tomando en cuenta, innecesariamente, los puntos de 
campo cercanos a la fuente. Sin embargo, si D es una de las dimensiones tipicas del volu- 



Figura 27-1 Relaciones existentes en el desarrollo multipolar del potencial vectorial. 



Desarrollo multipolar para fuentes que oscilan armónicamente 


553 


men fuente V las variaciones en R—r serán del orden de magnitud de D, por lo que resulta 
razonable suponer que D «A; de esta manera, si bien es cierto que el tratamiento se res¬ 
tringe a fuentes pequeñas a escala de longitudes de onda, no ha sido necesario hacer supo¬ 
sición alguna con respecto al valor relativo de r comparado con A, En otras palabras, lo 
que realmente se desea desarrollar es la cantidad e ik ( R ~ en lugar de e ikR . Antes de 
proceder con el desarrollo, es conveniente considerar otra forma de expresar la suposi¬ 
ción de £>« A. 

En el caso de sistemas que oscilan armónicamente con vectores de posición 
serán v ñ ooD. Si se toma D« A se encontrará que vIczmD/czsD/ A«l. En otras palabras, 
la suposición hecha de que todas las cargas y corrientes se encuentran contenidas en un 
volumen compacto que es pequeño en comparación con la distancia de la fuente al obser¬ 
vador y con respecto a la longitud de onda, durante todo el tiempo de la observación, es 
equivalente a suponer que se trata de un límite “no-relativístico” de cargas que se “mue¬ 
ven lentamente”, es decir, que las velocidades de las cargas son pequeñas en comparación 
con c. Estas restricciones sobre cargas que se mueven lentamente se aplican a todo el ma¬ 
terial de este capítulo, aún cuando en la última sección se encuentran medios apropiados 
para manejar ciertas fuentes con dimensiones del orden de las longitudes de onda. 

Para obtener un desarrollo adecuado de e ‘ kR , es necesario expresarlo en función 
de r¡. Esto se logra si se escribe primero que kR =kr + k(R — r) y después se utiliza (27- 
28), con lo que se obtiene k(R — r) = £r[(l +rj) i / 2 —1 ] — kr( 1 / 2 r f —7 s r? 2 ), Si se sustituye 
todo esto en e lkR y se utiliza el desarrollo para la función exponencial e u = 1 +u + 1 / 2 u 7 , 
conservando solamente los términos de segundo orden, se obtiene 

g ik ^ — g lk> 0 r) g ikr^ lkr( v j 

1 + Mi V~h 2 )- i(kr) 2 ({v~ W) 2 ' 

— eikr {1 + 1 ikn t -1 [ ikr + (krf] ri 2 } (27-31) 

Al combinar esto con (27-30) se obtiene la aproximación 

pikR p¡kr r i i r i -.11 

— |i--(l-í^rj-f- l-/7cr-^(/cr-) 2 r) 2 | (27-32) 

Por último, si se sustituye la expresión de r¡ dada por (27-29) en (27-32) y se mantiene 
únicamente los términos hasta ( r'/r ) 2 se obtiene 

^^^{ x+{x ~ ikr A^Y[ x ~ ikr ~\ {kr A^) 2 ) (27_33) 

lo que, al sustituirse en (27-23), proporciona el desarrollo deseado para el potencial vec¬ 
torial en la forma 

A = A i +A ii + A iii (27-34) 


A,= 


A^rr 



(27-35) 



554 


Radiación 



7 i(kr — <¿t) 


J V’ 

f ¿o( r ') r ' 2dr ' 

J v 


N 


Airr 2 

^ 1 — ikr— j(/cr) 2 j e‘ 


(kr — u?í) 


477 /-' 


(27-36) 

(27-37) 


puesto que r es constante con respecto a los valores primos de integración. (Los subíndi¬ 
ces de los A son temporales y han sido elegidos solamente para indicar las potencias 
inversas de r que han aparecido en forma natural). 

Se puede observar que todos los términos son proporcionales a e ,( - kr —° jr ^ c ¡ e modo 
que representan ondas esféricas que se alejan del origen con velocidad Lo/k = c. La ampli¬ 
tud de cada onda depende de r según una relación que se vuelve más complicada con cada 
término sucesivo del desarrollo. Además, cada onda es proporcional a una integral de la 
amplitud de la corriente fuente sobre el volumen fuente, aun cuando el punto de campo 
sigue estando en la integral de (27-36), puesto que el integrando contiene su dirección 
r. Debido al uso de desarrollos de R como los que se usaron antes, es de sospechar que es¬ 
tas integrales están relacionadas con ciertos momentos multipolares de la fuente y, de 
hecho, puede observarse que (27-35) y (27-36) contienen exactamente las primeras dos 
integrales que se encontraron en (19-4) cuando se obtuvo el desarrollo multipolar del po¬ 
tencial vectorial magnetostático. De acuerdo con ello, estas integrales deben ser examina¬ 
das en mayor detalle desde este punto de vista. 

La integral de (27-35) es lo que se denominó el momento monopolar magnético 
en la sección 19-1, y en (19-5) se encontró que era siempre igual a cero. Sin embargo, eso 
era para el caso de corrientes estacionarias para las cuales la ecuación de continuidad se redu¬ 
cía a A' • J = 0, que desde luego, no es el caso aquí. Por medio de (27-24) se puede ver que la 
ecuación general de continuidad (12-13) se vuelve aquí A' J f(9p/9r)=A' J-ícop = 0, 
lo que al combinarse con (27-18) conduce a 


V'-J 0 = fcop 0 (27-38) 

y demuestra en forma explícita que las distribuciones de carga y comente no son indepen¬ 
dientes. Se encuentra ahora que, según (1-123), (J 0 • V')r' = J 0 , de manera que cuando 
se aplica (1-131) a la región fuente queda 

^ r'(J 0 -¿a') = [ J 0 + r'( V' • J 0 ) ] r/r' = 0 (27-39) 


puesto que las corrientes J 0 son iguales a cero en la superficie limitante S'. Por tanto, si 
se utiliza también (27-38), se puede observar que 


f J 0 dr' = - f r'(V'- J 0 )í/t'= — iu f dr'= - iu p 0 (27-40) 

J y J y f J y 

donde p 0 es el momento dipolar eléctrico (complejo) de la amplitud de la distribución 
de carga, según (8-22). Por lo tanto, (27-35) representa en realidad un campo electromag¬ 
nético producido por un momento dipolar eléctrico que cambia, pudiendo entonces 
cambiarse el índice de Ai para expresarlo como 
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A e d — 


r Ukr- u r> 

Airr 


(27-41) 


La integral que aparece e-n (27-36) es exactamente lo que se denominó “Den (19 7). 
Como antes, resulta de utilidad expresar el integrando como la suma de partes simétricas 
y antisimétricas dividiendo dicho integrando en dos partes iguales y sumándole y restán¬ 
dole una cantidad “adecuada.” Asi se obtiene que 


(f • rO J 0 = K (?■ r')J 0 - (* • Jo Y ] + 5 [ (í'• r') Jo + (*' JqV ] 

= i (r' X J 0 ) X r + j [ (r • r') J 0 + (f ■ J 0 )r' ] 


(27-42) 


de acuerdo con (1-30) y (1-23). Si se sustituye esto en (27-36) se encuentra que A n pue¬ 
de expresarse como la suma 


A„ = 


ju, 0 (l - ikr)e‘ (kr ~ u,) 
4 irr 2 


il; 


XJ 0 dr' 


Xr 


H 0 {\-ikr)e i(krw,) 
87 rr 2 


/ [(fT')Jo + (f-Jo)r']^' (27-43) 


Si se compara la cantidad entre corchetes del primer término de (2743) con (19-20), se 
podrá observar que es justamente el momento dipolar magnético m 0 de la distribución de 
amplitudes de corriente, de manera que se puede expresar todo este primer término como 

_ ^(l-ikr)( mpXf) 

a ^ 2 e 



La integridad restante de (2743), como se verá en seguida, abarca el momento cuadri- 
polar eléctrico, por lo que es deseable expresarla en función de la densidad de carga por 
medio de (27-38). De acuerdo con (19-11) y (1-117), se puede usar J 0 = (J 0 • A')r' y 
í = A' (f • r') para obtener una expresión del integrando del segundo término como 


{[(?T')J 0 ]-V'}r' + r'[J 0 - 


V'(í• r')] = { [(f • r')J 0 ]• V , }r' + r'{ V'- [(?• r')J 0 ]} 


-r'(í-r')(V'-J 0 ) 


que, al integrarse sobre V' y utilizar (1-131) y (27-38), la segunda integral se vuelve 
(£ r'(í•r / )(J 0 ,¿ faO — T'(r-r')(V'-J 0 )dT'=-iü)J^r'(r-r')p 0 (r')dT' ( 27 - 45 ) 

puesto que la integral de superficie se vuelve a anular como en (27-39). Sustituyendo esto 
en la segunda parte de (2743) se encuentra que 


Aeq 


//ao<o(l — ikr)e 
87 rr 2 


i(kr — ící) 


f r'(r •r')p 0 (r')¿/r' ( 27 - 46 ) 

J v• 
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de mo'do que también se puede expresar A¡¡ « A md +A eq .Se puede observar que la inte¬ 
gral de (27-46) involucra segundos momentos de la amplitud de densidad de carga y está 
en consecuencia relacionada con su momento cuadripolar eléctrico que se estudió en 
detalle por primera vez enseguida de (8-22). Se puede ya escribir este resultado de una 
manera mucho más fácil de reconocer; 

Dado que B se obtendrá por diferenciación vía B = V X A eq , se puede añadir 
una constante a la componente r de A eq sin afectarlos campos, de acuerdo con (1-104). 
Por tanto, se añade 

- f } r ' 2 rp 0 ( r ')dT' 

J v 

a la integral que aparece en (27-46), lo que la hace convertirse en 

| f [3r'(í• r')- r' 2 í]p 0 {r')dr' = }Q (27-47) 

J y- 

donde Q se define como el vector que es igual a la integral. Conviene recordar que, según 
(8-32), las componentes del tensor del momento cuadripolar para una densidad de 
carga p 0 (r') están dadas por 

Qa/s= [ {la P’ - r'\ fi )p 0 {r’)dj' = f (3r a 'r/ - r' 2 8 a/3 )p 0 {r')dT' (27-48) 

J V' J V’ 

siendo a y /3 en forma independiente las coordenadas rectangulares x, y, z. (Se utilizan 
ahora a y 0 como úndices y también se expresan las componentes de r' como rol a fin de 
evitar confusiones de notación). Se puede también expresar i en función de sus compo¬ 
nentes rectangulares (cosenos directores) como r = l x x + l y y + l z i. Se considera ahora 
la suma 


2 LQ a p=j 2 (3//:v 

= X.V.Z J y* /y = r. V. 7 


- l a r '\/¡)Po dT ' 


= f v .[ 3r fi( t ' ' r ')~ r %]po^ ,=z Qp 


donde se ha utilizado (8-27). Las componentes del vector Q están dadas por lo tanto, por 


£?/<= 2 LQap (fl = x,y,z) (27-49) 

a = x,y,z 


y puede calcularse una vez que sean conocidas las componentes del tensor del momento 
cuadripolar de p 0 y que se haya definido la dirección de r. Una vez sabiendo cómo calcu¬ 
lar Q, se pueden combinar (27-47) y (27-46) para obtener 


A e q = 


ifiow(l-f*r)Q ^ 

24 irr 2 


(27-50) 


Gomo puede inferirse al comparar(27-37) con la última integral de (19-4), el término 
Ajji que queda en el desarrollo incluye momentos de orden superior de las distribuciones 
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de carga y corriente, tales como el momento cuadripolar magnético. Puesto que ni siquiera 
para el caso estático se estudiaron éstos en detalle, no se toma aquí tampoco en conside¬ 
ración a A in , sino que simplemente se expresa el potencial vectorial como la suma 

A = A ed + A^j + A eq (27-51) 

según está dada por (27-41), (27-44) y (27-50). Resulta conveniente estudiar por separado 
los campos electromagnéticos que resultan de estos términos. Al hacerlo en las siguientes 
secciones, se encontrará que resultan campos que corresponden a ondas que se alejan y 
que poseen valores diferentes de cero para el promedio en tiempo del vector de Poynting, 
de modo que se puede decir que la fuente está “radiando”, A estos campos se les suele 
llamar radiación del dipodo eléctrico, del dipolo magnético y del cuadripolo eléctrico, 
respectivamente. En algunos otros campos de la física, en especial en física nuclear, a estos 
campos se les suele designar como las radiaciones El, Mi y E2. 


27-3 Radiación del dipolo eléctrico 

Se desea considerar el campo descrito por A ed . Resulta mejor utilizar coordenadas esféri¬ 
cas por lo que para ser específicas, se toma el momento dipolar a lo largo del eje polar 
(eje z). Así, según (1-94), se puede escribir que p 0 = p 0 z = p 0 (cos 6 i - sen 69), con le 
que (27-41) se vuelve 


A cd = - (cosOr-stnOé) (27-52) 

lo que demuestra en forma explícita que, puesto que A ed es paralelo a p 0 , solamente tie¬ 
ne componentes r y 6, siendo independiente de < p. 

La inducción magnética se encuentra a partir de (27-4) y (1-104) y resulta 


B= - 


4 m 


1 | i 
kr (kr) 2 


sen 6e ,(kr ^ } y 


(27-53) 


Al combinar esto con (27-27) se obtiene el campo eléctrico como 


E= - 


k\ 

4-1T€ n 


2 i 

(kr) 1 


2 

(kr) 3 


eos Oí 


+ 


kr 


(kr) 2 


1 

(kr) 3 



e Hkr-uí) 


(27-54) 


Estos campos son un poco complicados; ambos tienen la forma de ondas que se ale¬ 
jan a una velocidad c de la fuente situada en el origen. Las amplitudes de las diversas 
componentes dependen de r de maneras diversas. El campo eléctrico tiene componentes 
í y 6, y cada una de ellas tiene una dependencia distinta respecto del ángulo y de la dis¬ 
tancia a la fuente. Por lo tanto, E no es proporcional a i = eos 6 i -sen 66 y, en conse¬ 
cuencia, tampoco es paralelo al dipolo p 0 , aun cuando está sobre el plano definido por 
p 0 y r. Dado que B solamente tiene una componente p, las líneas de B son círculos alrede- 
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dor del eje z, es decir, alrededor del eje del dipolo. Además, Bes perpendicular al plano que 
contiene a p 0 y a E; por lo tanto, B y E son perpendiculares entre sí. [Desde luego, toda¬ 
vía se deben tomar partes reales de (27-53) y (27-54) para obtener los campos físicos]. 

Aunque estos resultados son exactos, resulta conveniente, y además es costumbre 
considerar qué pasa con ellos en dos casos límite que corresponden a si el observador se 
encuentra cerca de la fuente o muy alejado de ella, a escala de la longitud de onda. Si 
r «A, de tal forma que kr« 1, se dice que se trata de la “zona cercana”, mientras que 
si r»\ ( kr» 1) se trata de la zona “lejana” o “zona de radiación”; el caso en que kr ~ 1 
corresponde a la “zona intermedia” o “zona de inducción”, y en ella se deben utilizar las 
expresiones completas de E y B. Los dos casos extremos se consideran por separado. 


I. Zona cercana 


Dado que aquí kr « 1, se puede tomar e ikr ~ 1. Además, puesto que todos los términos 
Kr de las amplitudes aparecen en los denominadores, la potencia más alta de kr dará el 
término preponderante. Así, de (27-53) se desprende que 

E n ~ — ■ (2 eos Or + sen 9 0) (27-55) 

4 tt £ 0 r 


B ~ 

°N — 


4irr 2 


sen 6q> 


(27-56) 


Es posible expresar éstas de una manera todavía más clara si se introduce el momento di¬ 
polar, p, que está dado por 


p = p 0 e iu ‘=p 0 e '“'z 


(27-57) 


obteniéndose entonces que 


E„ = 


B, 


——- (2 eos 0? + sen 6 0) 

4t re 0 r 3 

Mpsen 0 dp^ / z/p \ 

477 r 2 dt ^ 4 nr 2 \ dt / 


Xr 


(27-58) 

(27-59) 


usando (27-24) y z X t = sen 6*P, según (1-94) y (1-92). Al comparar (27-58) con (8-50) 
se puede observar que Ejv tiene exactamente la misma forma que un campo eléctrico di¬ 
polar producido por un momento dipolar p situado en el origen. Desde luego, en este caso 
el dipolo oscila en el tiempo, pero el punto de campo se encuentra tan cerca de él que los 
efectos de retardo son despreciables y el campo eléctrico sigue al momento dipolar en el 
tiempo como si los efectos se propagasen instantáneamente. 

Si se comparan ahora (27-59) y (14-6), se observa que tiene la misma forma que 
la inducción estática producida por un elemento de corriente í ds = dp/dt. Esto con¬ 
cuerda también con la expresión del potencial vectorial, puesto que usando (27-57) y 
kr« 1, se puede expresar (27-52) como 


_ Mo ¿P 
led * 47rr dt 


(27-60) 
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que corresponde de nuevo a un elemento de corriente dp/dt, según se desprende de (16-10). 

Este resultado que enuncia que un momento dipolar oscilante es equivalente a un 
elemento de corriente es fácil de comprender si se hace referencia al caso especifico del 
prototipo de un dipolo eléctrico formado por dos cargas q iguales u opuestas separadas 
por una distancia pequeña ds'. Como se vio en (844), el momento dipolar estara dado por 
p = qds. Si las cargas varían periódicamente, se creará una corriente /' = dqjdt ente los 
extremos de ds , por lo que 


í-í*'-!'* < 27 - 6l > 

de acuerdo con Jo anterior. Esto concuerda también con la suposición original de que las 
dimensiones de la fuente son pequeñas en comparación con una longitud de onda, es decir, 
ds' «X en este caso, según lo expuesto en el párrafo que sigue a (27-30). En estas circuns¬ 
tancias, resulta apropiado suponer que la corriente í es uniforme en toda la longitud del 
dipolo. 


II. Zona de radiación 

Aquí se toma kr » 1, por lo que ya no se puede pensar que e ikr ~ 1. En este caso los 
términos predominantes en (27-54) y (27-53) son los que tienen la menor potencia de kr 
en el denominador, con lo que se pueden obtener las siguientes aproximaciones: 

(27-62) 

K 4we ( / 

B ~ — sen 9e nk,- a 0$ (27-63) 

R 4irr 

Ambos campos poseen amplitudes que varían únicamente con 1 ¡r, pero manteniendo la 
misma dependencia con respecto a sen 6. Además, cada uno de ellos es perpendicular a la 
dirección de propagación que apunta hacia el punto de campo, dada por r, y son también 
perpendiculares entre sí. En otras palabras, a distancias grandes ambos campos se vuelven 
ondas transversales. Dado que = r X 6, se puede observar que estos campos se relacionan 
enrre sí por medio de 

B* = jíXE« (27-64) 

habiéndose utilizado (27-21) y p 0 % = 1 /c 2 . Al comparar esto con (24-33), recordando 
también que se trata de una región al vacío y que r es la dirección de propagación, se 
observa que (27-64) fes exactamente la relación entre los campos característica de una 
onda plana en el espado libre. Esa relación se ilustra en la figura 27-2, que muestra los 
campos en un momento dado. 

Dado que tanto como son proporcionales al sen 6, ambos son iguales a cero 
en la dirección del dipolo p 0 y tienen su valor máximo, para una r dada, en la dirección 
perpendicular al eje del dipolo. 

Debido a la relación que existe entre E * y B r , dada por (27-64) y mostrada en la 
figura, el vector de Poynting S se encuentra dirigido radialmente hacia afuera. Se puede 
calcular su promedio con respecto al tiempo valiéndose de (24-104): 
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Figura 27-2 Campos en la zona de radiación de un dipolo eléctrico oscilante, en un instan¬ 
te dado. 


<S> = 2~ ME* XB/)= Sf = %enlei ( 27 ‘ 65 ) 

Dado que es positivo, existe un flujo de energía hacia afuera del dipolo; de ahí lo apro¬ 
piado del nombre “zona de radiación’’. Esta energía debe ser suministrada por cualquiera 
que sea la fuente que se utilice para hacer que el dipolo se mantenga oscilando con ampli¬ 
tud constante. Se observa que la magnitud es proporcional a 1 ¡r 1 , que no es sino la ya 
familiar ley del inverso del cuadrado para la intensidad de la radiación. (Esto ocurre por¬ 
que los campos individuales varían como \¡r en esta región). Se observa también que S 
varía con el ángulo según sen 2 9 ;esto se ilustra en la figura 27-3, que muestra Sen función 
de 9 para un valor dado de r. (Dado que Ses independiente de </>, la figura se puede rotar 
con respecto al eje del dipolo para obtener la superficie que representa la intensidad de 
la radiación en función de la dirección de propagación). Por último, se observa que S 



Figura 27-3 Magnitud del vector de Poynting como función del ángulo, para la radiación 
del dipolo eléctrico. 
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es proporcional al cuadrado absoluto del momento dipolar y a la cuarta potencia de la fre¬ 
cuencia; por lo tanto, manteniendo todo lo demás igual, resulta tanto más fácil radiar energía 
cuanto mayor es la frecuencia. 

Si se integra (27-65) sobre una esfera de radio r, se encuentra la rapidez total a la 
que el dipolo irradia energía, es decir, la potencia (í?- Utilizando (27-65) junto con (1 -100), 
se obtiene 


^ =/<S> da= jf Sr 2 sen0d9d<p= (27-66) 

Se han calculado estos resultados utilizando los valores aproximados de los campos 
en la zona de radiación. Sin embargo, desde el punto de vista físico resulta evidente que 
no pueden dejar de existir contribuciones a <S> de los términos que decaen con potencias 
más altas de r, puesto que si existen en las zonas cercana o intermedia tendrían que estar 
presentes también en esta zona alejada de la fuente porque no existe materia en la región 
de en medio que pudiera absorber estas contribuciones. Esto se puede comprobar también 
en forma directa. Si se utilizan las expresiones completas (27-53) y (27-54) para calcular 
E X B* y se omiten las diversas constantes, se encuentra que 


ExB*- 


(krf (kr f J 


sen 


'9i- 


1 + ' 


L (krf (krf J 


sen 


290 


(27-67) 


Dado que únicamente la parte real de E X B* contribuye al promedio temporal del flujo 
de energía, se puede ver que Re (E X B*) ~ sen 2 6 if {kr ) 2 , que solamente incluye los 
términos en l/kr de los campos, es decir, únicamente la contribución de la zona de radia¬ 
ción. El resto de los términos de (27-67) son imaginarios. Las otras componentes de los 
campos físicos sí contribuyen al valor instantáneo de S, pero dan como resultado partes 
que fluyen en forma alternada hacia la fuente y alejándose de la fuente, así como en la di¬ 
rección 9, y que en promedio son iguales a cero. 

Como se hizo notar antes, la energía que aparece como radiación debe ser suminis¬ 
trada por la fuente externa que hace que el dipolo oscile. Por lo tanto, desde el punto de 
vista de esta fuente externa, el dipolo actúa como un elemento disipador muy a la manera 
en que una resistencia disipa en calor la energía electromagnética, como se vio en la sección 
12-4. Resulta conveniente describir un sistema radiante en función de una resistencia equi¬ 
valente o “resistencia de radiación En el ejercicio 12-13 se vio que la rapidez total a la 
que se produce calor en un resistor '31 es ‘31/ 2 . Si ahora la corriente oscila con el tiempo, 
esto se vuelve «3l|/ 0 ¡ 2 cos 2 (o >t + ¡?), y al calcular su promedio con respecto al tiempo 
se encuentra, por medio de (24-102), que el promedio temporal de la rapidez de disipa¬ 
ción de energía es *3* = { «31 | / 0 | 2 = < 3íl^ ns , en función de la magnitud de la corriente 
pico, |/ 0 |, o de su valor “raíz cuadrático medio”, J rm¡¡ . Por lo tanto, la resistencia se pue¬ 
de expresar en función de la pérdida de potencia como 


«31 = 


2«3> 

l/ol 2 



(27-68) 


Para poder aplicar estas ideas a un dipolo eléctrico radiante, se suele utilizar el mo¬ 
delo prototipo de dos cargas separadas por una distanciaos'. Al combinar (27-57) y (27-61) 
se encuentra que íds = I 0 e~ iul t ds = -¡cop Q e' ÍQJ f , de manera que |P 0 \ ¿ = | I Q \ 2 (ds’ f / cu 2 , 
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Al sustituir esta equivalencia en (27-66) y utilizar (27-68) para definir la resistencia de 
radiación, se encuentra que en este caso está dada por 




H 0 u 2 (ds') 2 

6itc 



(27-69) 


según (27-21) y (24-95). [El valor del factor numérico en (27-69) es de 790 ohms]. La re¬ 
sistencia de radiación puede que de (27-68) se desprende que cuanto más grande sea el 
valor de^R.mayor será la potencia radiada para una corriente pico dada. (Sin embargo, debe 
recordarse que se ha supuesto que ds «A). 


Ejemplo 

Carga puntual acelerada. De (8-19) y del ejercicio 8-2 se sabe que una carga puntual aisla¬ 
da posee un momento dipolar con respecto a un origen arbitrario, que está dado por 
p = qr . Si la posición de la carga oscila en el tiempo, se tendrá que r' = r 0 e~ loJt . Para uti¬ 
lizar los resultados anteriores, supóngase que la carga se encuentra sobre el eje z, de modo 
que p = qz = qz 0 e~~ iu>t = p 0 <?'~* OJ f . Resulta más conveniénte en este caso manejar canti¬ 
dades instantáneas en lugar de promedios con respecto al tpmpo. Tanto (27-62) como 
(27-63) son proporcionales a cü 2 p 0 , lo que puede expresarse de otra manera. La acelera¬ 
ción de la carga es a - d 2 z’ ¡dí 2 = - c o 2 z', de modo que se puede escribir p=—(qa/L 0 2 ). 

Ahora p 0 e l( ' kr =p u e ~ ,CJ ' f ~ ' = [/>] = — ( q/co 2 ) [a ], donde tanto [p] como [a] 

representan estas cantidades evaluadas en el tiempo retardado. Al hacer estas sustituciones 
en (27-62) y (27-64) y después de utilizar (27-21), se encuentra que puede escribirse 


q[a\%tn8é _ fl[a]sen#<p 

- - a R -- — 

4 -rrcgc r 4 ire^c r 


(27-70) 


de manera que el vector de Poynting instantáneo S = (E R X B R ) /jU Q es 

S = 7 2 [ g ] 2 sen 
I67 T 2 e f¡ c 3 r 2 


(27-71) 


Integrando esto sobre una esfera de radio r como en (27-66), se encuentra que la rapidez 
instantánea total de radiación debida a esta carga acelerada es 


sp _ £ 2 [ q ] 2 
^ instan , ^ 

vírele 


(27-72) 


Aunque estos resultados se obtuvieron para el caso especial de una carga que oscila 
armónicamente, su forma final ya no incluye explícitamente esta suposición y, de hecho, 
se puede demostrar que son correctos para una carga puntual que se mueve lentamente, 
pero cuyo movimiento es arbitrario en los demás aspectos. La expresión (27-72) se en¬ 
cuentra muy frecuentemente y muestra en forma muy clara que una carga en movimiento 
no radiará a menos que posea una aceleración, calculándose por medio de (27-72) la rapi¬ 
dez instantánea total a la que lo hace. 

27-4 Radiación del dipolo magnético 

Supóngase que el momento del dipolo magnético se encuentra a lo largo del eje z, de mo¬ 
do que m () = m„z Entonces puede expresarse (27-44) como 
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A md = ~ L j(\-ikr)e i(kr -“‘héhOv (27-73) 

477T z 

por medio de (1-94) y (1-92). 'Se puede proceder ahora de exactamente la misma manera 
que antes, para encontrar los campos a partir de (27-4) y (27-27); los resultados son 


k 2 m 0 

Aírele 2 


2 i 

. {krf 


2 

{krf . 


eos ¿Ir 


+ 



{krf 


v Pok 2 o)m 0 




e ¡(kr-ut) 


{krf J 


sen0e ,( * r ~“9$ 


(27-74) 

(27-75) 


Si se comparan éstos ahora con los campos del dipolo eléctrico (27-53) y (27-54), se puede 
observar que la dependencia con respecto a r y 0 es la misma en ambos casos, pero que el 
campo eléctrico y la inducción magnética se han “intercambiado” en cierto sentido. La 
relación que existe entre los vectores de campo es 

B md = ~~ E ed E md = — ~ B d (27-76) 

cy o Po 

Puesto de otra manera, los campos de una clase se transformarán en los de la otra si se 
hacen los remplazos 


m n E 

Po^-f E—>cB B—>- (27-77) 

E C 

[En los últimos dos remplazos se puede reconocer un ejemplo de la propiedad de dualidad 
de los campos electromagnéticos, que se encontró en el ejercicio 21-11, puesto que corres¬ 
ponden a (21-77) con a = -90° y C= 1. Dado que (21-27) se derivó para una región libre 
de fuentes, no fue posible predecir el remplazo adecuado para p () ]. 

Las líneas de E dadas por (27-75) son círculos alrededor del eje polar que correspon¬ 
de a la dirección de m 0 , por lo que E es perpendicular al plano que contiene a B y a m 0 . 

En la zona de radiación los campos vuelven a ser transversales a la dirección de la 
propagación y son 




k 2 m n „ ... 

-11- sen 0e' (kr - "°0 

4t re 0 c 2 r 


(27-78) 


E* = 


j u 0 kum 0 
Airr 


sen0e' ( * r ““'><p 


(27-79) 


Estas también satisfacen (27-64) que es compatible con (27-77) porque se vuelve —E^/c 
= iX B/>, y esto conduce de nuevo a (27-64) si se utilizan (1-30) y í • Br =0. La relación en¬ 
tre estos campos se muestra para un tiempo en particular en la figura 274. Cuando se 
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Figura 27-4 Campos en la zona de radiación de un dipolo magnético oscilante, en un 
instante dado. 


compara esta figura con la figura 27-2 se observa que la primera corresponde a una rotación 
de -90° con respecto a la dirección r, como está implicado en (27-77). 

El vector de Poynting promedio en tiempo y el flujo total de potencia radiada se 
pueden calcular fácilmente a partir de (27-78) y (27-79), resultando que 


<S> = Sí= 


Ho<o 4 [”i 0 l 2 

’UtrVr 2 


sen 




(27-80) 


9 - (27-81) 

127TC 3 

lo que pudo haberse obtenido igualmente bien a partir de (27-65) y (27-66) al hacer el 
remplazo de p 0 por m 0 /c. Por lo tanto, la radiación del dipolo magnético y al del dipolo 
eléctrico son parecidas en cuanto a que tienen la misma proporcionalidad con la cuarta 
potencia de la frecuencia. Tienen también la misma dependencia angular dada por sen 2 6, 
de manera que la figura 27-3 se aplica a este caso también (remplazando p 0 por m 0 ). 


Ejemplo 

Espira de corriente. Para poder tener un caso específico, considérese el prototipo de un 
dipolo magnético, es decir, la pequeña espira de corriente, circular y de radio a, cuyo 
momento dipolar es na 2 l, según se vio en (19-27). Si a «X se puede pensar que / tiene 
el mismo valor en todos los puntos de la espira, y si ¡ 0 es su valor pico, se tiene que 
m 0 =] .T a 2 I 0 . Al sustituir esto en (27-81) y utilizar (27-68) se encuentra que la resistencia 
de radiación es 


^tnd = 


4 4 

77/ÍqíJ a 

6 c 3 



(27-82) 



Radiación del cuadripolo eléctrico lineal 


565 


(El valor del factor numérico es 3.08 X 10 5 ohms). Al comparar esto con (27-69) se obser¬ 
va que existe una diferencia en lo que se refiere a la dependencia con respecto a la frecuen¬ 
cia de la resistencia de radiación en cada uno de los dos modelos de dipolos, puesto que 
R ed ~ oj 2 mientras que R md ' v co 4 . 

27-5 Radiación del cuadripolo eléctrico lineal 

El potencial vectorial adecuado está dado por (27-50). Dado que la situación en la zona 
de radiación ( kr » 1) es la de mayor interés, se ataca ésta directamente, aproximando 
( 27-50) por medio de 


^■eqR 


24n cr 


( 27 - 83 ) 


donde se debe recordar que Q es una función de la dirección de propagación dada por í. 

Puesto que existe un inmenso número de posibilidades para Q^ y, por lo tanto, pa¬ 
ra Q, se considera únicamente un ejemplo simple pero importante de radiación del cuadri¬ 
polo eléctrico— la que resulta de un cuadripolo lineal. 

Ya antes se vio que si una distribución de carga posee simetría axial (rotacional) con 
respecto al eje z, entonces solamente existe una componente independiente del tensor del 
momento cuadripolar, y que los únicos valores de Q a p que no se anulan están dados por 
(8-39) como 


QJ=Qo Q, x a = Qy/=-ÍQo ( 27 - 84 ) 

donde se ha usado Q 0 en lugar de la anterior 0 a para guardar consistencia de notación 
en este capítulo. Un prototipo convencional para un caso como éste es la distribución 
de cargas puntuales de la figura 8-5 b, que se repite en la figura 27-5. La carga 2 q está 
situada en el origen mientras que las dos cargas -q están sobre el eje z, cada una de ellas 
a una distancia a del origen. Se puede encontrar muy fácilmente a partir de la forma de 
carga puntual (2748) dada en (8-26) que si q = q 0 e~ iüJt , entonces en este caso 

Q 0 =-4q 0 a 2 ( 27 - 85 ) 

de acuerdo con el ejercicio 8-6. Si bien los resultados de esta sección son aplicables a la 
distribución de cargas de la figura 27-5, en realidad no están restringidos a ella, sino que 
se pueden utilizar para cualquier distribución de cargas axialmente simétricas descritas por 
(27-84). Sin embargo, resulta interesante observar que las cargas de la figura 27-5 no 
tienen un momento dipolar eléctrico ni tampoco pueden tener un momento dipolar mag¬ 
nético. Por lo tanto, la radiación de orden más bajo que pueden producir será la radiación 
del cuadripolo eléctrico. 

Al combinar (27-84) y (2749), se encuentran las componentes de Q que son 
Q [3 = pQffl, de manera que Q x =-'AQ 0 l x , Q y = -% Q 0 l y y Q z = Q 0 l z , y por lo tanto 


Q = 0o(-í4*-i/ > ,y+4z) 

^ i 00 [ (3 COS 2 0 — 1 )r — | sen 2é> 0 ] 


( 27 - 86 ) 
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Figura 27-5 Distribución de cargas prototipo de un cuadripolo eléctrico lineal. 


donde se han utilizado (1-93) y (1-94) para expresar Q en coordenadas esféricas. Al sus¬ 
tituir esto en (27-83) se obtiene el potencial vectorial en la zona de radiación para el cua- 
dripolo lineal: 


A a = — 

^eq R 


Mo w 2 Qo e 


i(kr — u>t ) r- 


48 ver 


(3cos 2 9— l)r — ^rsenlOÓ 


(27-87) 


Se pueden ya encontrar los campos en la forma usual a partir de (27-4) y (27-27), 
manteniendo únicamente los términos más grandes, que son ~ 1 ¡r debido a que se está 
estudiando la zona de radiación, en la que kr» 1. Estos resultados son 


B*- nL —- < ~-°sen20e‘ i,:r (27-88) 

32irc z r 

E = l H“> Qn sen 29e' tkr ~' ut) Q (27-89) 

327 rcr 

los que, de nuevo, son transversales a la dirección de propagación, se encuentran relacio¬ 
nados entre sí por (27-64) y están descritos por una figura similar a la 27-2. 

El promedio temporal del vector de Poynting resulta ser 

<S> = ¿ Re(E* X B r *) = § f = ^|^sen 2 20f (27-90) 

-¿Mo 20487 t c r 

que es proporcional a la sexta potencia de la frecuencia. La independencia angular de Sestí 
dada por sen 2 20 = 4 sen 3 6 eos 3 9 y se ilustra en. la figura 27-6. El valor de §es igual a cero 
en 9 = 0°, 90“ y 180° y tiene máximas en 9 — 45° y 135 u . 

Al integrar (27-90) sobre una esfera de radio r. se encuentra que la potencia radiada 
total es 


9 = 


¿«XI Sol 2 


96077C 3 


(27-91) 
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Figura 27-6 Magnitud del vector de Poyting como función del ángulo, para la radiación 
del cuadripolo eléctrico lineal. 



27-6 Antenas 


Hasta ahora se ha supuesto que las dimensiones del sistema radiante han sido pequeñas, 
comparadas con una longitud de onda en el espacio libre, con el fin de poder tomara la 
corriente como uniforme en el sistema de estos modelos simples. En los casos prácticos, es 
más conveniente utilizar radiadores cuyas dimensiones sean comparables a una longitud 
de onda; a un sistema tal se le suele llamar antena. En este caso la distribución de corriente 
no es uniforme en toda la longitud y esto debe tomarse en consideración. Aunque el dise¬ 
ño de antenas es un arte en si mismo, se pueden ilustrar los principios generales por medio 
de unos cuantos ejemplos. 

La figura 27-7 muestra la situación básica. Se tiene un conductor recto de longitud 
21 a lo largo del eje s. Se produce y mantiene una corriente oscilante en este conductor, 
generalmente por medio de conexiones desde su centro a una fuente de potencia externa. 
Se desean encontrar los campos en un punto P de coordenadas r y 9 ; se supone que P se en¬ 
cuentra lo suficientemente lejos, de modo que sólo se necesita manejar la zona de radia¬ 
ción. Dado que en (27-61) se encontró que un dipolo oscilante es equivalente a un elemen¬ 
to de corrientes, es natural visualizar la antena como una serie de elementos de corriente 
P{z')dz' . Cada uno de los elementos de corriente produce un campo eléctrico dE, y el 
campo eléctrico total en P será la suma de todos éstos, gracias a la propiedad de super¬ 
posición de los campos electromagnéticos. En otras palabras, se trata de un fenómeno de 
interferencia. 

Justo después de (27-68) se encontró la equivalencia ~iu>p 0 =I 0 ds\ de tal forma 
que en esta situación se hace el remplazo p 0 = (z'/co) / (z')dz' en (27-62), y, utilizando 
(27-21), se obtiene 



(27-92) 
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Figura 27-7 Cálculo del campo de radiación de una antena lineal. 


donde 


r' = (r 2 4- z ' 2 — 2 rz' eos 9)' /2 (27-93) 

y 0 , es el vector unitario perpendicular a r 1 . El campo eléctrico total en el punto de campo 
se obtiene al integrar (27-92) sobre toda la antena. 

Ya se ha supuesto que r»X. Ahora se debe suponer también que la longitud total 
21 « r, de manera que |z'| « r. En estas cirucunstancias, se puede aproximar r, por 
medio de 


r’^r — z'cos# 


(27-94) 


La amplitud de dE ~ 1// y no se cometerá un gran error si se toma aquí simplemente que 
r «5 r ; sin embargo, no es posible hacer esto en e ikr porque aun los pequeños cambios 
en r pueden producir grandes variaciones en el exponente. Por último, se pueden des¬ 
preciar las diferencias entre todos los 0' y 0 así como entre los 9' y 6, de manera que, de 
hecho, se está suponiendo que todas las contribuciones al E total son paralelas entre sí. 
Después de hacer todo esto se llega a una expresión final para el campo eléctrico total, 
que resulta 


E= - 


ifi 0 ü}sen9e i ^ r ~ w,) é 

47 ir 



- ,kz ' cme r{ z ')dz' 


(27-95) 


Una vez encontrado E se puede evaluar B= (í X E)/c según (27-64) para estos campos en 
la zona de radiación. 

No se puede seguir adelante en tanto no se tenga una distribución de amplitudes de 
corriente definida,/’ (z’) a lo largo de la antena. 
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Figura 27-8 Distribución supuesta de amplitudes de corriente para una antena de media 
onda. 

Ejemplo 

Antena de media onda. Resulta claro que la corriente i' debe ser igual a cero en los ex¬ 
tremos z ~ ± 1 de la antena, es decir, que los extremos son nodos de comente. Puesto de 
esta manera, el problema recuerda hasta cierto punto el de las condiciones de frontera para 
una cuerda atada rígidamente por ambos extremos. Se podría pensar entonces que si 
existe ya una excitación adecuada, es posible obtener distribuciones de corriente análogas 
al modo de oscilación de una cuerda que vibra. Recuérdese que la forma más simple es la 
que presenta un antinodo de desplazamiento en el centro;en ese caso, la longitud total de 
la cuerda es igual a la mitad de una longitud de onda de la oscilación. Por analogía, se 
supone una situación similar en este caso. Por lo tanto, 21 = V 2 A, de manera que l = V 4 A, 
pudiéndose entonces expresar la distribución de amplitudes de corriente como 

/'O') = / 0 cos(^j) = 4 eos ( ^ ) = / O cos kz' (27-96) 

Esta distribución se ilustra en la figura 27-8. Los límites de integración en (27-95) son en¬ 
tonces + % A = ± 7r /2 k. A este tipo de antena se le denomina antena de media onda. 
Puede realizarse utilizando un conductor de longitud igual a media longitud de onda y 
que se excita en su centro; o también se puede excitar por su extremo inferior si tiene una 
longitud de un cuarto de longitud de onda y es perpendicular a un gran plano conductor, 
tal como la Tierra o una gran placa de metal. En este último caso, las comentes imagen en 
el plano proporcionan la otra mitad de la antena. En la práctica resulta que la existencia 
de radiación produce una distribución de corriente diferente a la muy simple que se supu¬ 
so en (27-26). Sin embargo, el efecto es pequeño, por lo que no se le da aquí mayor 
consideración. 

Si se toma como la integral de (27-95) y se sustituye (27-26) en ella, introduciendo la 
variable sin dimensiones u =kz y usando (24-22), se encuentra que 
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5 =/ 0 [” /2k e ~ ikz ' cos 9 eoskz'dz' 

J — n/2k 

= [*n e -iu °os0 cosudu= J[o r-n/2 r e ,„(,-co S ») + e -¿ U (l+cos#)l ííu 

k J-„/2 2kJ_„ /2 l 

¡ o r sen^7r(l — eos#)] sen [}7r( 1 + cos0)] \ 
k | 1 — cos 9 + 1 + cos 9 j 

leí 

= -cos (\tt cos 9 ) (27-97) 

cosen 2 # U ’ 

Al sustituir esto en (27-95) se obtiene 

E= - I £^co S (i*costf)*«*'->rf (27-98) 

que, curiosamente, tiene una amplitud que es independientemente de la frecuencia. De 
(27-97) se observa que esto ocurrió porque la integración introdujo un factor 1/co que 
canceló la co de (27-95). Dado que ningún elemento de la antena irradia alo largo de su eje, 
es decir, para 9 = 0 ó n, debe esperarse que E desaparezca también a estos ángulos. La de¬ 
pendencia angular que se encontró en (27-98) se vuelve indeterminada en estos valores de 
9, pero puede comprobarse muy fácilmente por medio de la regla de LHopital que 
E^-0 a medida que 9~* U ó u. 

El flujo de potencia está dado por 


<S>= 2^ Re(EXB ’ ) = 


1E1 2 

2po c 


877- 2 r 2 sen 2 ^ ' 


- 7r cos 9 Ir 


(27-99) 


La distribución angular dada por eos 2 (% n cos 9)¡ sen 2 6 se muestra con una línea llena 
en la figura 27-9. La curva punteada muestra la distribución sen 2 9 característica de un 
solo dipolo. Las dos son cualitativamente similares, aunque se puede apreciar que la antena 
tiende a radiar más predominantemente en el plano horizontal. 

La potencia radiada total es 



Figura 27-9 Patrón de radiación de una antena de media onda (línea llena) comparado 
con el de un solo dipolo (línea punteada). 



Antenas 


571 


<S>-¿a = 


Fqc\I 0 \ 2 

8tt 2 


rlir /■* COS 2 IT eos 8} 

Jo Jo sen 2 0 


sení d9d<p 


(27-100) 


La integración con respecto a íp da 2 jt . La integral con respecto a 8 no puede ser expre¬ 
sada en términos de las funciones elementales, pero se puede poner en la forma de fun¬ 
ciones tabuladas si se define una nueva variable, v, por medio de|- 7 r eos 9 de 

manera que v - jt (1 — eos 9 ). La integral se vuelve entonces 


{.„ cos 2 (' ! TTCQ s8)dO = p„ sen 2 (+o)db = „ p„ (i-cosu)<fo 
J 0 sen 8 tt J 0 sen 2 # 2 J 0 v(2n — v) 

_JT f 2r 0-cosv)dv | p v (1 -cost >)dv 
4 [ Jq v J 0 2 tt — v 


Si se hace el cambio de variable w = 2 rr - v en la segunda integral, se puede ver que es 
igual a la primera, de modo que (27-101) queda 


1 jT 2g í 1 _ 1(2.438) 


como se puede encontrar en las tablas. 1 Al combinar todo esto resulta que (27-100) es 


_ 2.438/x 0 c|/ 0 | 2 
8t t 


(27-102) 


La resistencia de radiación, encontrada a partir de (27-68), es ‘¡Si = 2A3^fí o c/4ir=0A94Z o = 
73.1 ohms. 


La dependencia angular de la potencia radiada, que se muestra en la figura 27-9 no 
incluye al ángulo azimutal i p; así, por ejemplo, la antena irradia igualmente en todas las 
direcciones horizontales. Muy a menudo resulta posible mejorar la radiación en una 
dirección dada por medio de los efectos de interferencia obtenidos al usar más de una an¬ 
tena. Tales combinaciones de antenas reciben el nombre arreglos de antenas. Resulta sim¬ 
ple describir los principios generales de esto, pero puede ser muy difícil aplicarlos en 
detalle. 

Supóngase que se tiene un número n de antenas de media onda con sus ejes paralelos 
a la dirección z. El campo eléctrico producido por cualquiera de ellas en un punto de cam¬ 
po, P, muy lejano a la antena puede tomarse como el dado por (27-98). Entonces el 
campo eléctrico total producido por el conjunto será una suma de términos de esta forma, 
es decir, que se tendrá 


ÍPqC 
2t t 


2 

7=1 


'O/' 


fj sen Q. 


eos ( {ir eos 6j)e i(kr > wf ) 0, 


(27-103) 


*M. Abramowitz e I. A. Stegun, Eds., Handbook of Mathematical Functions, Dover, Nueva York, 
1965, pág. 231 y siguientes. 
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donde, como en la figura 27-7, r- es la distancia de la antena/ a/ 5 , y 9 j son el ángulo y 
el vector unitario correspondientes y / 0y la corriente pico de la distribución (compleja) 
de corrientes. Se toma entonces un origen conveniente, por lo general cerca del conjunto 
de antenas, de modo que las coordenadas esfe'ricas de P sean r, 0 y v? con respecto a él. 
Resulta entonces posible expresar r y y 6f en función de r, 6, y la posición de la antena 
/ con respecto al origen, muy a la manera de lo que se hizo para obtener (27-93). Si el 
arreglo es lo suficientemente compacto para que sus dimensiones sean pequeñas en com¬ 
paración con r, entonces se puede remplazar r- por r en el denominador de la amplitud y 
suponer que cada uno de los 9 j son iguales al 0 de P, de manera que (27-103) se puede 
expresar como 


E~ 


nkf 

2irr 


e '< h '-^>0 ¿ 
y-i 


sen#. 


eos 


(577eos 0 ^e‘ k( - r j r) 


(27-104) 


Nótese la aparición del término e lk ^ r ¡ ~ '* en la suma; este factor es muy importante en el 
resultado final porque, aunque r¡ - r sea pequeño en valor absoluto, k(r- — r) puede tener 
variaciones grandes, de modo que cada uno de los términos exponenciales puede tener 
un valor muy diferente. Las fases relativas de las distribuciones de corriente de las an¬ 
tenas están contenidas en los términos de amplitud 1 0¡ porque éstos pueden escribirse 
como \I 0¡ \ e'V;, como se hizo, de manera similar, en (27-19). 

En (27-104) se aprecia que aun para este caso especial existe un gran número de posibili¬ 
dades. Se puede elegir libremente el número n de antenas en el arreglo, las magnitudes 
relativas y las lases de sus corrientes (\¡ fy¡ I y i pj), y las localizaciones relativas y los espacia- 
mientos entre antenas (que aparecen en las expresiones para r- y 0 ■). Debido a la gran 
variedad de posibilidades especificas, no se consideran aquí los arreglos de antenas en ma¬ 
yor detalle, pero sí se estudian algunos casos específicos en los ejercicios. 

Hasta ahora sólo se han considerado antenas en calidad de fuentes radiantes. Sin 
embargo, como sabe cualquier persona que posea un aparato de radio o de televisión, las 
antenas también se utilizan para captar las ondas electromagnéticas. (Se consideró breve¬ 
mente este aspecto en el ejercicio 24-5, en el que se calculó la fem inducida por una onda 
plana en una pequeña espira circular.) La pregunta natural es cómo se relacionan las pro¬ 
piedades receptoras de una antena con sus propiedades radiantes, si es que en efecto, 
existe alguna relación entre ellas. La respuesta a esta cuestión se da como último tema de 
este capítulo. 


Ejemplo 


Un teorema de reciprocidad. Considérense dos longitudes, ds x y ds 2 , de dos cables con¬ 
ductores distintos como se ilustra en la figura 27-10. Supóngase que el primero tiene una 
comente oscilante, 1; se desea encontrar la fem ¡i producida en el otro. Si se supone que 
los cables están lejos entre sí, el campo eléctrico producido por el elemento Ids-¡ se puede 
calcular según (27-92), pero resulta más conveniente escribir esa expresión en una forma 
más general. Antes que nada, se retiran las primas y se remplaza / (z' )dz' por Ids , segun¬ 
do, (27-92) implica la suposición de que el dipolo está orientado a lo largo del eje z, de 
manera que se tiene Id$ l - Ids\ z. Se escribe ahora 6 = (p X i = [ (z X r)/ sen 9] X r por 
medio de (1-92) y (1-94), de modo que Tds, sen 9 6 =/(ds 1 X i) X i. El campo eléctrico 
d E producido por el elemento de corriente /<7s, en ds 2 puede entonces escribirse como 


4E= — 


4wr 


(ds { Xr)Xí 


(27-105) 
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donde [/] es la corriente evaluada en el tiempo retardado. Las componentes tangenciales 
de este campo eléctrico son continuas a través de la superficie del cable, según (21-26), 
de manera que la fem inducida en ds 2 dada por (17-7) es 

d& = dEds 2= - ^ [(dsiXf)X r]-d&2 

^-^Jp-KtXds.yiTXd^)] (27-106) 

según (1-29) y (1-23). Este resultado es completamente simétrico respecto adsj y y 
no se altera si el signo de r cambia. Esto quiere decir que si el elemento ds 2 condujera una 
corriente /, exactamente la misma fem se induciría en el elemento dsj. Un resultado de 
este tipo recibe el nombre de teorema de reciprocidad. 

Lo que se entiende de (27-106) es que el valor de la fem inducida o “señal recibi¬ 
da” no depende de si el elemento ds se está utilizando como emisor o como receptor. 
Cuando se aplica a toda la antena, el teorema de reciprocidad demuestra que las caracte¬ 
rísticas de la antena, tales como la dependencia angular, son las mismas ya sea que la 
antena emita o capte radiación. Por ejemplo, dado que una antena de media onda no 
radía en la dirección de su eje (6 = 0), como se vio en (27-98), una onda electromagné¬ 
tica que viaje paralelamente a su eje no inducirá fem alguna en ella tampoco. Resulta 
claro en este caso especial esto es cierto, puesto que el campo eléctrico incidente es 
transversal a la dirección de propagación y será entonces normal al conductor que forma 
la antena. Por tanto, el campo eléctrico no tendrá componentes tangenciales a lo largo de 
la antena y no puede producir una fem inducida. 

Ejercicios 

27-1 Un cable recto infinitamente largo y muy delgado coincide con el eje z. No llega 
corriente para t < 0. En t - 0, se aplica una corriente I sobre toda la longitud del cable y 
se mantiene a este valor constante durante todo el tiempo que sigue. Para un punto a una 
distancia p del cable encontrar A, B, E y S para todo tiempo. Demostrar que ios resulta¬ 
dos obtenidos se reducen a valores sensibles a medida que t -> °° (CLave- recordar la 
sección 16^1). 

27-2 Un sistema de cargas y corrientes ocupa un volumen fijo y finito V. Demostrar 
que en general. 



dp 

dt 


donde p es el momento dipolar eléctrico total de la distribución. 

27-3 Encontrar la magnitud del campo eléctrico en un punto sobre el plano ecuatorial 
situado a 10 kilómetros de un dipolo eléctrico que radía un kilowatt. 

27-4 Encontrar la fracción de la energía radiada por un dipolo eléctrico, que se encuentra 
dentro de los + 10“ del plano ecuatorial. 

27-5 Suponer que p 0 es real y encontrar los campos físicos generales E y B para un 
dipolo eléctrico a partir de (27-53) y (27-54). Encontrar entonces S y demostrar que tie¬ 
ne componentes oscilatorias a lo largo de r y fl. Por último, demostrar que la expresión 
obtenida para S se reduce correctamente a (27-65). 



r 



Figura 27-10 Cálculo de un teorema de reciprocidad. 
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27-6 Demostrar que los campos en la zona de radiación debidos a una dipolo eléctrico 
pueden expresarse en la forma 


4 w 


<* 2 


Xf Xr 


B„ = 


Mo 


4wcr 


¿í 2 


Xf 


donde la cantidad entre corchetes se evalúa en el tiempo retardado. 

27-7 Demostrar que los campos en la zona de radiación de un dipolo eléctrico pueden 
expresarse en la forma 




4flT 


di' 

dt 


(ds'Xí)Xf B/¡ = 


Mo 


4'jrcr 


di' 

di 


ds'Xi 


donde la derivada de la corriente se evalúa en el tiempo retardado. 

27-8 Demostrar que el dipolo magnético produce campos en la zona de radiación que 
pueden expresarse en la forma 


E« = 


/¿o 

4 trcr 


d 2 m 
dt 2 


Xr 




47rc 2 r 


d 2 m 
dt 2 



Xf 


donde [a? 2 m/dt 2 ] se evalúa en el tiempo retardado. 

27-9 Demostrar que todos los campos en la zona de radiación, ya sea que se deban a un 
dipolo eléctrico, a un dipolo magnético o a un cuadripolo eléctrico lineal se pueden 
expresar en función del potencial vectorial corespondiente como 


d\ 

dt 


Xf Xf 




d\ 

dt 


Xf 


donde [dA/dr] se evalúa en el tiempo retardado. 

27-10 Encontrar E y B en la zona cercana para el cuadripolo eléctrico lineal y comparar 
el resultado con (8-55). 

27-11 Demostrar que los campos de radiación de una carga puntual que se mueve lenta¬ 
mente pueden expresarse en función del valor retardado, [a], de la aceleración como 

E _ <? {[ * ]xfjxf B _ <?[a]Xf 

4 tTe 0 c 2 r R 47 ? e 0 c 3 r 

27-12 Un método aproximado utilizado con mucha frecuencia para derivar los campos en 
la zona de radiación de un cuadripolo eléctrico lineal se basa en el modelo que se ilustra 
en la figura 27-5. Esta se puede interpretar como dos dipolos dirigidos opuestamente y 
de amplitud? q 0 a, y situados en z = ± x ha respectivamente, pudiéndose expresar el campo 
eléctrico total E R como una superposición de campos obtenidos a partir de (27-62). Llé¬ 
vese a cabo tal superposición y, por medio de la aproximación a « r, demostrar que el 
resultado de primer orden da (27-89). 

27-13 Un modelo simple para calcularlos campos en la zona de radiación de un cuadripolo 
magnético se puede desarrollar por analogía con el ejercicio anterior. Considerar dos dipo¬ 
los magnéticos de momentos dipolares iguales ± m 0 i situados en z = ± í>; el momento 
dipolar magnético total de este sistema es igual a cero. Una situación tal se puede lograr 
con dos pequeñas espiras de corriente, cada una de ellas paralela al plano xy, y con co¬ 
rrientes en sentidos opuestos. La inducción total, B R , se puede así expresar como una 
superposición de campos obtenidos a partir de (27-78). Efectuar tal superposición y, por 
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medio de la aproximación b « r, encontrar los campos (y de ahí E K ) como resul¬ 
tado de primer orden. 

27-14 Una antena cuya longitud total es 21 = A recibe el nombre de antena de onda 
completa. Demostrar que dos posibles distribuciones de corriente que son consistentes 
con esto son /' “ 7 0 sen Kz e /' - ¿ 0 sen k Iz'l. Demostrar que son consistentes con el 
modelo de una antena de onda completa como equivalente a dos antenas de media onda, 
colineales y espaciadas por una distancia equivalente a media longitud de onda, y exci¬ 
tadas con fases relativas tí y 0 respectivamente. Encontrar E y <S> para el primer caso y 
demostrar así que la distribución angular es proporcional a [sen (7r eos ü)/sen O] 2 . Hacer 
un bosquejo de esta distribución angular. 

27-15 Dos antenas de media onda están en el plano yz. Son paralelas al eje z y sus centros 
están sobre el eje y en y — a y y ——a. Suponer que a « r y encontrar el campo eléctrico 
resultante en el plano xy. Suponer que las corrientes tienen amplitudes iguales. Suponer 
ahora que se encuentran situadas a una distancia de media longitud de onda una de la otra 
y considerar los dos casos en que sus corrientes (1) están en fase y (2) tienen una diferen¬ 
cia de fase de tt. Bosquejar la magnitud del campo eléctrico en función de <p para estos dos 
útlimos casos. 

27-16 Si la fuente tiene momento dipolar eléctrico y momento dipolar magnético, el 
campo eléctrico total en la zona de radiación es la suma de (27-62) y (27-69), con la posi¬ 
bilidad de que haya interferencia. Demostrar que, sin embargo, <S> =<S> ed +<S> md , es 
decir, que la potencia radiada total no contiene términos de interferencia. ¿Seguirá siendo 
cierto este último resultado si se tienen tanto un momento dipolar eléctrico como un 
momento cuadripolar eléctrico lineal? 

27-17 El vector de Hertz, r, e , se entrodujo en el ejercicio 22-7. El vector de Hertz que co¬ 
rresponde a un dipolo eléctrico puntual se dice que es n e = p 0 e‘( kr "~ tJÍ V47r r 0 r. Com¬ 
probar que esto da el potencial vectorial correcto para el dipolo eléctrico. 

27-18 Considerar un sistema de partículas cargadas para las que la relación de carga a masa, 
q¡¡m¡, es la misma. Demostrar que el momento dipolar total puede expresarse como 
P = (q¡l m iW R cm , donde M es la masa total del sistema y R cm es el vector de posición 
del centro de masa. Desmostrar que si no hay una fuerza externa neta sobre el sistema, no 
se producirá radiación de dipolo eléctrico. De manera similar, demostrar que si no existe 
un momento de fuerzas externo neto sobre este sistema, tampoco se producirá radiación 
de dipolo magnético. 
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Relatividad especial 


La teoría de la relatividad se ocupa de manera básica de la comparación de los resultados 
obtenidos por diferentes observadores de un fenómeno físico, quienes se están moviendo 
unos respecto a otros. La teoría especial, propuesta por Einstein en 1905 y cuya forma 
será la única que aquí se tratará, se ocupa de observadores que se mueven a velocidad 
constante unos respecto a otros. El término “relatividad” se refiere a la equivalencia 
supuesta de estos observadores y sus respectivos sistemas de coordenadas, en lo que concierne 
a la descripción de los fenómenos. Como se verá, se pueden encontrar los orígenes de la 
relatividad especial en la estructura de la teoría electromagnética, por lo que resulta útil 
empezar con la consideración de cómo los observadores en movimiento describen ciertos 
efectos electromagnéticos. 


28-1 Orígenes históricos de la relatividad especial 

Cuando se considera, por ejemplo, el vector campo eléctrico, E(r ,t), se entiende que su 
significado es el valor de esta cantidad en un punto r y en un tiempo t que se especifican 
con respecto a algún conjunto particular de ejes coordenados. Se supone que el observador 
que está determinando E en r y í está en reposo con respecto a estos ejes. En el párrafo a 
continuación de (1-14), se aludió de manera breve a la interrogante acerca de qué sistemas 
de coordenadas debía emplearse y se concluyó que era uno de los sistemas inerciales de la 
mecánica. Como se sabe también a partir de la mecánica, para muchos propósitos un marco 
de coordenadas fijo a la superficie de la Tierra es una aproximación satisfactoria a un 
sistema inercial. 

En el estudio de la ley de Faraday para medios en movimiento, en la sección 17-3, 
se consideró la cuestión de cómo los observadores que se mueven con respecto a otros 
describirían los mismos fenómenos, y se vio que en general sus descripciones serían dife¬ 
rentes. En particular, se encontró (17-29) la cual establece que 

E' = E + vXB (28-1) 

como la forma en la cual se relacionaban los campos en los dos sistemas: así, la ley de 
Faraday V X E = —3B/9 1 resultó de una forma que era independiente del movimiento del 
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Figura 28-1 Dos sistemas rectangulares de coordenadas con ejes de coordenadas paralelas. 

medio. Se vio que en ciertos casos resultaba más fácil examinar un problema yendo en 
el sistema móvil y ocupándose del campo eléctrico “en movimiento” E, n ' = v X B. Sin 
embargo, lo que resulta de mayor interés aquí es que (28-1) demuestra que estos dos 
observadores en movimiento relativo describen los mismos fenómenos en diferentes formas. 
Como ejemplo extremo, si E = 0, entonces lo que para un observador aparece como una 
inducción magnética B pura, el otro la aprecia como un campo eléctrico E\ Así, un campo 
eléctrico no es una propiedad absoluta de un punto y un tiempo dados, sino que también 
depende del movimiento del observador. 

Para obtener (*28-1) se hizo del hecho de que F' = F, en donde las fuerzas que se 
están comparando se miden en dos sistemas inerciales, esto es, no existe aceleración de 
uno con respecto al otro ni con respecto al sistema inercial principal. Recuérdese cómo 
surge esta situación. 

En la figura 28-1 se muestran dos sistemas de coordenadas, S y S', con ejes rectan¬ 
gulares que por sencillez se eligen paralelos entre sí. La posición relativa de sus orígenes 
está dada por R 0 = Vt por lo que sus orígenes coinciden en t = 0, y V es la velocidad 
constante de S' con respecto a S. Los vectores de posición de un punto P son r y r 1 , por 
lo que 


r , = r-R 0 = r-V/ (28-2) 

Las velocidades del punto P cuando se miden en los dos sistemas, quedan por lo tanto 
relacionadas por el conocido resultado 

, _ dr' _ dr ¿/Rg 

V dt dr dt 


(28-3) 
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Puesto que V es constante, las aceleraciones son iguales, o sea, a' = dv' / dt = dv¡dt = a. 
Por lo tanto, las fuerzas sobre una masa puntual m localizada en P son también iguales. 
F' = ma = ma = F. Así la ley básica de la mecánica tiene la misma forma en estos dos 
sistemas de coordenadas qué se mueven con velocidad constante uno respecto del otro. 
En otras palabras, son igualmente adecuados como sistemas de referencia. A este resultado 
se le conoce como el principio clásico (o galileano) de la relatividad. A la fórmula (28-2) 
que relaciona los dos conjuntos de coordenadas y el tiempo ( t' = f) para un “evento” 
dado, se le conoce como la transformación clásica (o galileana). Dado que (28-2) es 
perfectamente general, es más conveniente especializarla al caso en el cual el movimiento 
relativo ocurre a lo largo de la dirección común xx' de modo que V = Vx; entonces se 
puede escribir (28-2) en forma de componentes como 

x' = x-Vt y'=y z' = z t'=t (28-4) 

en donde, para completar el caso, se ha incluido la suposición usual de que t' = t. En este 
caso, (28-3) resulta ser simplemente 

v x ' = v x -V v/ = v y vf = v z (28-5) 


Puesto que (28-1) indica que la expresión para el campo cambia dependiendo del 
sistema de coordenadas que se esté empleando, es natural preguntarse cómo una transforma¬ 
ción de coordenadas como (28-4) afectará las ecuaciones que determinan los campos, esto 
es, las ecuaciones de Maxwell. Para estos propósitos será suficiente considerar una conse¬ 
cuencia de las ecuaciones de Maxwell, o sea, la ecuación de onda 


V V- 4^t=° 

c 2 9 1 2 


( 28 - 6 ) 


la cual es válida en el vacío para cualquier componente de E o de B. Se sabe que (28-6) tiene 
por soluciones ondas planas con velocidad c. Se demostrará que la forma de esta ecuación 
no es invariable ante la transformación galileana (28-4) pero aun así son posibles las 
soluciones tipo ondas planas. 

Por sencillez, considérese sólo el caso en el cual la dirección de propagación de la 
onda está a lo largo del eje x, por lo que (28-6) se reduce a 


d 2 \p _ 1 d 2 \f 
9x 2 c 2 9 t 2 


(28-7) 


Ahora supóngase que ^ se escribe como una función dex' y t' por medio de (284), por 
lo que 


dip _ dip dx' 3 \p 3 1' _ dxp 

3x 3x' 3x 3 1' 3x 3x' 


y por lo tanto <) 2x V/dx 2 = 9 2 \í'/9x’ 2 . De manera similar se encuentra que 
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= _ v JNí + 

3/ 3a' 3?' 

= 1/2 d 2 ' f / _7t/_ÜÍ_ , 9 ^ 

3r 2 3 . x-' 2 “ 3a' 3T a/' 2 


Cuando estos resultados se sustituyen en (28-7) se obtiene 


(c 2 - 


V 2) .... 9 2 ^ 

3 a -' 2 3 í ' 2 


-2U- 


3 2 if / 

dx'dt' 


( 28 - 8 ) 


la cual, según se puede apreciar con claridad, es de forma diferente de la ecuación (28-7) 
que se satisface para los ejes sin primas. Trátese, sin embargo, de encontrar una solución 
tipo onda plana para (28-8), de la forma 

' s ' ' ( 28 - 9 ) 

donde u es la velocidad de fase. Sustituyendo (28-9) en (28-8), se encuentra que aquélla 
es una solución siempre y cuando u - ± c V = ±(c + V). F.n otras palabras, si la onda 
está viajando en la dirección x’ positiva, tiene la velocidad c - V , mientras que su velocidad 
es c + V cuando la propagación es en la direcciónA' negativa. Por lo tanto, estos resultados 
son consistentes con el caso particular dado por (28-5), y para una dirección general de 
propagación la velocidad de la onda en el sistema con primas se puede encontrar de (28-3). 

Este cálculo ha demostrado que si (28-4) y (28-7) son válidas de manera simultánea, 

entonces los efectos electromagnéticos serán por lo general diferentes cuando se les observa 
desde sistemas de coordenadas diferentes que se mueven con velocidad constante unos 
con respecto a otros y, en particular, la velocidad de una onda plana en el vacio no tendría 
siempre el valor c. Puesto que (28-6) es una consecuencia de las ecuaciones de Maxwell, 
estos resultados implican que sólo puede haber un marco de referencia en el que las 
ecuaciones de Maxwell tienen la forma en la cual se les ha escrito y en el cual las ondas 
electromagnéticas tienen la velocidad c. A este sistema de referencia preferente se le 
identificó por lo general con el sistema inercial principal de la mecánica, o sea, un sistema 
fijo con respecto a las "estrellas fijas”. A este marco se le tuvo que dotar también de 
propiedades electromagnéticas para que pudiese propagar ondas; el sistema extendido 
recibió entonces la denominación de éter. 

El electromagnetismo y la transformación galileana considerados en forma simultánea 
implican la existencia de un solo sistema de referencia en el cual son válidas las ecuaciones 
de Maxwell. Por otra parte, se ha visto también que la noción de un sistema preferente 
es ajeno a la mecánica en virtud de la existencia del principio galileano de la relatividad. 
No obstante, dado que el concepto de equivalencia de diferentes sistemas de coordenadas 
tiene tal sencillez y atractivo, se llega a considerar aún otra posibilidad, a saber, que existe 
un principio común de relatividad válido tanto para la mecánica como para el electro- 
magnétismo. Aun cuando esté fuera el caso, el principio galileano de la relatividad basado 
en la transformación galileana y en la mecánica ncwtoniana no puede ser en realidad el 
apropiado. (No se está considerándola posibilidad de que las ecuaciones de Maxwell puedan 
requerir alteración). 

La elección apropiada entre estas posibilidades se puede hacer sólo con la ayuda de 
los resultados experimentales. Un enfoque histórico fue suponer la validez tanto de las 
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ecuaciones de Maxwell como de la transformación galileana, esto es, la existencia de un 
marco de referencia preferente. Entonces, el marco de un laboratorio unido a la Tierra se 
estaría moviendo con respecto al sistema inercial principal (éter), por lo que se podrían 
buscar efectos asociados con este movimiento, los cuales se podrían calcular transformando 
las ecuaciones de Maxwell como se hizo para obtener (28-8). Se considerarán dos de estos 
experimentos-uno en el que no se considera la propagación de ondas y otro en el que sí. 


Ejemplo 

El Experimento de Trouton-Noble. En este experimento se suspendió un capacitor de 
placas paralelas, cargado de manera que sus placas estuvieran verticales y pudieran girar en 
torno a un eje paralelo a las placas y entre ellas. En razón del movimiento supuesto de la 
Tierra con respecto al éter, habrá un par de torsión sobre el capacitor que tiende a alinear 
el plano de las placas en forma paralela a su velocidad V. Se simplificarán un poco las cosas 
sustituyendo las cargas sobre las placas por dos cargas puntuales cuya separación es la 
misma que entre las placas, según se muestra en la figura 28-2. La fuerza magnética F m 
sobre la carga positiva debida a la carga negativa se encuentra a partir de (14-3 1) y es 


F 


m 


W 2 VX(VXR) 
4t tR ? 


(28-10) 


y habrá una fuerza igual y opuesta sobre la carga negativa. Estas dos fuerzas producirán 
una torca r sobre el sistema, dada por 


T=RXF m = 


M 2 (\-R)(\XR) 
477 R 3 


(28-11) 


que tiene la dirección mostrada en la figura para 6 > 90°. (El signo de r se invierte para 

Q < 90° ). Se ve que r es paralela al eje y tiende a girar las cargas hasta que la línea R que 
las une es perpendicular a V. La magnitud de la torca es 


T = 


¡i 0 q 2 V 2 sen9 eos 0 
4vtR 



sen 20 


(28-12) 



Figura 28-2. El experimento de Trouton-Noble. 
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donde U e = q 2 /4-rre 0 R es la magnitud de la energía electrostática del sistema, por (5^4-9). 
Se nota que el efecto medido por 7 es proporcional a (F/c) 2 , lo cual resulta ser carac¬ 
terístico de estos experimentos. (El resultado de tomar en cuenta la distribución real de 
las cargas sobre las placas, es duplicar el valor dado arriba para r. Además, la fuerza elec¬ 
trostática de atracción es siempre a lo largo de la dirección de R y en consecuencia no 
contribuye a la torca). 

Tomando a V como la velocidad de la Tierra en su órbita, la cual es de alrededor de 
3 X 10 4 metros/segundo, se encuentra que la magnitud del par de torsión es suficiente¬ 
mente grande para ser observable. No obstante, aun en los experimentos efectuados en 
forma más cuidadosa se falló en la búsqueda de tal par de torsión, por lo que este experi¬ 
mento no proporciona evidencia en favor de un marco de referencia preferente para el 
ele ctrom agnetis mo. 

Ejemplo 

El Experimento de Michelson-Morley. Este experimento se basó en el resultado dado por 
(28-9), el cual demostró, en efecto, que la fórmula de combinación de velocidades (28-3) 
se aplica a las ondas electromagnéticas así como a las masas puntuales. Si se interpreta a 
V como la velocidad de S' con respecto al éter, entonces (28-3) expresa que la velocidad 
de la onda dependerá del movimeinto del medio y será c sólo con respecto al éter. Dado 
que la velocidad orbital de la Tierra es tan pequeña en comparación con c, no ha sido 
factible efectuar una medición directa de la velocidad de onda en diferentes direcciones 
con respecto a la superficie terrestre con fines de comprobación (28-3). Sin embargo, 
es posible comparar estas direcciones y buscar este pequeño efecto empleando la onda en 
sí de una manera particular; esta idea fue sugerida por Maxwell, y el experimento fue 
originalmente llevado a cabo por Michelson y Morley en 1887. 

El arreglo experimental se ilustra en la figura 28-3. La luz de la fuente/, incide sobre 
la placa de vidrio parcialmente plateada, M, y se divide en dos haces que viajan en direc¬ 
ciones perpendiculares entre sí. Cada haz viaja la distancia / hacia el espejo M j o el M 2 y 
se refleja sobre su trayectoria original. Parte de la luz de cada haz pasa después a lo largo 
del cuarto brazo del dispositivo hacia un detector, D. Los haces se recombinan así y 
cualquier diferencia de fase entre ellos, resultante de sus viajes da ida y vuelta, producirá 
efectos de interferencia observables como una amplitud variable en el haz resultante. A 
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fin de calcular la diferencia de fase, es necesario encontrar los tiempos que precisan los 
haces para viajar a lo largo de sus respectivas trayectorias. 

Si se hace que el brazo 1 esté en la dirección del movimiento del aparato, entonces, 
por lo anterior, la velocidad de la luz será c V sobre la trayectoria de ida y c + V sobre 
la de regreso. Así, el tiempo que se requiere para recorrer de ida y vuelta este brazo es 


t i = 


l 


: + 


l 


c—V c+V 




En la dirección perpendicular a lo largo del segundo brazo, la velocidad de la luz relativa 
resultante, según (28-3), es (e 2 V 2 yI 2 , y el tiempo correspondiente para el viaje com¬ 
pleto es 


21 

(c 2 - K 2 ) 1/2 



Así, los tiempos no son iguales y su diferencia es 


A/ — t ] ¿2 


L Á^ 


(28-14) 


(28-15) 


Tomando / = 30 metros y f = 3X10 4 metros/segundo como antes, se encuentra que 
A t = 10- ls segundos. Esta pequeña diferencia en tiempo corresponde a una diferencia de 

fase de OJ>A/ = 2 ircAt/\= 0.6(2n) = 3.8 radianes para la luz visible con una longitud de onda 
de 0.5 X 10' 6 metros. Esta es una diferencia de fase relativa cuya magnitud es de cierta 
consideración y que podría dar por resultado cambios detectables cuando el aparato se 
gire para intercambiar la función de los dos brazos. Sin embargo, Michelson y Morley no 
observaron tales efectos. Desde entonces se ha repetido con frecuencia este experimento y 
sus variantes, de manera particular conforme se ha dispuesto de equipo más sensible 
y preciso. Los resultados han sido siempre los mismos, esto es, que para las ondas electro¬ 
magnéticas no existe evidencia para apoyar el empleo de (28-3), la cual resulta de una 
combinación delosconceptosde un marco de referencia preferente para el electromagnetismo 
y el principio galileano de la relatividad para la mecánica. 

En tanto que se han examinado sólo dos experimentos de este tipo general, no han 
habido hasta ahora resultados de ninguna ciase que apoyen un marco preferente para el 
electromagnetismo. Por consiguiente, se llega a la suposición de que existe un principio 
común de relatividad tanto para el electromagnetismo como para la mecánica. No puede, 
sin embargo, ser descrito por la transformación galileana dada por (28-2) y (284). Los 
necesariamente nuevos conceptos están dados por los postulados de la relatividad especial. 

No se debe tener la idea, sin embargo, de que la relatividad especial en su totalidad 
es válida o no por los resultados de un único experimento “crucial”, en particular, el 
experimento de Michelson y Morley. A la fecha, la relatividad especial ha sido extensa¬ 
mente probada por medio de tan gran número de experimentos que se entretejen, que 
permiten una descripción sencilla, coherente y útil de una gran variedad de fenómenos. 


28-2 Los postulados y la transformación de Lorentz 

Existe cierta duda acerca de si Einstein fue influenciado fuertemente por los experimentos 
que recién se han descrito o si, por lo contrario, tuviese conocimiento de ellos. No obs- 
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tante, de lo que no existe duda es que él meditó en forma profunda y tenaz acerca de las 
cuestiones que se han delineado en la última sección. El resultado fue que en 1905 propuso 
el equivalente de los dos postulados siguientes: 

I Todos los sistemas de coordenadas son igualmente adecuados para la descripción de 
los fenómenos físicos. 

II La velocidad de la luz en el vacío es la misma para todos los observadores y es indepen¬ 
diente del movimiento de la fuente. 

El primer postulado se refiere de manera literal a todos los sistemas de coordenadas, 
aun cuando aquí se restringe a aquellos sistemas que tienen velocidad constante entre sí. 
Cuando se hace esto, la discusión se limita a la teoría especial (restringida) de la relatividad 
Un análisis no restringido correspondería a la teoría general de la relatividad, la cual no 
se considera aquí. 

El primer postulado afirma también que existe un principio común de la relatividad 
para toda la física, aun cuando se le considere sólo en términos de la mecánica de las 
partículas y del electromagnetismo. Otra forma de establecer el p rimer postulado es expresar 
que ninguna teoría puede contener alguna referencia, sea la que fuere, a una velocidad 
absoluta de movimiento translacional del sistema de coordenadas que se esté empleando. 
Se vio en la última sección que las ecuaciones de Maxwell en combinación con la trans¬ 
formación galileana indicaron una posibilidad de efectos debidos a una velocidad absoluta, 
pero tales predicciones no se apoyaron o no tuvieron respaldo en hechos experimentales. 
Esto podría significar que las ecuaciones de Maxwell no son en sí completamente correc¬ 
tas, o podría significar que es la transformación galileana la que falla. F.instein prefirió la 
segunda posibilidad, pero en lugar de postular que las ecuaciones de Maxwell eran cova¬ 
riantes (sin cambio en su forma) en relación con la transformación de coordenadas 
apropiada, encontró que era suficiente (y equivalente) establecer su segundo postulado 
en términos de la velocidad de la luz. 

Es este segundo postulado el que conduce a los resultados menos familiares de la 
relatividad especial, incluidos aquellos que de manera aparente violan el “sentido común”. 
También implica que la mecánica newtoniana no es la forma correcta parala representación 
exacta de los fenómenos mecánicos, puesto que la transformación galileana que representa 
el principio de relatividad, natural a la mecánica, es incompatible con el segundo postulado, 
como se encontró después de (28-9), Así, primero se deben encontrar las reglas de trans¬ 
formación para las coordenadas, que satisfagan el segundo postulado. Después se deberán 
encontrarlas leyes de la mecánica que satisfacen el primer postulado cuando se emplean 
estas reglas de transformación. Por último, se deberá ver cómo el electromagnetismo, 
según los describen las ecuaciones de Maxwell, encaja en estos postulados. El que estos 
postulados sean en realidad aplicables a la descripción de fenómenos físicos, es una cuestión 
que sólo puede decidirse comparando las predicciones de resultados experimentales con 
los propios resultados reales. 

Antes de iniciar estas tareas, sin embargo, será conveniente ver si estos postulados 
son compatibles con los resultados de los dos experimentos examinados en la última 
sección. En lo que al experimento de Trouton-Noble se refiere, se puede recurrir al primer 
postulado que permite calcular el efecto en un sistema de coordenadas en el que las cargas 
estén en reposo. Aquí la única fuerza es la electrostática de atracción y, como se señaló 
con anterioridad, ésta conducirá a la ausencia de torca y en consecuencia a que no haya 
rotación del capacitor, en concordancia con la observación. En el experimento de Michelson- 
Morley, la velocidad de las ondas será c para ambos brazos, haciendo i, = t 2 y por ello 
Ai = 0 , de nuevo de acuerdo con la observación. 



Los postulados y la transformación de Lorentz 


585 


La transformación de coordenadas que cuantitativamente concuerda con el segundo 
postulado, recibe la denominación de transformación de Lorentz. Se consideran dos 
sistemas de coordenadas, S y S\ en movimiento relativo con velocidad V a lo largo de 
dirección común xx . Para un .evento en un punto dado, un observador en S asignará las 
coordenadas espaciales y el tiempo (xyy,t), mientras que las obtenidas por un observador 
enS' serán (x',y'.z',t'). Así, las ecuaciones de transformación permiten calcularla posición 
(x'y',z') y el tiempo t' del evento, si se sabe que el primer observador le asigna los 
valores (xy .z) y í, e inversamente. La derivación se simplificará en algo, pero conducirá 
al resultado correcto e incluirá todos los aspectos principales de un tratamiento más 
elaborado. 

Supóngase que en el instante en que coinciden los dos orígenes de los sistemas de 
coordenadas, se produce en el origen una pequeña pulsación de luz. El segundo postulado 
requiere que cada observador vea la luz propagándose con la misma velocidad c en todas 
direcciones. En otras palabras, con respecto a su propio sistema de coordenadas, cada 
observador debe ver el frente de onda como una esfera con centro en el correspondiente 
origen y de radio c veces el tiempo. Las ecuaciones de los frentes de onda son así 


x 2 + y 2 + z 2 — c 2 t 2 = 0 x' 2 + y' 2 + z' 2 — c 2 t' 2 = 0 


por lo que se debe satisfacer la identidad 


x A +y' 2 + z' 2 - c 2 t' 2 = x 2 +y 2 + z 2 ~ c 2 t 2 


(28-16) 

(28-17) 


Una forma equivalente de expresar esto, es diciendo que la cantidad en uno u otro miembro 
de (28-17) debe ser invariante con respecto a la transformación de un sistema al otro. 

Puesto que se han tomado los ejes x y x' en la dirección de la velocidad relativa de 
S y S', es razonable suponer que las coordenadas transversales al movimiento no han 
cambiado, esto es, y' =y y z ' = z;entonces (28-17) resulta ser 

x' 2 -c 2 t ,2 = x 2 -c 1 t 2 (28-18) 


Ahora sólo hay una velocidad relativa V. Desde el punto de vista de S, el origen 0' 
debe tener la coordenada Vt como se muestra en la figura 28-4¿z. De manera similar, la 
coordenada x de 0 según se ve en S' debe ser Vt’, como se muestra en ( b ) de la figura. 
Por lo tanto, las ecuaciones de transformación deben satisfacer las condiciones de que 


x=Vt donde x' = 0 
x' = — Vt' donde x = 0 


(28-19) 



S S' 


S S' 



Vt 


Vt' 


0 


cr_ _ 


0' 



JC 


x' 


(a) (b) 

Figura 28-4 Coordenadas de los dos orígenes vistas por dos observadores en movimiento 
relativo. 
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Se tratarán las relaciones más sencillas que satisfacen (28-19), esto es, las ecuaciones 
lineales 


x' = y(x - Vt) x = y'(x' + Vt') 


(28-20) 


donde y y y' son constantes a determinar. Se pueden expresar ahora t' en términos de las 
cantidades no primas, eliminando x' de (28-20); se encuentra que 


t' = y 


v 


(-¿) 


(28-21) 


Poniendo estas expresiones para x' y t' en (28-18) y agrupando términos, se obtiene 


1 ~y 2 + 


2 . yV 


(-f7 r 


+ 2 xt 


y 2 V- 


y 2 c 2 

V 


(-¿) 


+ / 2 [y 2 (c 2 — V 2 ) — c 2 ] =0 (28-22) 

A fin de que esto sea siempre cero para todos los valores posibles de x y t, es necesario 
que los coeficientes de x 2 , xt y í 2 desaparezcan en forma individual. Igualando a cero a 
cada uno de estos coeficientes se encuentra que 




(28-23) 


satisfará (28-22). 

Combinando todos estos resultados, se obtienen las fórmulas de la transformación 
de Lorentz, 


x' = y(x — Vt) 


y'=y z' = z 



(28-24) 


x = y (x'+Vf) y=y' 



(28-25) 


donde y está dada por (28-23). Las ecuaciones (28-25) se pueden obtener de (28-24) 
despejando las cantidades no primas en términos de las primas o, de manera equivalente, 
intercambiando los símbolos con primas y sin ellas y cambiando el signo de V como se 
esperaría por la simetría total de la situación. 

Si se hace V/c^ 1 se ve que (28-24) se reduce a la transformación galileana (28-4) 
que se ve ahora como una primera aproximación a la transformación de Lorentz para 
valores finitos de V tales que Vfc < 1. 

Será conveniente introducir un símbolo especial para la razón de Pac: 




V 

c 


(28-26) 
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por lo que 


1 

~ P 2 )' /2 

en tanto que (28-24) resulta ser 

x' = y(x-fict) y’=*y z’ = z = (28-28) 

En realidad, cualquier transformación de coordenadas y del tiempo que satisfaga a 
(28-1 7) recibe la denominación de transformación de Lorentz. La que se da en (28-28) es 
aquélla particular que se aplica al caso en el cual el movimiento relativo deS y S' ocurre a 
lo largo de su dirección común x. En la siguiente sección se consideran transformaciones 
de Lorentz más generales, pero por ahora se restringe el caso a (28-28). 

Los primeros resultados físicos que implica la transformación de Lorentz y que se 
investigarán aquí son básicamente todos ellos relativos a la cinemática. La existencia de los 
primeros tres efectos que se considerarán se puede deducir de manera cualitativa sólo de 
los postulados, pero será más ilustrativo calcularlos por medio del empleo directo de la 
transformación de Lorentz. 

Ejemplo 


(28-27) 


Relatividad de la simultaneidad. Supóngase que ocurren dos eventos en los puntos y 
x 2 en el sistema S y son simultáneos ahí, por lo que = t 2 ■ Los tiempos en los cuales se 
observaron estos eventos en S' según se obtuvo de (28-28) son 






(28-29) 


por lo que el intervalo de tiempo entre estos eventos es 

A/' = / 2 '--/,'=-^(x 2 -x 1 )^0 (28-30) 

Este resultado demuestra que dos eventos que ocurren en puntos diferentesx¡ y x 2 , 
y que son simultáneos para un observador en reposo en S, no parecerán ni con mucho 
como simultáneos a un observador que esté en reposo en S'. En otras palabras, la simul¬ 
taneidad no es una propiedad absoluta de un par de eventos, sino que es también dependiente 
del estado relativo de movimiento del observador. 


Ejemplo 

Dilatación del tiempo. Supóngase que se tiene un reloj localizado en el punto x¡ y que 
está emitiendo señales de cierta clase a intervalos regulares Ar, donde A t = t 2 - t\ = h 
- t 2 , etc. Los tiempos correspondientes en S 1 están dados por (28-29), excepto que ahora 
x 2 = x 1 puesto que el reloj está fijo en movimiento en relación con el reloj, se encuentra que 
estas señales estarán separadas por los intervalos de tiempo Ai' = t 2 - t[ = r 3 ' - t 2 , y así 
sucesivamente, dados por 


At' = yAt>At 


(28-31) 
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puesto que 7 >1. Así, el intervalo de tiempo parece ser mayor para el observador en 
movimiento de lo que le parece a uno que se encuentra en reposo del reloj. 

Ejemplo 


La contracción de Lorentz. En principio, se mide una longitud colocando una barra de 
medir a lo largo de la distancia que se va a medir y encontrando después la diferencia 
entre las marcas de la escala que coincidan simultáneamente con los extremos de la lon¬ 
gitud de interés. Aun cuando esa especificación detallada parece ser trivial cuando la barra 
de medir y la longitud están en reposo relativo, es esencial cuando se están moviendo 
una respecto de la otra. 

Sea L - x 2 - la distancia entre dos puntos según se encontró con una escala que 
está en reposo con respecto a ellos. La longitud según la apreció el observador en movi¬ 
miento que asigna coordenadas x 2 ' y X\' a los puntos, se encuentra de (28-28) como 

= x 2 - *1 = y[x 2 - X¡ - ¡3c(t 2 - <,)] (28-32) 


No obstante, los valores x 2 y x{ deben haber sido determinados en forma simultánea en 
S', de modo que t¿ = t{. Esto significa que el intervalo de tiempo í 2 - h en (28-32) debe 
estar dado por t 2 ~ t { = 0/c){x 2 - x, ) - (¡3¡c)L de acuerdo con (28-29). Cuando esto 
se sustituye en (28-32) y se emplea (28-27), se encuentra que 

L' = y{\-fi 2 )L=~={\-p 1 ) i/ 1 L<L (28-33) 

Así, según lo encuentra el observador en movimiento, la longitud en la dirección del 
movimiento se contraerá por el factor 1 ¡y. 

Ejemplo 


Fórmulas de adición de velocidades. Las componentes rectangulares de la velocidad v' 
de un punto cuando se le observa desde S 1 , están dadas por 


. dx' , dy' 

v r ~W 


dz' 

w 


(28-34) 


Se desea ahora encontrar las componentes v x , v y , v z de la velocidad de este mismo punto 
cuando su movimiento se refiere al sistema S. 

Derivando la primera expresión de (28-25) y la última, de (28-28), y empleando 
(28-26), se obtiene 


dx _ ( dx' dt' 
~dt~ y \W ~di 




(28-35) 

(28-36) 


Cuando se combinan estas expresiones para eliminar dt'¡dt, se encuentra que 


v x = y 2 (v x '+ n(l-^) 
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la cual se puede resolver para v x ; el resultado es que 

_ c x '+V 

Vx l+~(Vv x 7 c 2 ) 


(28-37) 


Se puede expresar ahora (28-36) completamente en términos de cantidades con 
primas sustituyendo (28-37) en ella; se obtiene 


df_ = _ _ 

dt y[i + {Vv x '/c 2 )] 

De manera similar se encuentra que 


_ dy _ dy' dt' _ t y 

■' ~íi~W~dt~ y[\+(Vv x '/c 2 )] 


(28-38) 


(28-39) 


v z 


y[l+(Vv x '/c 2 )] 


(28-40) 


Estas dos últimas relaciones, junto con (28-3 7), permiten convertir las componentes de la 
velocidad observadas en un sistema en aquéllas observadas en otro, y son las análogas 
relativistas a las fórmulas clásicas (28-5) que están basadas en la transformación galileana. 

Se ve que estas fórmulas son más complicadas que las clásicas y, en particular, que 
v x 1 aparece en las fórmulas (28-39) y (28-40) empleadas para transformar las componentes 
y y z de la velocidades. Por otra parte, si 0 = V/c <1, se ve que (28-37), (28-39) y (28-40) 
resultan ser aproximadamente v x ~ v x ’ + V, v y ~ v y ’ y v z ~ v z „ las cuales son justamente 
(28-5) de nuevo. Así, la simple adición de componentes que se desprende de la transfor¬ 
mación galileana es una transformación apropiada para velocidades relativas pequeñas de 
los dos sistemas de coordenadas. 

Las fórmulas relativistas de transformación de velocidades tienen la propiedad 
interesante de que la suma de dos velocidades nunca puede exceder el valor c. Esto se 
ilustra con más facilidad mediante un ejemplo extremo. Supóngase que V = c, en tanto 
que v x = c también. La transformación galileana conducirá a v x - v x + V = c +c ~ 2c, 
mientras que de la fórmula de Einstein(28-37) resulta v x = (c +c)/[ 1 + (c 2 /c 2 )] = c, como 
se afirmó. 

El efecto Doppler y la aberración. La cuestión de interés aquí es cómo se relacionan las 
frecuencias y las direcciones de propagación de una onda para los dos observadores que 
se mueven de manera relativa. Supóngase que una fuente luminosa, Q 1 , en reposo en S 1 , 
emite una onda esférica. Se sabe por los resultados del último capítulo, que esta onda se 
representará en S, por 


o (28-41) 

donde r' es la distancia desde Q 1 , ^ ó es una amplitud constante, y la frecuencia circular 
tú y la constante de propagación k' deben estar relacionadas por 

d = k'c (28-42) 


puesto que la onda tiene la velocidad c. 
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Ahora supóngase que hay un observador en reposo en S en un punto P del plano xy. 
Las coordenadas de P son (x, y) en S y (x’, y') en S'. El observador en S interpretará la 
onda como una onda esférica que se origina en una fuente puntual Q de ese sistema, por 
lo que la describirá por 


Y r 


(28-43) 


co = kc (28-44) 

puesto que la 
Como se 
describirse por 
pondiente en S 


onda tiene también velocidad c en 5 en virtud del segundo postulado, 
mostró en la figura 28-5, la dirección de propagación de Q' a P puede 
medio del ángulo Q' que forma con el eje x', siendo Q el ángulo corres- 
. También se ve en la figura que 


r' = x'cos^'+y'sentf' r = xcos#+.ysen# (28-45) 

Ahora el valor numérico de la fase de la onda (cero, por ejemplo) debe ser indepen¬ 
diente del sistema que se esté empleando para expresarlo: así, los exponentes en (28-41) 
y (28-43) deben ser siempre iguales. Además, las coordenadas y tiempos deben estar re¬ 
lacionados por la transformación de Lorentz (28-28). Igualando estos exponentes, sus¬ 
tituyendo de (28-42), (28-44). (28-45) y (28-28), se encuentra que se debe tener 


W ( 


xcos#+ysen0 


— rj = £</ 


y(x — fict)cos0' +ysen0' 




(28-46) 


Esta igualdad debe ser válida para todos los valores posibles de x, y y t; esto sólo es posible 
si sus coeficientes son iguales por separado. 

co=co'y(l + fícosO') (28-47) 

la cual relaciona las frecuencias y es la fórmula del efecto Doppler relativista. Se ve que 
si ¡3 <íl, entonces y~ l,y (28-47) se reduce a la fórmula clásica 

co'( 1 + /? eos 0') (28-48) 


p (x, V) 



Figura 28-5. Coordenadas para el cálculo del efecto Doppler y de la aberración. 
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De manera similar, cuando se igualan los coeficientes de x, se encuentra que cocos 
6 = oJ t(cos 9' + ¡3), la cual se puede emplear para eliminar las frecuencias de (28-47), 
con el resultado 


eos 9 = 


eos 9' + ¡3 
1 + /?cos 9' 


(28-49) 


que relaciona las direcciones de propagación y que se denomina fórmula de la aberración. 

Por último, igualando los coeficientes de y en (28-46) se obtiene cosen 0 = o/ sen 
B', de la cual se demuestra con facilidad que es consistente con (28-47) y (284-9). 

La fórmula (28-47) difiere del resultado acústico clásico (28-48), porque aquélla 
predice un efecto transversal. Supóngase que la frecuencia se observa en S a ángulo recto 
respecto al movimiento, esto es, 0 = 90° . Entonces cos0 —0 y (284-9) da eos 0 = —/3. Si 
esto se sustituye en (28-47) y se emplea (28-27), se encuentra que 03—60(1 —j3 2 )'/ 2 
< o/. Este efecto predicho se ha observado estudiando la radiación de una descarga eléc¬ 
trica en hidrógeno y constituye cierta evidencia experimental de la exactitud básica de 
los postulados de la relatividad. 

A fin de ver la motivación de lo que se hará en la siguiente sección, resulta útil 
apreciar algunos de los resultados obtenidos desde otro punto de vista. La transformación 
de Lorentz se aplica también a las diferenciales de las coordenadas, y se encuentra de 
(28-28) que 


dx' = y(dx- (3c dt) dy' = dy dz' = dz 


dt' = y^dt — ~í 


dx (28-50) 


Además, (28-17) demuestra que la transformación de Lorentz corresponde a la igualdad 
(dxf + (dy) 2 + (dzf - c\dtf = (dx'f + ( dty'f + (dzf - c\dtf (28-51) 


Factorizando - (dt) 2 y - (dt') 2 en cada miembro respectivamente, obteniendo la 
raíz cuadrada y empleando (28-34) y (1-6), se encuentra que la cantidad dr dada por 

= =^'(l-^j / (28-52) 

tiene el mismo valor para todos los marcos de referencia relacionados por la transformación 
de Lorentz. A esta cantidad invariante dr se le denomina intervalo temporal propio y se 
ve de (28-52) que dr ~dt 0 = intervalo de tiempo medido en el sistema en el que el punto 
está en reposo (r = 0). 

Si ahora se dividen ambos miembros de cada término en (28-50) entre dr .se obtiene 

dx' t dx o dt\ dy' _ dy 

--- 

dz_ _ dz_ df_ = I dt ¡3 dx \ 

dr ~ dr dr dr c dr j 


(28-53) 
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Empleando (28-52), (28-34) y comparando (28-53) con (28-28), se ve que las cuatro 
cantidades 


dx _ 


V x 

4y_ = 

v y 

dr 

[i 

-7 2 /a]' /2 

dj 

[i-(„7c 2 )] ,/2 

dz 


v. 

dt _ 

i 

dr 

[i 

- 77 a] 1/2 

dr 

[i-(»7ar /! 


(28-54) 


se transforman exactamente en la misma forma que x,y, z, t. Por lo tanto, puesto que se 
sabe de (28-25) que 


x = y(x'+Vt') t = y[ t' + (F/c 2 )x'] 

se pueden escribir en forma inmediata las ecuaciones de transformación paralas cantidades 
análogas dx/ch y dt/dr como 

V x 

[i-nvof 2 

i 

[1-(o7c 2 )] ,/! 

Si ahora se divide (28-55) entre (28-56), se obtiene 

v x '+ V 

Vx ~ 1 +{Vv x '/c 2 ) 

la cual es exactamente la fórmula de transformación de velocidades (28-37). Se debe estar 
seguro de verificar que (28-39) y (28-40) se pueden obtener en forma similar. 

El empleo de (28-55) y (28-56) es muy diferente del método previo para obtener 
(28-37), el cual comprendió diferenciaciones directas de las ecuaciones de transformación 
y la eliminación subsecuente de términos. Se estuvo en posibilidad de obtener (28-37) 
en esta última forma, en razón de que se sabía la forma en que todas las cantidades fueron 
afectadas por una transformación de Lorentz, esto es, se conocían sus propiedades de 
transformación. 

Lo importante de este ejemplo es, entonces, demostrar que se está en posibilidad de 
escribir las fórmulas de transformación para ciertas cantidades con mayor facilidad, 
siempre que se conozca algo acerca de sus propiedades generales. Esto resulta ser una forma 
en extremo valiosa de ver las cosas y es lo que se considera en la siguiente sección. 

28-3 Transformaciones generales de Lorentz, cuadrivectores y tensores 

Principíese por considerar los dos sistemas de coordenadas rectangulares mostrados en la 
figura 28-6. Ambos tienen un origen común pero difieren por una rotación; esto es, si se 
gira uno de los conjuntos de ejes como un cuerpo rígido, se le puede hacer coincidir con 


= y 


=r 


[ 1 — (u' 2 /c 2 )] 1/2 

1 


+ V- 


[i-(t/ 2 A 2 )] ,/2 


+ ■ 


[ 1 — (i/ 2 /c 2 )] 1/2 c 2 [ 1 ~(v' 2 / c 2 )] 1/2 


(28-55) 

(28-56) 
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Figura 28-6. Los dos conjuntos de ejes están girados uno con respecto al otro. 

el otro. Se podría describir la rotación exacta, por ejemplo, especificando los cosenos 
directores de los ejes primos con respecto a los no primos, o viceversa. 

Considérese un punto P que tenga las coordenadas x, y, z en un conjunto de ejes, 
mientras que sus coordenadas en el otro conjunto son x', y', z'. Ambos conjuntos de 
números ubican el mismo punto P. La distancia, r, de Pal origen tiene el mismo valor numé¬ 
rico sin importar el sistema de coordenadas que se esté empleando. En otras palabras, r es 
invariante y se debe tener 

r 2 = x 2 +y 2 + z 2 = x a +y' 2 + z' 2 (28-57) 

Será conveniente introducir la notación 

x, = x x 2 =y x 3 = z (28-58) 

porque entonces se puede escribir (28-57) en forma algo más compacta como 

/• 2 = í ¿ xp- (28-59) 

7=1 7-1 

Las ecuaciones que relacionan los dos conjuntos de coordenadas serán lineales, por 
lo que se pueden escribir las tres ecuaciones 

*/ = S a jk x k (y = 1,2,3) (28-60) 

k — 1 

entonces, las tres ecuaciones 

x¡ = a n x l + a n x 2 + «i 3- v 3 
x 2 =a 2l X\ + a 22 x 2 + a^x^ 

X 2 Clj 1 -V| -|- Ct 22 X 2 ~y ^ 33 X 3 


(28-61) 
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El conjunto de nueve números a¡ k caracteriza la rotación que relaciona los ejes primos y 
los no primos. Es evidente también que los a¡ k no pueden ser todos independientes en 
virtud de que las ecuaciones de transformación (28-60) no han satisfecho aún el requisito 
físico fundamental en el sentido de que los ejes se relacionen por medio de una rotación, 
esto es, que r 2 sea invariante según quedó descrito por (28-59). 

En este caso tridimensional en particular es fácil identificar los a¡ k . El vector de 
posición de P en el sistema primo se puede escribir como r - x x + y y +z z , por 
(1-11), mientras que para el sistema no primo es r=xx +yy +zz. Puesto que estas expre¬ 
siones representan el mismo vector físico (esto es, el desplazamiento desde el origen), se 
debe tener también r'=r. Entonces se puede emplear (1-21) para encontrar x' corno 

x' = r' • x' = r • x' = xx' • x +>> x' • y + zx' • z = I xx x + l xy y + l xz z ( 28 - 62 ) 

donde l xx ’ l xv ’ l xz son los cosenos directores de x con respecto a los ejes x, y, z, respec¬ 
tivamente, de acuerdo con (1-8). [Estos cosenos directores satisfacen t xx + l xy +l 2 xz - 1, 
por (1-9)]. Por lo que, comparando (28-62) con (28-61), se ve que a n — ¡xx^ a i 2 ~txv y 
a 13 = l xz . En la misma forma, se encontrará que a lk proporciona los cosenos directores de 

y\ y a 3 k los dez'. 

En la sección 1-1 se definió a un vector como cualquier cantidad con las mismas 
propiedades matemáticas que el desplazamiento de un punto. Ahora el vector de posición 
r es ciertamente tal cantidad y sus componentes son exactamente las coordenadas de un 
punto. Así, (28-60) describe el efecto de una rotación sobre los componentes de este 
vector particular. Por lo tanto, se puede decir de inmediato que si A ( , A 2 y A 3 son las 
componentes rectangulares de cualquier vector A, entonces ellas satisfarán una relación 
como (28-60), esto es, 


A/= ¿ a ]k A k (j =1,2,3) (28-63) 

¿ = i 

donde los constituyen el mismo conjunto de coeficientes que describen el efecto de 
una rotación rígida de ejes sobre las coordenadas de un punto. 

Aunque se podría continuar con este caso tridimensional, resulta fácil desarrollar 
un análisis adicional para una situación más general que la que se está enfocando. 

Si se revisa (28-17), se aprecia que esta condición básica para la transformación 
de Lorentz se puede también expresar requiriendo la invariamcia de la cantidad s 2 da¬ 
da por 


v 2 = x 2 +y 2 + z 2 - c 2 t 2 = x' 2 +/ 2 + z' 2 - c 2 t' 2 

Si ahora se introduce la notación 

x x —x x 2 —y x 3 — z x 4 = ict 

se ve que (28-64) se puede escribir como 

4 4 



|i=l M“ l 


(28-64) 


(28-65) 


(28-66) 


Comparando (28-66) con (28-59), se ve que la transformación de Lorentz más general se 
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puede interpretar como una rotación rígida de ejes en un espacio tetradimemíonal con 
ejesx 1 ,x 2 ,x 3 ,x 4 =ict. 

Se pueden escribir las ecuaciones de transformación que relacionanlos dos conjuntos 
de coordenadas, como las cuatro ecuaciones lineales generales 

4 

V= 2 a ¡L „x v (p = 1,2,3,4) (28-67) 

v= 1 


Si la transformación no fuera lineal,-se daría una condición de preferencia a cualquier 
origen que se hubiera elegido, o a algún otro punto; pero esto violaría el primer postulado, 
puesto que proporcionaría un medio objetivo de diferenciar un sistema de coordenadas 
de otro. 

Para que (28-67) represente una transformación deLorentz, se debe satisfacer también 
(28-66). Esto impondrá algunos requisitos sobre los 16 coeficientes ü/jq, y es preciso saber 
cuáles son. Sustituyendo (28-67) en (28-66), se obtiene 

2 *a ' 2 = 2 (2 2 a^x,) = 2 ( 2 (28-68) 

x^ , se ve que se debe tener 

= V (28- 69 ) 

con el empleo de (8-27), puesto que el coeficiente de x^x v debe ser igual a 1 si v=py 0 
si v¥=p. 

Ahora, se podría haber escrito igualmente la transformación en la forma 

*„= 2 Kx x x ( v ~ 1.2,3,4) (28-70) 

A=1 

donde los b v \ constituyen un conjunto apropiado de coeficientes. Es evidente que los gk 
-deben estar relacionados con los a^p y esto se puede determinar sustituyendo (28-70) en 
(28-67) para obtener 

V = 2 <v( 2 w) = 2 v( 2 «pAx) = 2 SyxXx (28-71) 

de nuevo con el empleo de (8-27). Comparan-do los dos últimos términos, se ve que 

2 = (28-72) 


Puesto que (28-68) debe ser también igual a 2 


2 a X^ ü Xy 
X 


Se puede resolver (28-72) para los b, multiplicando ambos miembros de dicha expresión 
por app, sumando sobre p, y empleando (28-69): 


¡ÍV 




= 2 « ( 

v- 


*4* a xp 2 2 2 M P , ~ 


(28-73) 
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Así, bpX-aXp, por lo cual se puede decir que 


si x / = 2 a ,w x r> entonces 

V 



(28-74) 


Además, se puede escribir (28-72) completamente en términos de los a sustituyendo el 
resultado de (28-73) en ella e intercambiando los índices Ay lepara llegar a 

= Í (28-75) 

x 


Así, hay sólo un conjunto de coeficientes que describen la transformación y (28-69) y 
(28-75) representan las condiciones requeridas por (28-66). 

Cuando la transformación de Lorentz particular (28-28) que se ha estado empleando 
se escribe en la notación de (28-65), resulta ser 


x/ = yx, + i/8yx 4 x 2 ' = x 2 
x 3 ' = x 3 x 4 ' = yx 4 - i/3yx , 


(28-76) 


Comparando (28-76) con (28-67) se ve que los coeficientes a^p, que representan esta 
transformación particular, pueden escribirse como la matriz 


«n 

«12 

«13 

«14 


y 

0 

0 

‘fíy 

«21 

«22 

«23 

«24 


0 

i 

0 

0 

«31 

«32 

«33 

«34 


0 

0 

i 

0 

«41 

«42 

«43 

«44 


-ifi y 

0 

0 

y 


(28-77) 


Se dejará como ejercicio verificar que los anidados en (28-77) satisfacen los requisitos 
(28-69) y (28-75). 

Es evidente que una rotación rígida de ejes en el espacio tridimensional mantendrá 
invariante también la expresión x 2 + y 2 +z 2 ~c 2 r 2 , en virtud de (28-57) y de su indepen¬ 
dencia del tiempo. Así, se sabe incluir también tal rotación física de ejes en el grupo de 
transformaciones generales de Lorentz descritas por (28-67). 

En esta etapa resulta útil introducir algunas cantidades nuevas, principalmente por 
analogía con el caso tridimensional. Recuérdese que un invariante es una cantidad cuyo 
valor numérico no cambia como resultado de una transformación de Lorentz. Son ejemplos, 
s 2 de (28-66) y el tiempo propio üt de (28-52). 

Como una generalización de lo que se encontró válido para un vector A en (28-63), 
se define un cuadrivector A¡j como un conjunto de cuatro cantidades (A ,, A 2 , A 3 , A 4 ) 
cuyas propiedades de transformación son las mismas que las de las coordenadas. Esto es, 
si la transformación de Lorentz se describe por (28-74), entonces los componentes A¡x y 
Ajji se relacionan por medio de 


-V=2 




4 

.= 2 


p = 1 


v 4 » 


y 


(28-78) 
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donde los coeficientes son exactamente los que aparecen en (28-67) y ¡jl— 1,2, 3,4. 
Puesto que se vio que una rotación rígida de ejes es también una transformación de Lorentz, 
se desprende de esta definición y de (28-63) que las primeras tres componentes (A¡,A 2 , 
A 3 j de A fj deben ser las componentes de un vector A tridimensional ordinario. 

La suma de dos cuadrivectores debe ser un cuadrivector, por lo que 


C )l -(A+B) ll = A ¡í + B tl 


(28-79) 


en analogía con (1-10). 

Se puede definir un producto escalar de dos cuadrivectores generalizando el resultado 
obtenido para AB en (1-20): 


(Producto escalar) = 2 A^B^ (28-80) 


Después de revisar la definición tridimensional (1-15), es de sospecharse que este producto 
escalar es un invariante. Esto se comprueba con facilidad empleando (28-80), (28-78) y 
(28-69): 


\ 


M ¡i \ v > \ \ 

= 2 A,BÁ 2 = 2 AM X = 2 A v B v 

v\ ' / v\ » 


De (1-17), se llega a definir el cuadrado de la “longitud” de un cuadrivector con el 
productor escalar del cuadrivector consigo mismo; así 


(longitud) 2 = 2 A/ 


(28-81) 


Además del de las coordenadas, se ha encontrado ya un cuadrivector; es la cuadri- 
velocidad U¡¿ cuyas componentes, según se encontró de (28-54) y (28-65), son 


U x = 


u 3 = 


dx { 

V x 

Ul dr 

dr 

[l-(oVc 2 )] 1/2 

dx 3 


II 

dr 

[1 -(S/c 2 )}'' 2 


v y 


[1-(ü 2 /c 2 )] 1/2 


IC 


(28-82) 


[i-(® 2 / í I )] 1/í 


donde v 2 = v 2 + v 2 +v 2 2. Estas cuatro cantidades forman un cuadrivector en razón de lo 
que se demostró en (28-55) y (28-56), en el sentido de que sus propiedades de transforma¬ 
ción son las mismas que las de las coordenadas. 
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Insertando (28-82) en (28-81), se obtiene el interesante resultado de que el cuadrado 
de la “longitud” de la cuadrivelocidad es negativo: 


(longitud) ^ 


2t/„ 2 = 


v x 2 + v y 2 + v z 2 - 

1 — ( V 2 / c 2 ) 




( 28 - 83 ) 


Se define un tensor de segundo orden, 7py, como un conjunto de 16 cantidades 
tales que cada índice se transfonna en la misma forma que los índices de las coordenadas, 
esto es, si (28-67) es válida, entonces 

( 28 ~ 84 ) 

A P 

Se necesitan dos índices para especificar cada componente; de ahí el término 
“segundo orden”. De manera similar, un cuadrivector con índices sencillos se considera 
un tensor de primer orden, en tanto que un escalar invariante es un tensor de orden cero. 
Es posible definir tensores de orden superior por medio de una generalización directa de 
(28-84), pero aquí no habrá necesidad de ello. 

Se dice que un tensor es simétrico si T^p = 7Vp, por lo que sólo tiene 10 compo¬ 
nentes independientes. Untensoresan tisimétrico si Tpn=—T^p, y tiene sólo 6 componentes 
independientes puesto que los elementos de la diagonal deben ser igual a cero, esto es, 7¡úP = 
0. Un tensor no tiene que ser simétrico o antisimétrico, pero si lo es, esta propiedad de 
simetría no cambia con una transformación de Lorentz; esto es, si T^p es simétrico (o 
antisimétrico), es también simétrico (o antisimétrico). Se puede probar esto para 
ambos casos a la vez escribiendo T[¿ v = ± T v ^ y empleando el signo superior para el caso 
simétrico y el inferior para el antisimétrico. Empleando esto en (28-84) se encuentra que 


V = 2 

Xp 


= ± 2 

Xp 


( 28 - 85 ) 


Si ahora se intercambian p y ven (28-84) y después se intercambian Xy p, se obtiene 

V = 2 í'UríV, T Xp = 2 T p x (28-86) 

Ap Ap 

Comparando (28-86) con (28-85), se que que T¡u> = -Tv\x eligiendo los signos de tal modo 
que sean los mismos que se eligieron originalmente, demostrándose así que no se ha 
cambiado la propiedad de simetría. 

Un importante ejemplo es 


F^A^B-A^ ( 28 - 87 ) 

Escribir estos 16 números como F^p no basta para probar que F^p sea en realidad 
un tensor, aunque si lo es, será antisimétrico. A fin de demostrar que F^p tiene en rea¬ 
lidad las propiedades correctas de transformación, se sustituyen (28-78) en (28-87) y se 
encuentra que 
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v-4*- 


-<b;- 


2 a f t\ a ¡ ;,A\B p — 2 a^a^ApB^ 

A p Ap 


= 2 2 a px a vp F Xp ( 28 - 88 ) 

Ap Áp 


que es exactamente lo que se requiere por la definición (28-84). Se ve también que si 
¡ u, y = 1,2, 3, entonces las componentes de F¡jp son exactamente las del producto cruz 
tridimensional conocido, A X B, según se muestra en (1-27). Por consiguiente, se ve que el 
producto cruz es en realidad un tensor y no un vector. 

De manera similar, se puede demostrar que las siguientes cantidades son cuadri¬ 
vectores: 


B p = 2 A y T vp C p = 2 T^A, 

V V 

De acuerdo con la regla de la cadena para diferenciación de una función de variables 
no primas dadas, con respecto a variables primas diferentes, se tiene 


3 _^ 3x„ 9 


dx p “ 3*/ 3x„ 


( 28 - 90 ) 


según se ha empleado ya para obtener (28-8) de (28-7). Se ve de (28-74) que djc v /9x= 
0 ¡pi>, por lo que (28-90) resulta ser 


3*/ ^“^dx, ( 28 ~ 91 ) 

Comparando (28-91) con (28-78), se ve que los cuatro operadores d/dx u se transforman 
exactamente como un cuaárivector. Este hecho permite definir un operador del tetra- 
dimensional, □, con las componentes 


□ = 


J_3_3_3_ 

3x, ’ dx 2 ’ 3x 3 ’ 3 x 4 


( 28 - 92 ) 


y emplearlo de modo análogo al operador v tridimensional dado en (1-41). 

Si 'I' es un invariante, se puede definir un gradiente, □\I / , como el cuadrivector 
cuyas componentes son d^/dx^ como en (1-37). De manera similar, se puede definir 


V H 

“7 dx „ 


(un invariante) 


Laplaciano tetradimensional: 


□ 2 =2 



v 2 - 


±11 

c 2 3f 2 


( 28 - 93 ) 


(un invariante) 


( 28 - 94 ) 
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C = —- —7T — — (un tensor antisimétrico) (28-95) 

dXp dx„ 

Divergencia de un tensor: 

37 ^ 

2 = D fí (un cuadrivector) (28-96) 

v vXp 

Se observa que el Laplaciano tetradimensional es en realidad el operador d’Ale Hi¬ 
bernarlo en el vacío dado por (22-17). Además, si p, v #4 en (28-95), entonces se ve de 
(1-43) que las componentes correspondientes de C^ son las componentes del rotacional 
tridimensional, V XA. 

A pesar de que todo el material de esta sección es tan interesante, resulta natural 
preguntarse por qué se discute aquí. Si en este texto se aborda la interrogante acerca del 
significado del primer postulado, se ve que expresa, en efecto, que no puede existir 
una manera de hacer una distinción absoluta entre dos sistemas que se mueven con 
velocidad constante uno respecto al otro. Además, se encontró del segundo postulado que 
las observaciones hechas en los dos sistemas están correlacionadas por medio de la trans¬ 
formación de Lorentz. Combinando estos dos resultados, se verá inmediatamente que 
se puede expresar que la consideración simultánea de ambos postulados requiere que las 
leyes de la física, formuladas apropiadamente sean de forma invariable cuando están 
sujetas a una transformación de Lorentz, esto es, deben ser covariantes con respecto a la 
transformación. A fin de demostrar que esto debe ser así véase, en un caso muy sencillo, 
cuáles serían las consecuencias en caso contrario. Supóngase que una ley particular bajo con¬ 
sideración tuviera la forma general íf -— § + X. Supóngase también que al referir todo al 
sistema primo por medio de una transformación de Lorentz resulta que ff' — § ' + 'X' + £ ' 
donde e depende del sistema primo en particular. Esta ecuación evidentemente es no co¬ 
variante y, de hecho la misma existencia del término e ' permitiría hacer distinción entre 
los diferentes sistemas de una manera absoluta. Puesto que esto alteraría el primer postulado, 
se puede apreciar la razón de la necesidad de la covariancia con respecto a una trans¬ 
formación de Lorentz. 

Recién se ha visto que los cuadrivectores y los tensores de segundo orden son 
covariantes por definición. Así, resulta evidente que si se expresaran todas las leyes 
físicas en forma cuadrivectorial o tensorial, serían de manera automática covariantes 
con respecto a una transformación de Lorentz y, en consecuencia, satisfarían ambos 
postulados. Con esto en mente se puede ver, en esencia, lo que se hará después. Se ob¬ 
servarán algunas leyes físicas para apreciar si se pueden escribir en términos de cuadri¬ 
vectores o tensores. Si ya lo están o se les puede expresar con facilidad, no se necesita 
hacer nada más en razón de que se sabe que ya son válidas en relatividad especial. Si 
las leyes no son covariantes pero son correctas en el caso no relativista, entonces la 
tarea a desarrollar consiste en tratar de generalizar estos resultados de modo que se les 
pueda expresar en forma cuadrivectorial o tensorial y sean así compatibles con la rela¬ 
tividad especial. No obstabte, en esta última situación se deberán tener presentes dos 
puntos. Primero que todo, las generalizaciones se deberán reducir siempre a los resulta¬ 
dos válidos conocidos en su límite no relativista. Segundo, las generalizaciones reque¬ 
rirán aún de su comprobación por la vía experimental, en razón de que el proceso de 
generalización a la forma cuadrivectorial o tensorial no conduce necesariamente a un 
resultado único. 
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284 Mecánica de las partículas 

Siendo el electromagnetismo lo que aquí interesa principalmente, algo que resulta de igual 
importancia en física es la mecánica de los puntos masa, la cual proporciona una buena 
ilustración de lo examinado al final de la última sección y que se considerará en forma breve 
en ésta. 

La ecuación básica de la mecánica no relativista de una masa punto sujeta a la fuerza 
neta f es 


l=& (28-97) 

donde 

p = m 0 v (28-98) 

es el momento lineal de la partícula en términos de su velocidad v y de su masainercial 
(o en reposo )m. 0 . Es obvio que la ecuación 28-97 no está en forma cuadrivectorial o 
tensorial, dado que sólo tiene tres componentes y la derivada es con respecto al tiempo, 
del cual se sabe que no es un escalar invariante. Por lo tanto, estas ecuaciones se deben 
generalizar a fin de que satisfagan los requisitos de la relatividad especial. 

Se inicia con el momento lineal. Aunque v no es un cuadrivector, está íntimamente 
relacionado con la cuadriveloeidad = cíx^Jút . En consecuencia, una posible generaliza¬ 
ción de (28-98) consiste en emplear el escalar invariante m 0 y definir el cuadrimomento 
Pn como 




(28-99) 


Se puede escribir esto en forma de componentes, empleando (28-82) para obtener 


Pj = 


m 0 Vj 


[l-(n 2 /c 2 )] 


1/2 


U= 1,2,3) 




im 0 c 


[\-(v 2 /c 2 )] 


1/2 


(28-100) 


Se ve que conforme v/c -+ 0, P¡ -*■ m 0 Vj, lo cual es (28-98), por lo que (28-99) parece ser 
una elección razonable. Por el momento se hace caso omiso de la componente extra P A 
que se ha introducido en esta forma. 

A fin de obtener una ecuación de movimiento análoga a (28-97), se deriva (28-99) 
con respecto al invariante dr y se define la cuadrifuerza F¡j por medio de 




TT\- 

dr dr 


m n 


d\ 

¿T 2 


(28-101) 


para obtener la generalización deseada de la ecuación newtoniana; al cuadrivector se le 
denomina también fuerza de Minkowski. 

Para relacionar (28-101) con las componentes ordinarias de fuerza, se puede sustituir 
dr de (28-52), obteniéndose 



(28-102) 
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y las primeras tres componentes de ésta según se encuentran empleando (28-82) son 




™ 0 Vj 

[l-(u 2 /c 2 )] 1/2 


=fj 


(28-103) 


donde ,las f¡ deben ser las componentes x, y, z de la fuerza ordinaria f, puesto que (28- 
103) se debe reducir a (28-97) y (28-98) combinadas cuando v/c -4 1. Por lo tanto, las 
primeras tres componentes de la fuerza de Minkowski están relacionadas con la fuerza 
ordinaria por medio de 


F J = 


fi 


[l-(t5 2 /c 2 )] 


1/2 


(28-104) 


En cálculos prácticos, por lo general, no se desea tratar con la cuadrifuerza sino que 
se prefiere emplear justamente las tres ecuaciones (28-103); así, resulta práctica común 
escribir 


f = 


d_ 

dt 


m 0 \ 

[l-(»Vc J )] ,/2 


(28-105) 


y llamar a esta expresión la ecuación relativista de movimiento. Además, si aún se desea 
considerar a la fuerza como la razón de cambio del momento lineal, se puede escribir 
(28-105) como f = dp/dt, donde 

yyj 

p = mv y m = - 5 - -r (28-106) 

[i-(ü ! A ! )]' /2 

A la cantidad m introducida en esta forma se le denomina entonces la masa de la partícula, 
en razón de la analogía con (28-98). Si se sigue este procedimiento, (28-106) propor¬ 
ciona la base para el enunciado común de que la masa de una partícula ya no es una constante 
sino que se incrementa con la velocidad. 

Por otra parte, no es del todo necesario interpretar en esta forma dichos resultados, 
y el hacerlo así obedece a un deseo natural de escribir el momento lineal como siempre, o 
sea, como el producto de la masa y de la velocidad ordinaria v y no como el producto de 
la masa en reposo m 0 por una nueva función de la velocidad. De hecho, tal enfoque con¬ 
tradice en realidad la filosofía básica del enfoque covariante de la relatividad, en razón de 
que (28-106) no está en forma cuadrivectorial. Se tiene una mayor concordancia con los 
conceptos relativistas al adjudicar una propiedad escalar invariante - la masa en reposo 
m 0 a la partícula y después definir el momento cuadrivectorial como el producto de 
este invariante escalar con la velocidad cuadrivectorial, exactamente como se hizo en 
(28-99). 

Se ha visto que el proceso de generalización condujo de la ecuación de tres com¬ 
ponentes (28-98) a la (28-99), la cual tiene cuatro componentes. Se vio que a las primeras 
tres componentes de se les puede dar una interpretación adecuada, y ahora se debe 
considerar la componente “extra”, la cual después de todo resulta familiar en cierta 
medida. 
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Defínase la cantidad W por medio de 


P* = 


iW 

c 


por lo que (28-100) da 


W= 


mpc 2 

[1 -(v 2 /c 2 )]' /2 


(28-107) 


(28-108) 


A fin de interpretar esta expresión, véase lo que resulta cuando v/c -4 1. Desarrollando el 
denominador con el empleo de (8-6) se encuentra que 


W= m 0 c 2 | i + ~ + - • j = m 0 c 2 + ^ m 0 v 2 + • • • (28-109) 

Se puede reconocer al momento el segundo término, dado que es simplemente la energía 
cinética de la partícula en mecánica newtoniana. Por consiguiente, parece muy razonable, 
en este caso más general, llamar a W la energía total de la'partícula. Se ve que, si la 
partícula está en reposo ( v = 0), el valor de E es m 0 c 2 , el cual se denomina energía en 
reposo. En consecuencia es costumbre considerar a la energía total de la partícula como 
compuesta de dos partes—una parte intríseca debida a su masa en reposo (la energía en 
reposo) y la parte adicional, la cual aparece cuando la partícula está en movimiento. Así, 
si se considera a T como la energía cinética, se puede escribir 

W = m 0 c 2 + T (28-110) 


T 



[1 


(v 2 / c 2 )] 1/2 


(28-111) 


de acuerdo con (28-108). 

Así, la cuarta componente del cuadnmomento ha resultado ser simplemente propor¬ 
cional a la energía de la partícula. Esto demuestra que el momento lineal y la energía de 
una partícula no se deben considerar como entidades diferentes, sino simplemente como 
dos aspectos de les mismos atributos de la partícula, dado que ellos aparecen como com¬ 
ponentes separados del mismo cuadrivector. 

Esta última observación se puede ilustrar en forma cuantitativa. Puesto que P^ es 
un cuadrivector, se transforma de acuerdo con (28-78), y si se emplea la segunda forma 
de ésta para la tranformación de Lorentz particular dada por (28-77), se obtiene 

P x=y[ P x'+ ^ W ') P y = P y 


= p : 


W=y(W' + /3cP x ') 


(28-112) 
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demostrándose en forma clara que lo que aparece como energía en un sistema, aparece 
como momento lineal en otro; e inversamente, lo que aparece como momento lineal en 
un sistema es energía en otro. 

Ejemplo 

Partícula en reposo en S'. Aquí v' = 0 por lo que P x ' — P y ' - P z ' = 0 y W’ - m 0 c 2 por 
(28-100) y (28-108). Insertando estas expresiones en (28-112) y empleando (28-26) y 
(28-27), se encuentra que 


P = 


m n V 


\-(V 2 /c 2 )] 


1/2 


w= 


m 0 c 


[l-(V 2 /c 2 )] 


1/2 


(28-113) 


y P y - P z — 0. Estos resultados son exactamente lo que se debe esperar por (28-100) y 
(28-108), puesto que desde el punto de vista del observador en S, la partícula se está 
moviendo a lo largo del eje x con velocidad V. Así, la partícula tiene sólo energía (en 
reposo) en S ', pero tiene tanta energía como impulso con respecto a S. 

Se puede ver ahora el significado de la cuarta componente de la fuerza de Minkowski. 
Se encuentra de (28-101), (28-107) y (28-52) que 


F* 


dP 4 _ i dW 
dr c dr 


_ í dW 

c[l-(v 2 /c 2 )] í/2 dt 


(28-114) 


y es proporcional a la razón temporal de cambio de la energía, o a la razón con que la 
fuerza está efectuando trabajo sobre la partícula. 

Esto se puede ver en otra forma muy diferente, la cual constituye una justificación 
adicional para la interpretación de W como la energía. Se encuentra de (28-99) y (28-83) 
que 


= U 2 =-m 0 2 c 2 (28-115) 

¡>. ¡i 


y, derivando esta expresión con respecto a r y empleando (28-101), se obtiene 


a u 


(28-116) 


[Puesto que el producto escalar de Pp y P'¡± es cero, se puede decir que el cuadrimomento 
y la cuadrifuerza son siempre “perpendiculares”, por analogía con (1-15)]. Si se escribe 
en forma completa y en detalle (28-116) y se emplean (28-100), (28-104) y (28-114), 
se obtiene 


P 4 F 4 = - 2 PjFj = 
j -1 


P F=- 


m n v- f 


1-(ü 2 /c 2 ) 
im 0 c 

,2 / „ 2 \ 11/2 


[l-W/c 2 )] l/2 )[c[l-(v 2 /c 2 )] 


dW 
2\ 11/2 dt 
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(28-117) 

Este resultado demuestra en forma explícita que la razón temporal de cambio de W es 
igual a la razón con la cual la fuerza efectúa trabajo sobre la partícula y, puesto que ésta 
es la definición de la razón de incremento de la energía en mecánica, resulta justamente 
lo que debe esperarse encontrar a partir de la interpretación de W. 

A la energía se le puede expresar también en términos del momento lineal escribiendo 
(28-115) en forma completa y empleando (28-107). El resultado es que 

1F 2 =C 2 ¿ i J / + (m 0 c 2 ) 2 = (Pc) 2 + (m 0 c 2 ) 2 (28-118) 

7 = 1 

el cual es un punto conveniente para iniciar el desarrollo de la formulación Hamiltoniana 
de la mecánica relativista. 

Otros aspectos importantes de la mecánica que aún no se han analizado en forma 
explícita son las leyes de la conservación del momento y de la energía. Puesto que se 
ha visto que ya no resulta adecuado considerar al momento lineal > a la energía como 
entidades separadas, parecería que la generalización relativista natural sería simplemente 
la conservación del cuadrimomento. De hecho, esto es exactamente lo que se ha encon¬ 
trado como correcto en forma experimental y, además, esta ley generalizadora de la 
conservación es válida para un sistema de partículas, aun cuando el número de partículas 
y sus masas en reposo sean diferentes en los estados iniciales y finales. El concepto de la 
conservación del cuadrimomento es particularmente útil en el estudio de las colisiones. 
En forma cuantitativa, esta ley de conservación se puede escribir como las cuatro ecua¬ 
ciones 


dW 

dt 


= v f 


í CO)= £ W> (m = 1>2,3,4) 

j =1 k — 1 

donde P¡j_ h (j) es la componente¿u-ésima del cuadrimomento de la partícula j-é sima antes de 
la colisión (o interacción general); de manera similar, el índice superior derecho indica los 
valores después de la colisión. Esta ecuación permite también que el número de par¬ 
tículas cambie de N a N 1 . El hecho de que se conserve la suma de P* demuestra que las 
energías en reposo y la energías cinéticas no necesitan conservarse en forma individual 
aun cuando su suma sí. En otras palabras, la masa en reposo y la energía cinética se deben 
convertir una en la otra. Esta ley de conservación se ha verificado bien de manera expe¬ 
rimental, particularmente en reacciones que comprenden núcleos atómicos y colisiones 
de partículas de alta energía de diferentes clases. La excelente concordancia con el aspecto 
experimental proporciona una evidencia adicional en favor de la corrección básica de la 
relatividad especial. 


28-5 Electromagnetismo en el vacío 

En contraste con la mecánica, se verá que el electromagnetismo, según lo describen las 
ecuaciones de Maxwell para el vacío, es ya covariante con respecto a transformaciones de 
Lorentz. No se requirió esto en forma directa, aun cuando el segundo postulado se ocupó 
de la invariancia de una de las consecuencias de las ecuaciones de Maxwell. 
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En principio, se sabe por (28-91) cómo se transforman los operadores diferenciales 
en las ecuaciones de Maxwell, pero serían también convenientes las propiedades de trans¬ 
formación de p, J, E, B, A y ip . 

Se empieza con la ecuación de continuidad (12-13), la cual expresa la propiedad 
fundamental de la conservación de la carga. En realidad se desea que ésta sea covariante, 
esto es, se desea que 


V-J+^=0 y V'-J'+|£=0 (28-119) 

Si se introducen cuatro cantidades J¡j por medio de las respectivas igualdades dadas por 

(J 1 ,7 2 ,7 3 ,/ 4 ) = (J x ,J y ,J z ,icp) (28-120) 

y se emplea (28-65), se encuentra que (28-119) se puede escribir como 

2^-o y 2 S - 0 ( 28 -> 2 >) 

n n OXp 

La comparación de esto con (28-93) demuestra que tiene la forma de la divergencia de un 
cuadrivector, haciendo sospechar que el mismo es en realidad un cuadrivector. 

Considérese un elemento de volumen d í Y en un sistema coordenado S en el cual las 
cargas tengan una velocidad v; la carga total en d a íes pd^. Ahora considérese un sistema 
coordenado S 0 en el cual las Cargas estén en reposo (v 0 = 0);aéstesele denomina sistema en 
reposo. En el elemento de volumen d % de S 0 , que corresponde a d'Yde S, la carga total 
es p 0 rf%, donde p 0 es la densidad de carga en el sistema en reposo. No parece muy razo¬ 
nable esperar que la unidad de carga elemental básica-la de un protón o un electrón-cambiará 
sólo porque se le observe en otro sistema de coordenadas. Entonces, puesto que toda la 
carga es un múltiplo entero de esta unidad, como se mencionó con relación a (12-1), 
la forma de determinar la carga total es, en esencia, contar para encontrar un entero 
definido. Puesto que un entero es un invariante, se concluye que es razonable suponer que 
la carga total es un invariante. Esto da 

p 0 r/% = p í / c V (28-122) 

En este caso, la velocidad relativa de los sistemas S y S 0 es v. Puesto que se contraen las 
dimensiones a lo largo de la velocidad relativa, de acuerdo con (28-33), mientras que 
las dimensiones transversales al movimiento relativo no resultan afectadas, los dos volúme¬ 
nes están relacionados por medio de 


d c V={l-^)¡ /2 d% (28-123) 

Combinando esto con (28-122) se obtiene la fórmula de transformación para densidades 
de carga: 

Po 

[l-(n 2 A 2 )] 1/2 


P = 


(28-124) 
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En (12-3) se encontró que las densidades de corriente y de carga están relacionadas 
por J = pv. Empleando esto, junto con (28-1 24) y (28-82), se encuentra que 


J x =pv x = 


P 0 V x 


[i -(c 2 A 2 )r 


1/2 


= PoUi 


De manera similar, se encuentra que J y = p 0 U 2 , J z = p 0 U 3 , icp = p 0 U A , por lo que(28- 
120) se puede escribir como 


4=Po^ (28-125) 

Esto demuestra que Jp es en realidad un cuadrivector, puesto que es el producto de otro 
cuadrivector (la cuadrivelocidad) y el invariante escalar p 0 (densidad de carga del sistema 
en reposo). A este cuadrivector se le denomina cuadricorriente. Así, la ecuación de con¬ 
tinuidad (28-1 21) ha sido escrita de manera correcta en forma covariante. 

La propiedades de transformación de J^ están dadas por (28-78) o, para poner esto 
en otra forma, se ve que J x ,J v ,J z ,p se transforman comox.r, z, t, respectivamente. Por 
lo tanto, para la transformación particular de Lorentz (28-24), se puede decir de inmediato 
que 


J x ' = y(J x -Vp) j; = j y 

J ‘ =J ‘ p,=y [ p ~^ J *) 
mientras que las ecuaciones inversas 

= y(J x + y?) p =y(p' + ^ j 


(28-126) 


(28-127) 


proceden de (28-25). 

Ejemplo 


Corriente de convección. Supóngase que S' está fijo dentro de un cuerpo material que se 
mueve con velocidad constante v en relación con S. Entonces se puede emplear (28-127) 
si se sustituye V por v. Si se va ahora al límite no relativista donde v/c < 1, de manera que 
X ~ 1, entonces (28-127) da 


J x ~Jx + V P P—p' (28-128) 

Mientras la densidad de carga permanezca constante, la densidad de corriente observada 
en S es la suma de J x ' observada en S' y la corriente de convección vp debida al movi¬ 
miento de la densidad de carga p' con respecto a S; se han mencionado ya corrientes de 
convección que aparecen justo en esta forma, al final de la sección 12-2. 

Si se definen las cuatro cantidades A^ por medio de 


{A 1> A 2 ,A 3 ,A 4 ) ^A x ,A y ,A z , ^ j 


( 28 - 129 ) 
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entonces, con el empleo de (28-94) y (28-120), se pueden combinar las cuatro ecuaciones 
(27-1) y (27-2) en 


(28-130) 

puesto que 

□ 2 0'<í>/ c)=- ¿p/c€ 0 = -Jjc\= - p 0 J 4 
La condición de Lorentz (27-3) resulta ser entonces simplemente 

„ dA 

2 3-=° (28-131) 

Puesto que (28-130) demuestra que operando sobre A^ con un invariante se llega a un 
cuadrivector, se ve que Ap es un cuadrivector; a éste se le denomina cuadripotencial. 

Las ecuaciones 28-130 y 28-131 son las formas covariantes de las ecuaciones de 
Maxwell cuando se escriben en términos de los potenciales. Ahora se pueden considerar 
los campos E y B. 

Puesto que se ha estado obteniendo B de B = V XA, parece que seria útil investigar 
la versión tetradimensional de esta ecuación según se expresa en (28-95). Por consiguiente, 
se define el tensor de campo electromagnético antisimétrico, por medio de 


V dx. 


(28-132) 


Después se encuentra, por ejemplo, con el empleo de (28-129), que 
f - dA 2 dA i _ dA y dA x 

12 dx 2 dx 3y z 


De manera similar 


f = ^ A * _ _ i 3<j> 

14 9x, 9x 4 c dx 


ic 3 1 



puesto que E - - V <t> — (3A/3 1). Continuando en esta forma se encuentra que E y B apa¬ 
recen en las componentes de como sigue: 


0 B z 

~B Z 0 

B y ~B X 

iE x iE y 


B x 

0 

iE z 



(28-133) 


c 


c 


c 


0 
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Puesto que se sabe cómo se transforman las componentes de un tensor, se pueden encontrar 
las propiedades de transformación de las componentes del campo; se regresará a esto en 
breve. 

Se puede demostrar entonces que todas las ecuaciones de Maxwell, cuando se 
escriben en términos de los campos, están contenidas en el siguiente sistema covariante 
de ecuaciones: 

fv + ^ + ^ =0 (28-134) 

QX V OXx vX p 

(28-135) 

A fin de ver cómo ocurre esto, considérese la primera componente de (28-134), osea,la 
forma en la cual no aparece el índice uno ; enpleando(28-133) se encuentra que es 

M* , = + + 

9x 2 9x 3 9x 4 c dy c dz ic 9 1 

la cual se puede escribir en la forma 

dy 9 z 9/ 

que es la componente x de X E = - 9B/9 1. De manera similar, se puede demostrar que 
las componentes restantes de (28-134) dan las componentes y y z de la ley de Faraday, 
así como V B- 0. 

Si se hace p = 1 en (28-135), y se emplean (28-133) y (28-120), se obtiene 

Mí + Ml + Mi + Mí- i + ÍM 

9x, 3x 2 dx 3 dx 4 1 dy 9 z ic dt \ c ) 

lo cual también se puede escribir como 

r 1 ÍM 

dy dz ^ x c 2 dt 

que es la componente x de V X B = p 0 J +c“ 2 (9E/9t), esto es la forma de (21-33) para el 
vacío. Las dos componentes restantes de esta ecuación se obtienen para p = 4 en (28-135) 
se encuentra, naturalmente que el resultado es la ecuación de Maxwell restante para la 
versión en el vacío de (21-30) a (21-33); esto es, V • E = p/e 0 . 

De acuerdo con (28-84), las componentes del tensor de campo electromagnético 
se transformarán como 

-/la' 2 @fjX^ppf\p 

Ap 


(28-136) 
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y se puede emplear esta expresión junto con (28-133) para obtener las fórmulas de trans¬ 
formación para E y B. Se hará esto sólo para la transformación particular de Lorentz 
descrita por medio de (28-77). 

Corno ejemplo se considera la componente 14 de (28-136). Recordando que = 
~f\p, se obtiene 


f\4 ~ 2 a IA a 4 pfkp — 2 a ]\( a 4\ f\ 1 "*■ a 44f\‘d 

C \p A 

= a \\( a 4 \ J \ 1 a 44 J 14) a \ 4 ti . a 4 \ /4I + a 44/44) 

= («| 1^44 a \4 a 4\)f\4 = ("f — Y )/ 14 


y por lo tanto, E x ' = E x . De manera similar, se encuentra que la componente 42 de (28- 
136) conduce a 


f47. — — 2 a 4\ a 2pf\p— 2 a 4\ a 2lf\2 

C \p A 

= a 4l / l2 + « 44 / 4 , = (- ¿0- y) B 2 + y | j 

por lo que E y ' ~ y (h' v j5c B- ) = 7 (£',. K/ie). Continuando este proceso se encuentra el 
conjunto completo de fórmulas de transformación, el cual es: 

E*' = E, 

E t ' = y(E_ Vil) 

E,' = y(E, + VB y ) 

1 as transformaciones inversas son 

E* = E X ’ 

y se obtienen intercambiándolas cantidades primas y 110 primas y cambiando el signo de V. 

Ahora que se tienen estos resultados, se puede ver que ya no es necesaria la restric¬ 
ción al caso en el cual la velocidad relativa V de S' con respecto a S es a lo largo del eje 
.r. Ya que 1a. corriente del eje .v es por completo arbitraria, se pueden introducir las 
componentes del campo paralelas (II) y perpendiculares (i) a la dirección de la traslación 
relativa, y se puede escribir (28-137) en la forma general: 


E'-E 


VE, 

B' = y{B v +~~) 


(28-137) 


VE. 

B z ' = yíB : --~f) 


E v = y{E y '+ VB/), etc. 
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Ej/ = y(E x + VXBJ B x ' = Y (B x -^XE 1 ) (28-138) 

c 

— y(e+VXB) x = y(B — —j XE) x 

c 

donde se tiene E = E|| + El y B = B|| + Bj_. 

Se nota que en el límite no relativista, V/c <€ 1 , 7 - 1 y (28-138) resulta ser E* ~ E H 
V X B y B' ~ B. F.l primer resultado es exactamente (28-1) con v sustituida ahora apro¬ 
piadamente por V, el cual se dedujo considerando la ley de Faraday con el auxilio de la 
ley de la fuerza de Lorentz. 

Estos resultados demuestran en forma clara que los vectores E y B de los campos 
eléctrico y magnético, en realidad no tienen existencia independiente como entidades se¬ 
paradas. El complejo fundamental es el tensor de campo f¡jy y la resolución en componentes 
eléctrica y magnética es en todo relativa al movimiento del observador. Esto se puede 
ilustrar muy bien considerando dos ejemplos extremos. 

Ejemplo 


Caso eléctrico puro en S. Supóngase que E ¥= 0, pero que B = 0. Entonces se encuentra 
de (28-138) que en S' se tendrá 


por lo que 


B||'=0 

B's=B x ' = 


E x ' = yE x 


B x '=-^VXE Í 


VXE x ' VXE' 


(28-139) 


puesto que V X E|| ’ = 0. Así, lo que parece ser puramente un campo eléctrico a un 
observador, aparece como un campo combinado eléctrico y magnético a un segundo ob¬ 
servador en movimiento con respecto al primero. 


Ejemplo 


Caso magnético puro S. Ahora supóngase que E = 0 en tanto que B =Y= 0. Entonces se 
encuentra de (28-138) que en S' se tendrá 

B I¡' = B II B x ' = yB x 

Eh' = 0 E x ' = yVXB x 


por lo que 


E'=E x ' = VXB x '=VXB' 


(28-140) 
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y lo que parece ser puramente un campo magnético para un observador parecerá ser tanto 
un campo eléctrico como uno magnético a un observador en movimiento relativo con 
respecto al primero. 

Las ecuaciones de transformación (28-137) ó (28-138) aveces permiten resolver con 
mayor facilidad ciertos problemas, dado que es posible elegir un sistema de coordenadas 
en el cual se pueda encontrar con gran facilidad la respuesta y se puedan obtener después 
los resultados deseados por medio de una transformación retrospectiva al sistema real de 
interés. No se obtendrán de esta manera resultados que no se puedan obtener por medio 
de la solución de la ecuaciones de Maxwell, pero el problema resulta por lo general más 
fácil y rápido cuando es aplicable tal método. En las siguiente sección se ilustra este 
método con un ejemplo instructivo e importante. 


28-6 Campos de una carga puntual en movimiento uniforme 

Se considera una carga puntual, q, moviéndose con velocidad constante, v, con respecto 
al sistema S, según se muestra en la figura 28-7. Se tiene interés en los campos asociados 
con esta situación de estado estacionario, esto es, no se considerarán los efectos de la 
aceleración inicial de la carga durante la cual se sabe por (27- 70) que ella irradiará. 

Una buena elección para S' podría ser el sistema en el cual q está en reposo en el 
origen, porque entonces el campo S ' es justamente el campo coulombiano electrostático 
de una carga puntual; así se obtiene 

E'= ——— B'=0 (28-141) 

donde r’ es el vector de posición del punto donde el campo va a ser evaluado y 


,'2 = U2 +/ 2 + z ,2 (28-142) 

Insertado (28-141) en (28-137) y empleando (28-142), (28-24) y (28-23), con v 
sustituyendo a V, se encuentra que una de las componentes del campo en S es 

E=E' = qx '- = _- (28-143) 

4t«</ 3 47re o [Y 2 (x-ü0 2 +J 2 + 2 2 ] 3/2 



Figura 28-7. La carga puntual q se está moviendo con velocidad constante con respecto a S. 
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donde ahora 


1 

[i-(o7 ñ]‘ /2 


(28-144) 


Será conveniente expresar esto en términos de la posición de q con respecto a S. Si se 
hace X - vt, de modo que las coordenadas de q sean (Jé, 0, 0), se puede también escribir 
(28-143) como 


E = 


qy{x-X) 


Am Q [y 2 (x-X) 2 +y 1 +z 1 ] 


213/2 


(28-145) 


Las otras dos componentes de E se pueden encontrar a partir de las formas inversas 
apropiadas de (28-137), y los resultados son 


4 = 


qyy 


4 7 re 0 [y 2 {x - X) 2 + y 2 + z 2 f /2 


E = 


qyz 


47re 0 [ y 2 (x — X) 2 +y 2 + z 2 ] 3/2 


(28-146) 


(28-147) 


Estas últimas tres ecuaciones dan el campo eléctrico en el punto (x,y, z ) en S, cuando la 
carga puntual q está en ( X , 0, 0) en el mismo sistema. 

Se podría encontrar también el valor de B por medio de (28-137), pero es más 
sencillo emplear sólo el resultado (28-139) obtenido para el caso eléctrico puro. Así, 
cuando se toma en cuenta el intercambio de S y S' se obtiene 


B = 


vXE 


(28-148> 


de lo cual se podrían encontrar las componentes explícitas de B si se deseara. Se ve que 
las líneas de B son círculos cuyos centros están sobre la línea de movimiento de la carga; 
esto es razonable en virtud del reconocimiento previo de la equivalencia de una carga en 
movimiento con un elemento de corriente. 

Así, se ha encontrado la solución exacta a este problema de una manera comparativa¬ 
mente sencilla. A fin de investigar las características de este campo, es algo más fácil ob¬ 
servarlo en el instante en que la carga está en el origen en S, esto es, cuando t = 0. La 
estructura básica del campo será la misma en todos los tiempos posteriores, y se puede 
obtener simplemente trasladando el resultado para t = 0 a lo largo del eje x, con velo¬ 
cidad v. Haciendo X = 0 en (28-145) a (28-147), se encuentra que se puede escribir E en 
términos del vector de posición r del punto del campo en S como 


47 re 0 ( y 2 * 2 +y 2 + z 2 ) 3/2 


(28-149) 
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Figura 28-8. Los campos de una carga puntual con movimiento uniforme. 

lo cual demuestra que E está dirigido en forma radial hacia afuera de la carga, en tanto 
que (28-148) demuestra que B es perpendicular al plano de v y E. En la figura 28-8 se 
ilustra esta situación. 

Es útil expresar los resultados en términos de la distancia r desde la carga y el 
ángulo 6 que forma r con la dirección de la velocidad. Se ve por la figura queje =r eos 6 
mientras que y 2 + z 2 = r 2 sen 2 0, por lo que 

y 2 x 2 +y 2 + z 2 = r 2 y 2 (l — /3 2 sen 2 #) 
donde ahora (3 = vjc. Sustituyendo (28-150) en (28-149) se obtiene 

E _ qjl-p 7 )* 

477e 0 r 2 (l — fPscr\ 2 9) i/2 


(28-151) 


(28-150) 


expresión que demuestra que el campo es cuadrado inverso en su dependencia de la 
distancia radial desde la carga, pero que a una distancia dada, su magnitud depende fuerte¬ 
mente de la dirección, en contraste con el simple campo coulombiano. 

A fin de ilustrar la dependencia de la magnitud respecto de la dirección, considérese 
primero dos situaciones extremas. Directamente enfrente o detrás (8 = 0 ó 180° ) se tiene 


E„ = 


4 Trt 0 r 


O-/? 2 ) 


en tanto que a un lado (6 = 90° ) se encuentra que 


E 


c 


q _ 1 

V ( i -/? 2 ) 1/2 


Por lo que, para una carga con movimiento muy rápido para la cual (3 - 1, se ve que, a 
una distancia dada, E\\ es muy pequeño en lamo que E± es muy grande. (Cuando (H- 0, 
ambas componentes resultan iguales entre sí y al campo coulombiano estático). 

En la figura 28-9 se ilustran también estos efectos, mostrándose la magnitud de E a 



0.9 
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una distancia dada, graficada como una función del ángulo 8 para ¡3 = 0.0, 0,5 y 0.9; esto 
es, E/[q/4ne 0 r 2 ] es lo que se muestra. Se ve de nuevo que para una carga con movi¬ 
miento rápido, el campo se concentra en un ángulo pequeño alrededor del plano ecuatorial. 

Es también aconsejable considerar este problema en términos de los potenciales. El 
campo electrostático en S', descrito por (28-141), corresponde a los potenciales 

*'- 4^7 A '"° (28 - 152) 

y por lo tanto, A , ’ = A 2 ' = A 3 ' = 0 y A 4 ' — i<p fe por (28-129). Insertando estos valores 
en la segunda forma de (28-78) y empleando (28-77) y (28-24), se encuentra que los po¬ 
tenciales correspondientes en S son 


_W_ 

47 re 0 [y 2 (x — ü/) 2 + 7 2 + z 2 ] I/2 

IhfL z __ 

c 47r[y 2 (jc -vt) 2 +y 2 +z 2 ]' /l 


(28-153) 

(28-154) 


puesto que A y = A z = 0. 

Si se observa el caso especial para t = 0 y se emplea (28-150), se encuentra que los 
potenciales se pueden escribir como 


<t> = 


_ _ g _ 

477 € 0 r (1 — /? 2 sen 2 0) 1 /2 


A = 


Mo ¿ 7 v 

4nr(\ -/? 2 sen 2 0) I/2 


(28-155) 

(28-156) 


donde r es la distancia desde la carga al punto de campo. 

Se nota que el potencial vectorial tiene la dirección de la velocidad de la carga y 
que, cuando (K 1, A~(jU 0 /4jr)(í/v/r), en acuerdo con (16-14), justificándose así las observa¬ 
ciones de la sección 14-5 acerca de la aplicabilidad de los resultados anteriores a cargas 
moviéndose lentamente. 

Ambos potenciales dependen en la misma forma de 6. Directamente delante (o 
detrás) de la carga, donde 6 ~ 0° ( ó 180° ),<[>- q/4ne 0 r e igual al valor estático. No obs¬ 
tante, cuando 6 = 90° , c¡> = q/[4-ire 0 r(l -(3 2 ) 1 /2 ] = y<¡) estático y es mayor por el factor y. 
En la figura 28-10 se ilustra la dependencia angular general, mostrando a <p l[q¡4ire 0 r] 
como una función de 9 para ¡3 = 0.0,0.5 y 0.9, correspondiendo a los valores de la figura 
28-9. 


Ejercicios 

28-1 Demuéstrese por sustitución directa de (28-24) en (28-7), que la transformación 
de Lorentz conserva la forma de la ecuación de onda, esto es, si 9 2 i p/dx 2 - 9 2 \¡j/c 2 9 1 2 , 
entonces d 2 \jj/dx’ 2 = ñ 2 \¡j/c 2 dt. 

28-2 Si la contracción de Lorentz (28-33) se supone que representa una contracción 
física real de la barra en movimiento, demuéstrese que esto explicaría el resultado del 
experimento de Michelson-Morley. 
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28-3 La vida promedio de un mesón ¿i antes del decaimiento radiactivo, cuando se mide 
en su sistema “en reposo”, es 2.22 X 10' 6 segundo. ¿Cuál será su vida promedio para un 
observador con respecto al cual el mesón tiene la velocidad de 0.99 c? ¿Cuánto viajará 
el mesón en este tiempo? 

28-4 Una barra rígida de longitud /, forma un ángulo 6 con el ej'e x del sistema en el cual 
se encuentra en reposo. Demuéstrese que, para un observador moviéndose con respecto a 
la barra, la longitud aparente L' y el ángulo 6' están dados por 

__ dv (v • f) 

1 (».-’/(•’) j 1/V dt c 2 

28-5 Demuéstrese que dos transformaciones de Lorentz sucesivas correspondientes a las 
velocidades V¡ y V 2 en la misma dirección, son equivalentes a una transformación de 
Lorentz única con una velocidad V = (V¡ +V 2 )/[ 1 +(Lj V 2 /c 2 )\. ¿Este resultado es com¬ 
patible con (28-37)? 

28-6 Demuéstrese que las fórmulas de transformación de velocidades se pueden escribir 
en forma vectorial como v = [v||' I V + (v['/t)I/[ 1 + (V- v r )/c 2 ], donde v||' es la compo¬ 
nente de velocidad paralela a la velocidad relativa V de S y S ', mientras que es la 
componente perpendicular a V. 

28-7 Encuéntrese las leyes de transformación para las componentes de la aceleración, 
a x ~ dv x /dt, y así sucesivamente. 

28-8 Fizeau midió el índice de refracción de la luz en el agua corriente. Su resultado se 
puede expresar en términos de la velocidad de fase v en el medio en movimiento, de ín¬ 
dice de refracción n y velocidad de flujo V, como v = v 0 + V[l — (1 /n 2 )], donde v 0 = 
c/n es la velocidad de fase en el medio estacionario. Demuéstrese que esto procede de (28- 
37) para el caso V/c <4 1. 

28-9 Si los ángulos 6 y 0' de la figura 28-5 son ambos pequeños y si/3 ^ 1, demuéstrese 
que los ángulos están relacionados aproximadamente por 6 — (1 — j3)t?', por lo que su 
diferencia fráccional es(#' — 0)/9'c^fi= yj c . 

28-10 Demuéstrese que [i - (t'' 2 /c 2 )] x /2 /[{ - ( v 2 /c 2 )]^ 2 = y[ 1 + (¡3v x ' /c)] ={ y[ 1 - 

í;3i'v/i l] • i. 

28-11 Verifiqúese quelosa^,, dados en(28-77) satisfacen los requisitos (28-69)y (28-75). 
28-12 Demuéstrese que si L’^/lju-Sp es un invariante para cualquier cuadrivector A 
arbitrario, entonces B^ es también un cuadrivector. 

28-13 Demuéstrese que las cantidades definidas en (28-89) son cuadrivectores. 

28-14 La tUadriace le ración está definida por = dU^dT = d 2 x^/dr 2 ? Demuéstrese 
que sus componentes están relacionadas con la aceleración ordinaria a y la velocidad v 
por medio de- 


1 

[i-(u 2 A 2 )] 


(o t /c 2 )(vi>) 
[l-(u 2 /c 2 )] 


etc. 


. («'/c)(v-a) 

4 [i-(« 2 A 2 )] 2 


28-15 Si k y oj son el vector de propagación y la frecuencia angular de una onda plana 
en el espacio libre, demuéstrese que Am - (K,ico/c) es un cuadrivector. Empléense las pro¬ 
piedades de transformación de k^ para deducir las fórmulas de Doppler y de la aberración, 
(28-47) y (28-49) respectivamente. 

28-16 Dedúzcase el conjunto de coeficientes ff M ¡, que describen una transformación general 
de Lorentz que consiste en una rotación de 30° respecto del eje y más una traslación a 
lo largo del eje x' girando, con una velocidad constante V= \ <¡. 



Campos de una carga puntual en movimiento uniforme 


619 


28-17 Empleando las propiedades de tranformación de la fuerza de Minkowski F¡j_, 
encuéntrense las leyes de transformación para la fuerza f y la potencia dW/dt ordinaria. 
(Los resultados del ejercicio 28-10 podrían ser de utilidad). 

28 18 Para muchos propósitos fuera del alcance de este libro, a la radiación electro¬ 
magnética se le puede tratar como compuesta de pequeños “paquetes” localizados de 
radiación, denominados fotones. Demuéstrese que, si se considera un fotón como una 
partícula de masa en reposo cero y energía total W — hv, donde h es la constante de 
Planck, se pueden obtener las fórmulas de Doppler y de la aberración (28-47) y (28-49 a 
partir de la leyes de transformación para el cuadrimomento p n- 

28-19 Dos partículas, cada una de ellas de masa en reposo ~ M 0 , están unidas por medio 
de un resorte comprimido de masa en reposo despreciable. Las partículas se mantienen 
juntas con una cuerda sin masa y el sistema íntegro está en reposo en un marco de coor¬ 
denadas Sq. Se corta entonces la cuerda y las dos partículas se separan en direcciones 
opuestas, cada una de ellas con velocidad r 0 . ¿Cuál es la energía potencial inicial del 
sistema en S 0 ? Transformando las velocidades a otro marco 5, encuéntrese la energía 
final y el momento lineal, y en consecuencia la energía inicial y el momento, en S. En¬ 
cuéntrese después la masa en reposo del sistema inicial en el marco S , e interprétese el 
resultado. 

28-20 (a) Demuéstrese que las cantidades EBy E 2 - c 2 B 2 son invariantes. ( b) Evalúense 
estas cantidades para una onda plana, (c) Demuéstrese que el enunciado acerca de que E y 
B son perpendiculares tiene un significado absoluto, esto es, que si son perpendiculares 
para un observador, serán perpendiculares para todos los observadores. ( d ) Demuéstrese 
que un campo que es puramente magnético en un marco, no puede ser transformado en 
uno que sea puramente eléctrico en otro marco de referencia diferente, e inversamente. 
28-21 Una carga q está instantáneamente en reposo en S' y sujeta a un campo eléctrico 
E , de modo que la fuerza sobre ella es f' - q E\ Empléense las leyes de transformación 
para la fuerza que se encontraron en el ejercicio 28-17 y para los campos encontrados en 
(28-137) para demostrar que la fuerza en S es exactamente la fuerza de Lorentz f = 
q( E 4 VXB). 

28-22 Demuéstrese que la ecuación relativista de movimiento (28-105) se puede escribir 
en la forma 


m o dv _ (vf) 

[l-(e 2 /c 2 )]‘ /2 dt e 2 


y que si fes la fuerza de Lorentz sobre una carga puntual, q{ E 4-vXB), el segundo miembro 
resulta ser q {E 4-vXB — [(v- E)/c 2 ]v } 

28-23 Demuéstrese que la ecuación de movimiento de una partícula de carga q en un 
campo electromagnético donde la fuerza está dada por f=q(E4 vXB) se puede escribir 
como 


d 2 x 

28-24 Encuéntrese la expresión explícita para el B debido a una carga puntual que se 
mueve de manera uniforme, en términos de R, el vector de posición relativa del punto de 
campo y de la ubicación de la carga. Demuéstrese que el resultado se reduce a (14-28) 
cuan do (K 1 . 

28-25 Demuéstrese que los potenciales 0 y A encontrados para una carga que se mueve 
de manera uniforme, en (28-153) y (28-154), dan los valores correctos de E y B. 

28-26 Encuéntrese el vector de Poynting S para la carga puntual que se mueve de manera 
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uniforme. [Empléese, por sencillez, (28-149)]. Demuéstrese que la potencia neta irra¬ 
diada por esta carga es cero. 

28-27 Una carga puntual q t en r, tiene una velocidad constante v,. Una segunda carga 
puntual q 2 está ubicada en r 2 y tiene una velocidad instantánea v 2 . Encuéntrese la fuerza 
electromagnética total sobre q 2 debida a <¡q . Demuéstrese que cuando el resultado se 
aplica al sistema de la figura 28-2, y si V/c < 1, entonces la fuerza magnética que se en¬ 
cuentra se reduce en forma correcta a (28-10). 

28-28 Una línea recta infinitamente larga, cargada, con densidad de carga lineal X, 
coincide con el eje x del sistema S. Encuéntrense los campos E 1 y fi’ en un sistema S' 
con velocidad V en la dirección de x positiva. Compárese la expresión para B' con la co¬ 
rrespondiente a un alambre conductor de corriente, según se da en (14-17), y demuéstrese 
que concuerdan. Nótese que E' es diferente de cero en el sistema en movimiento. ¿Cuál 
es la diferencia física entre un alambre conductor de corriente y una línea cargada mo¬ 
viéndose en la dirección de su longitud, que explicaría la aparición de E ? 

28-29 Un solenoide ideal infinitamente largo está en reposo en el marco S con su eje 
paralelo al eje y' . Tiene n ' vueltas por unidad de longitud y conduce una corriente esta¬ 
cionaria l'. Encuéntrese E y B dentro y fuera del solenoide para un observador en S para 
quien el solenoide está viajando con velocidad constante V ~ I 7 * Bosquéjense las líneas 
de E e indíquese la naturaleza de la distribución de carga que se debe asociar con tal campo 
eléctrico. Demuéstrese que esta distribución de carga está en concordancia cualitativa con 
(28-127). ¿Observará un campo eléctrico alguien que vea al solenoide moviéndose con velo¬ 
cidad constante en la dirección de su eje? 

28-30 Un dipolo eléctrico puntual de momento p' está en reposo en el origen de s'. 
Encuéntrense los potenciales escalar y vectorial producidos por este dipolo cuando le 
observa alguien en S. ¿Cómo se tranforman las componentes del momento dipolar? Explicar 
cualitativamente el hecho de que A^O. 

28-31 En (27-72) se encontró una expresión para la rapidez total de radiación de una 
carga acelerada. Resultó proporcional al cuadrado del valor retardado de la aceleración, 
esto es, a [a ] 2 = [a] • [a]. Una forma posible de generalizar esto sería sustituir el cuadrado 
de la aceleración real por el “cuadrado” de la cuadriaceleración a^. En esta forma se ob¬ 
tiene 


9- 


6ire 0 c 3 


2kf 


Empléense los resultados del ejercicio 28-14 para expresar esto en términos de la acelera¬ 
ción y velocidad ordinarias, y verfíquese que el resultado se reduce a (27-72) en el límite 
apropiado. (A este resultado general se le conoce como fórmula de Lienard). 



Apéndice 



Movimiento de partículas 
cargadas 


El interés principal hasta aquí ha sido en relación con las propiedades del campo electro¬ 
magnético macroscópico. Se ha encontrado cómo es producido por sus fuentes y se ha 
aprendido cómo describir los efectos integrales de la presencia de la materia. Un empleo 
importante de E y B es controlar el movimiento de las partículas cargadas. Tales efectos 
tienen aplicación en el diseño de aparatos en donde se producen partículas con energías 
cinéticas grandes, que después se emplean en el estudio de reacciones en física nuclear y 
en física de “altas energías”. Aparecen otras aplicaciones en astrofísica y geofísica, en fí¬ 
sica del plasma en general, en magnetohidrodinámica, en el estudio de reacciones termonu¬ 
cleares y en la construcción de dispositivos que emplean haces de partículas cargadas. No 
obstante aquello, este estudio se reducirá sólo a situaciones relativamente sencillas y básicas. 

Se supone que la fuerza neta, f, sobre una partícula de carga q y posición r es la fuer¬ 
za de Lorentz, qíE + vXB), donde v = dv/dt es la velocidad de la partícula. Igualando esto 
con la masa m Q por la aceleración, se obtiene la ecuación de movimiento 

moJ=í(E + vXB) (A-l) 

El empleo de m 0 demuestra que se considerarán sólo casos no relativistas. En la situación 
más generalizada tanto E como B pueden ser cada una función de la posición y del tiempo. 
En muchas aplicaciones las partículas empleadas pueden interactuar entre sí, y también 
con otras partículas, principalmente por colisiones. Por lo tanto, el efecto de tas colisiones 
debe incluirse en alguna forma en (A-l), pero aquí se tratará de no hacerlo. 

Como se sabe por la mecánica, se necesita por lo general conocer también las condi¬ 
ciones iniciales del movimiento, esto es, la posición inicial r 0 y la velocidad v 0 en t = 0 , a 
fin de obtener una solución completa de (A-3). 

A-1 Campo eléctrico estático 

Se supone que E es independiente del tiempo. Si B = 0, entonces (A-l) se reduce a 

d\ 

w o¿7=9 E (A-2) 

Si ahora se supone también que E es independiente de la posición, de manera que E 
sea un campo estático uniforme, entonces dv/dt es constante. Inmediatamente se puede in¬ 
tegrar (A-2) dos veces para obtener la solución completa 
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v = v(t) = -^Et + Vo 

m o 

(A-3) 

r=r(,)= 2^ E/2 + V + r ° 

(A-4) 


Para aplicar estos resultados a problemas específicos se puede, por ejemplo, escribir 
las componentes de (A-3) y (A-4) en coordenadas rectangulares. Así se encuentra v x (t) = 
q/m 0 )E x t + v 0x , x(t) = (q¡2m 0 )E x t 2 + v 0x t + x 0 , con expresiones similares para las com¬ 
ponentes y y z. 

Para otras aplicaciones, a menudo resulta útil escribir algunas cantidades en términos 
de sus componentes paralela (||) y perpendicular (1) al campo E; así, se podría escribir 


v = V[| + v x r = r|| +rj_ 
Aplicando esto a (A-3) y (A-4) se obtiene 

V l¡ = Í ) Eí + V °» V ^ =V <>-L 

r ll = 2^ E * 2 + Voi|í + r °l | = v °' / + r °' 


(A-5) 


(A-6) 


lo cual demuestra de manera explícita que sólo la componente de v paralela a E resulta 
afectada, mientras que su componente perpendicular a E permanece constante. Este pro¬ 
blema es similar al de un punto masa en un campo gravitacional uniforme y, tal en ese caso, 
la trayectoria descrita por (A-4) es una parábola. 

Si E no es uniforme, las trayectorias de la partícula pueden ser más o menos compli¬ 
cadas dependiendo de la dependencia precisa de E con respecto a la posición. Se considera¬ 
rá sólo una consecuencia integral de (A-2), que involucra cambios de energía. 

Si la partícula se mueve de r, a r 2 , el trabajo efectuado sobre la partícula por el 
campo es 


fV¡_ 2 = f f ’<7s = q f 2 E-ds= — qA</> 

J r¡ J t , 

= - í? [<#>(r 2 )-<Kri)] (A-7) 

por (5-11), donde A0 es el cambio en el potencial escalar. Ahora se sabe, también por la 
mecánica, que el trabajo efectuado por la fuerza neta es igual al cambio en la energía ci¬ 
nética. 


T=\m 0 v 2 (A-8) 

por lo que W t _^ 2 = A T — Ti — T¡. Igualando esto con (A-7) se encuentra que T 2 + q<¡>( r 2 ) 
= T, + (/0(r, ) demostrando que 

T -I- q<j>(r ) = í m 0 v 2 + q<j>(r) = const. ( A-9) 

lo cual es justamente el enunciado de la conservación de la energía, siendo q<p (r) la ener¬ 
gía potencial de la partícula en el campo. Este último resultado, por supuesto, está de acuer¬ 
do con (5-48) donde se llegó a la misma conclusión. 


A-2 Campo magnético estático 

Se supone B^Oe independiente del tiempo. Si E = 0, entonces (A-1) resulta ser 
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mo ^=f= ? vXB (A-10) 

Puesto que f y v son siempre perpendiculares, F * v = 0 y la inducción magnética no trabajó 
sobre la partícula; como consecuencia, la energía cinética (A-8) será constante. 

Si se descompone v en sus componentes paralela y perpendicular, dadas por (A-5), se 
encuentra que 


d\ 

dt 


dv { | d\ x 
dt + dt 


= i-»XB=^-v XB 
m 0 m 0 


puesto que vil X B = 0 por (1-22). Así se obtiene 


*¡t 

dt 


= 0 


dy ± 

dt 


— v i XB 
*o 


(A-l 1) 


ya que vi XB es también perpendicular a B. 

Ahora supóngase que B es independiente de la posición, de manera que se tiene una 
inducción magnética uniforme. Se ve entonces que v|| = constante, por lo que la partícula 
se mueve con velocidad uniforme en la dirección de B. Se ve que dvl ¡dt es siempre per¬ 
pendicular tanto a vi como a B, y así la propia vi tiene una magnitud constante vi. En 
consecuencia, la magnitud de váljdt será constante e igual a(q/m 0 )vLb. En la figura A-l 
se ilustra esta situación para q positiva y B saliendo del papel. Recuérdese que una acele¬ 
ración de magnitud constante que siempre es perpendicular a la velocidad da por resultado 
un movimiento en una trayectoria circular. Se puede encontrar el radio, r c , del círiculo 
observando que dvL/át debe tener la magnitud de la aceleración centrípeta necesaria 
vi 1 ¡re- Igualando esto con (q/m 0 )vlB se obtiene 


m 0 v 
r<r qB 


(A-12) 


lo cual implica las propiedades de la partícula sólo mediante la razón de la carga a la masa. 
Se puede obtener también el periodo de revolución, t y la frecuencia angular, o )c, no¬ 
tando que en un periodo la partícula recorre una distancia total 2r c , por lo que r c = 
(2nr c /vl); entonces co r queda dada por = 2ti¡t c . Combinando estas expresiones con 
(A-l 2) se encuentra que 


T c 


2mn 0 
~q~B 



(A-13) 


A túf-, se le da el nombre de frecuencia de ciclotrón. Se ve que las dos cantidades en (A-l 3) 
son independientes tanto de r c como de vi. Las partículas más rápidas se mueven en cír¬ 
culos de mayor radio, por (A-l 2), pero todas las partículas del mismo valor de qlm 0 em¬ 
plean el mismo tiempo en recorrer su trayectoria. 

Se pueden escribir también estos resultados en otra forma. Sea r c el vector de posi¬ 
ción de la partícula con respecto al centro G de la órbita circular (por “centro de guía”). 
Entonces se tendrá 


r = r G +r c (A-14) 

donde r c es el vector de posición de G con respecto al origen del sistema coordenado fijo. 
Se ve ahora en la figura que el movimiento de la partícula se puede describir como una ro- 
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tación rígida de r c alrededor de G con velocidad angular cú c „ Se puede saber por cinemá¬ 
tica que, en tal caso, se puede escribir la rapidez de cambio del vector vi en la forma 

^¿=« c Xv x (A-15) 

Igualando (A-15) con (A-l 1) se encuentra que la velocidad angular vectorial es 

< A - 16 > 

cuyo signo está de acuerdo con la figura A-l, puesto que está entrando a la página. 

Si vil ^ 0, el movimiento total de la partícula se puede describir como una velocidad 
constante vj| del centro de guía en la dirección de B, con el movimiento circular debido a 
vi superpuesto a ella. En otras palabras, el movimiento será una hélice , como se muestra 
en la figura A-2 para q positiva y v|| en la misma dirección que B. 

Si se combinan (A-8) y (A-5) se encuentra que se puede describir 

7’=r¡|+r x = im 0 n | | 2 + im 0 t) x 2 (A-17) 

donde a jT|| y a Ti se les puede identificar con las contribuciones a la energía cinética aso¬ 
ciada respectivamente con el movimiento paralelo y perpendicular a B. Anteriormente se 
ha visto que v|| y vp son ambas independientemente constantes para una inducción unifor¬ 
me, por lo que cada contribución es a su vez constante: 

7¡l = jmot>|| 2 = const. T L = ' 2 m 0 v ± 2 = const. (A-18) 

Una carga puntual que se mueve alrededor del círculo de la figura A-l es equivalen¬ 
te a un elemento de corriente Ids = <jrvl, por (14-29), y tendrá así un momento dipolar 
magnético m. Se ve de la figura A-l que m estará dirigido hacia la página y, en consecuen¬ 
cia, en la dirección de co c . De acuerdo con (19-27), m = IS - Ittr c 2 , donde I es la corriente 
equivalente. Puesto que la carga total q pasa por un punto dado sobre el perímetro en cada 



Figura A-1. Movimiento circular de una carga puntual en una inducción uniforme. 



Figura A-2. El movimiento general en una inducción uniforme sigue una hélice. 
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vuelta, y puesto que recorrer cada circuito le lleva un tiempo t c , la comente equivalente 
es /= q/T c = cú c q¡2Tt. En esta forma se encuentra que 


, 2 1 l > n o \ ( fn ov± 2 ) m 0 v ± 2 T 

l = Hr c = 2lTj = 


±_ 

B 


(A-19) 


empleando (A-12), (A-13) y (A-18). Si se toma en cuenta la dirección de m, se puede es¬ 
cribir 


<a ' 20) 

empleando (A-16). Se ve que m es opuesta a la dirección de B y en consecuencia es dia¬ 
magnética, en el sentido que se analizó a continuación de (20-52). 

La magnitud del flujo magnético encerrado por la órbita circular es 

$ = *r'c 2 = 2^-^j^±- = 2ir^~ Jm (A-21) 


y es, por supuesto, constante. 

Ejemplo 


Coordenadas rectangulares. uun cuando se sabe que el movimiento general en una induc¬ 
ción uniforme será una hélice, como se muestra en la figüra A-2, sería instructivo ver cómo 
se presenta esto en detalle en términos de un sistema de coordenadas específico. Empléense 
coordenadas rectangulares y hágase B = Bz, donde B = constante. Entonces v|| = v z z, en 
tanto que vi = v x x + v y $, y se encuentra que (A-l 1) da 


dt dt m 0 y dt m 0 


(A-22) 


De la primera de estas expresiones se obtiene v z = v oz — constante, por lo quez - z 0 + v oz t. 

Si se diferencia la segunda ecuación de (A-22) y se le inserta la tercera, se obtiene 
una ecuación para v x sola: 


d\ qB _ tqB 
di 1 m 0 dt \m 0 ) x 

Esta tiene por solución 

tl = ^c°s(^)r 

Puesto que v x = dxjdt, se puede integrar (A-24) una vez más para obtener 

x = *o "f v ox ( )sen( ~~ j t (A-25) 

Ahora se puede encontrar v v directamente de la segunda ecuación de (A-22) y (A-24): 


(A-23) 


(A-24) 


v y 


m 0 dv x 
qB dt 


= - %*sen 



t 


(A-26) 
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y por lo tanto, puesto que v y - dy/dt, se obtiene 




D 




(A-27) 


Antes que nada, se ve de (A-24) y (A-26) que vy 2 - v x 2 + v y 2 - v 0x2 - const. en 
acuerdo con (A-18). Si se define yo’ = yo ~ v ox ( mox/qB ), entonces (A-27) se puede es¬ 
cribir en forma algo más sencilla como 


+ (A-28) 

Se encuentra ahora de (A-25) y (A-28) que 

{x-x 0 f + {y-y 0 'f=[ ( A ' 29 ) 

la cual es la ecuación de una circunferencia con centro en (x 0 . y ó ) Y deradior c = m a v 0x ¡ 
qB=m 0 vJqB de acuerdo con (A-l 2) y la figura A-l. Se nota que el centro de esta circun¬ 
ferencia no está en la posición inicial en el plano xy, esto es, en (x o, Y o) sino d u e I a coor¬ 
denada y del centro esyp' según se da en (A-28) y (A-27). 

También se ve que todas las coordenadas xy y las componentes de la velocidad osci¬ 
lan con la frecuencia circular qB/niQ estando en acuerdo con (A-l 3). 

Por último, se ve que si x — xo se incrementa desde cero, digamos, entonces y —yo 
estará decreciendo desde Tq. Así, el vector de posición en el plano xy , r¿- (x xq)x 4- 
O - yo ')y. estará girando en el sentido de las manecillas del reloj, como se aprecia obser¬ 
vando el plano xy desde la dirección del eje z positivo, esto es, opuesto a la dirección de B. 
Pero ésta es exactamente la rotación mostrada en la figura A-l, por lo que se han verifi¬ 
cado en detalle todos los resultados anteriores por medio de estos cálculos específicos. 


Ejemplo 

Ciclotrón. Se ha visto que el tiempo r c que se requiere para recorrer la trayectoria circular 
es independiente del radio de ésta y de la velocidad de la partícula. Este hecho ha sido apro¬ 
vechado como la base para el dispositivo empleado para acelerar partículas cargadas hasta 
grandes energías cinéticas y denominado ciclotrón. En la figura A-3 se muestran los aspec¬ 
tos principales. Se corta un cilindro conductor delgado circular y hueco, a lo largo de un 
diámetro y las dos porciones se separan por una pequeña abertura. Un campo B uniforme 
es normal al plano de éstas, “Des”, al mismo tiempo que se aplica una diferencia de poten¬ 
cial alterna, A <fi, de frecuencia co c entre ellas. Una partícula que se produce dentro de la 
abertura se acelerará hacia una de las Des, introduciéndose en ella. En su interior la partí¬ 
cula quedará fuera de los efectos de E, pero se desplazará en una trayectoria semicircular 
cuyo radio está dado por (A-l 2). Entrará de nuevo en la abertura después de un tiempo 
1 / 2 T c , donde encontrará que E en la abertura se ha invertido. Se acelerará al cruzar la 
abertura, ganando energía cinética r/|A0| de acuerdo con (A-7), y entrará de nuevo en 
la otra D. Puesto que vy es ahora mayor, su radio será mayor por (A-l 2), pero recorrerá 
su nuevo semicírculo en el mismo tiempo ~Tc Y entrará de nuevo en la abertura para 
encontrar a E invertido otra vez. Se acelerará de nuevo al cruzar la abertura y recorrerá 
un nuevo semicírculo de radio mayor. El proceso completo continuará de esta manera, con 
la partícula ganando energía cinética q |A$ | cada vez que cruce la abertura, en esta forma 



Campo magnético estático 


627 



recorriendo una trayectoria de radio siempre creciente. Por último, cuando el radio llegue 
a ser de un valor cercanamente igual al radio R de las Des, se podrá extraer el haz de partí¬ 
culas por medio de un campo deflector en las proximidades de la pared de una de las Des. 
Puesto que r c m ¿ x =R, se encuentra de (A-12) que la velocidad máxima vi m ¿ x que se le 
puede dar a la partícula es qBR/mo, por lo que la energía cinética final de una partícula 
en el haz saliente es 


m 1 2 q 1 B 1 R 2 ÍA 

T, náx =2 m ° V± málí * 2m 0 . < A ' 30 ) 

la cual es proporcional a B 2 y a R 2 . 

Cuando la velocidad de la partícula llega a ser muy grande, se tiene que emplear la 
ecuación relativista de movimiento 28-105). Si se interpreta ésta como la correspondiente 
a un incremento en la masa de la partícula, se ve de (A-13) que la frecuencia de ciclotrón ya 
no será una constante sino que variará con la velocidad de la partícula. En consecuencia, 
se debe alterar correspondientemente la frecuencia de la diferencia de potencial aplicada, 
para en sincronía con las partículas a fin de evitar que se encuentren con un E de signo inco¬ 
rrecto al entrar a la abertura, ya que esto las desaceleraría y disminuiría su energía cinética. 

Ejemplo 

Enfoque magnético. En la figura A-4 se muestra una partícula que se proyecta en t — 0 
desde un punto P con una velocidad inicial v 0 , la cual forma un ángulo 0 con la dirección 
de una B uniforme. La partícula recorrerá una trayectoria helicoidal como la de la figura 



Figura A-4. Enfoque magnético. 
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A-2. Después de un tiempo t c , habrá dado una vuelta sobre la hélice y estará en el punto 
Q, el cual tiene la mismas coordenadas que P en el plano perpendicular a B. Esto se puede 
ver también de (A-25) y (A-27), puesto que cuando t= r c = 2n mp/qB, el argumento del 
seno y del coseno es 2n, y x ( t c )~x 0 y y( rc)=yo- Durante este tiempo, la partícula ha 
recorrido la distancia horizontal. 


, ^ ( m o \v o cos0 

1= V[¡ t c = 2tt[ — J— g— (A-31) 

Considérese ahora un grupo de partículas para las cuales P, v Q y 6 son las mismas, 
pero cuyos ángulos azimutales respecto del eje de B son diferentes. Cada una de ellas re¬ 
correrá su propia hélice, pero todas tocarán la línea PQ en el mismo punto Q. En otras pa¬ 
labras, han sido llevadas aun foco en Q, y se puede llamar a la distancia l longitud focal. Se 
ve de (A-31) que se puede emplear entonces una medición de l como una forma de medir 

la razón carga a masa q/m 0 . Sin embargo este arreglo no conlleva gran exactitud para tal me¬ 
dición; la propiedad de enfoque no obstante, sí resulta ser de utilidad en otras aplicaciones. 

Por lo general, cada caso en el cual B no es uniforme debe ser considerado por sepa¬ 
rado. Sin embargo, existe una situación de considerable interés práctico que se puede exa¬ 
minar de manera aproximada. Se trata de aquélla para la cual B tiene simetría axial y está 
variando lentamente con la posición. Así, si se toma el eje z de coordenadas cilindricas 
como el eje de simetría, se puede escribir B (z, p ) y suponer que la variación de B conz 
y p no es grande. Esto correspondería a líneas de B como las de la figura A-5. Se puede 
esperar que el movimiento de la partícula aún sea aproximadamente helicoidal, como se 
indica en la figura. 

Habrá ahora una componente radial Bp además de B z . Empleando V’B = 0 se puede 
encontrar su valor aproximado, el cual, con el empleo de (1-87), resulta ser 


IA 

P 3p 


(PA) = 


9 Z 


(A-32) 


Para una B z que varía lentamente se puede hacer ()B 2 ld z - const., e integrar (A-32) para 
obtener 


l ¡A 

p 2 P dz 


(A-33) 


puesto que Bp (0) —0 de la figura A-5, esto es, por la forma en que se ha elegido el eje z. 
Empleando (1-76) se encuentra que la componente z de (A-10) resulta ser 



Figura A-5. Movimiento general en una B no uniforme con simetría axial. 
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m o-¿f = -?S S p (A-34) 

Para una B que varía lentamente, el radio de la hélice no cambiará mucho para cada vuel¬ 
ta, por lo que se puede tomar i>p« vpy entonces vp — — v i puesto que v ly<p están en di¬ 
recciones opuestas para q positiva. Haciendo esta sustitución en (A-34), junto con (A-33), 
y empleando (A-12) para expresar p como el radio de la órbita, se encuentra que 


dv 2 1 3 B z 

^ = - 2^17 


1 m 0 v x 2 3 B z _ 35. 

2 B dz m dz 


(A-35) 


empleando (A-19). Si ahora se multiplican ambos miembros de esta expresión por v z , se 
obtiene 


m 0 v z 


dv z 

~dt 




3 B z dz dB z 
m dz di m dt 


(A-36) 


donde db z ¡dt en la rapidez de cambio total de B z vista por la partícula mientras ésta se 
mueve. 

Puesto que la fuerza magnética no trabaja sobre la partícula, la energía cinética to¬ 
tal Tes constante y se encuentra de (A-17) y (A-19) que 


dTj 

dt 




(A-37) 


al mismo orden de aproximación que se ha venido empleando. Igualando los segundos 
miembros de (A-36) y (A-37) se encuentra que d(mB 2 )/dt = m(dB 2 /dt ) +B 2 (dm/dt) = 
m(dB 2 1dt ) y por lo tanto 


-j- =0 y m = const. (A-38) 

En otras palabras, la partícula se mueve de manera tal que su momento dipolar magnéti¬ 
co es aproximadamente constante. Si se observa de nuevo (A-21), se ve que una forma 
equivalente de decir esto es que durante el movimiento la órbita de la partícula encierra 
la misma cantidad de flujo $. Así, conforme se mueve en regiones de mayor magnitud de 
flujo, su radio decrecerá. Puesto que <3? es constante, se puede decir también que la órbita 
encerrará las mismas líneas de B, como se indica en la figura A-5. 

Se puede integrar (A-37) y se encuentra que 

t mqv z 2 + mB z = T|| — m • B=const. = S (A-39) 

si se toman en cuenta las direcciones opuestas de m y B mostradas en (A-20). Se ve de esto 
que conforme la partícula se mueve en una región de B z mayor, su energía cinética longi¬ 
tudinal decrecerá, y cuando mB¡¡ resulta ser igual a E la partícula invierte su dirección y re¬ 
gresa a la región de campo más débil; esto está de acuerdo con (A-35), la cual indica una 
fuerza sobre la partícula, opuesta a la dirección de B z creciente. En otras palabras, la par¬ 
tícula habrá sido reflejada. Este hecho es la base de los espejos magnéticos, a los cuales se 
les emplea en esfuerzos para confinar las partículas ionizadas producidas en las altas tem¬ 
peraturas de los reactores de fusión. 
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Durante el proceso descrito arriba, en el cual 7) | decrece, Ti se incrementa a fin de 
mantener T constante. Así, la partícula avanzará describiendo su hélice de radio decrecien¬ 
te con cada vez más velocidad, hasta alcanzar el punto de reflexión. Esta misma conclusión 
se desprende de (A-38) y (A-19), puesto que si B se incrementa. Ti debe también incremen¬ 
tarse a fin de mantener constante la razón m. 


A-3 Campos eléctrico y magnético estáticos 

Se supone ahora que tanto E como B son diferentes de cero. También se supone que son 
independientes de la posición y del tiempo. Se debe emplear entonces la ecuación comple¬ 
ta de movimiento (A-l). Resultado útil considerarla en etapas. 

Primera se introducen las componentes de v y E paralelas y perpendiculares a la di¬ 
rección de la inducción magnética. Entonces (A-l) se convierte en 

d\ i, d\ i 

W °1f + Wo_ 5T = ^ E|I + e - l+v - 1><b ^ (a- 40 ) 

puesto que v|| XB = 0. Esto conduce a las dos ecuaciones 

m o~df ~^\\ (A- 41 ) 

d\ 

m 0 -j-=í(Ei+ViXB) (A-42) 

La solución de (A-41) está dada por las partes paralelas (A-6), con E|| sustituyendo a 
E; así, vil no resulta afectada por B. 

Se puede incluir el efecto de la porción restante de E escribiendo 

v±=v /> + v' (A-43) 

donde v/> se elige en una forma que se determinará en breve. Se nota que \ D y v son cada 
una perpendiculares a B. Empleando (A-43) se puede escribir (A-42) como 

d\ , 

E x +v d XB + v'XB) (A-44) 

y sería deseable encontrar v D tal que 


E 1 +v fl XB=0 (A-45) 

Esta expresión se puede resolver para v 0 multiplicando B por ella en producto cruz y em¬ 
pleando (1-30); el resultado es BX El+BXe^X B) = 0 = BXE1 +B 2 v D , puesto que 
v D • B = 0. Así se encuentra que 


v 


D 


BXE x 
B 1 


E x XB 

B 2 


«=const. 


(A-46) 


Puesto que \ n es constante, se encuentra que (A-44) se reduce a 
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dr' , „ 

m °~dT = ^ vXB (A-47) 

la cual es exactamente la misma- forma que la segunda ecuación de (A-l 1) y a la cual se sa¬ 
be la solución completa por la última sección, es decir, un movimiento circular como el de 
la figura A-1. 

El movimiento general en la presencia simultánea de E y B unifonne es, entonces, la 
superposición de tres partes. Existe una aceleración constante en la dirección de B producida 
por E11. Existe una velocidad constante en la dirección de Ej_ XB y por ende perpendicular 
a B. Por último, existe el movimiento circular en torno al eje de B con radio y frecuencia 
dados por (A-l2) y (A-l3), con la velocidad constante v 1 sustituyendo a vi A la velocidad 
v D se le conoce como velocidad de deriva ; su magnitud es Ei/B y es independiente tanto 
la carga como de la masa de la partícula. 

Por sencillez, se concentrará la atención en la deriva y el movimiento circular combina¬ 
dos, esto es, en la proyección del movimiento sobre el plano perpendicular a B; E^ y \ D 
están ambos en este plano. Este movimiento combinado se puede describir en términos geo¬ 
métricos convenientes. El movimiento circular asociado con v' tiene un radio r c = m 0 v ¡qB 
y efectuará una rotación completa en el tiempo Te = 2ltmolqB. Durante este tiempo el 
centro de guía G habrá recorrido una distancia d G =v D tc = 2ttm 0 EilqB 2 . Esta es justa¬ 
mente la circunferencia de un círculo de radio r G = m 0 E ± /qB 2 =v D ¡oj c . Así, el movi¬ 
miento de G corresponde al de un círculo de este radio, que rueda sin resbalarse sobre una 
línea horizontal y con velocidad angular coc. según se ilustra en la figura A-6. Puesto que 
el movimiento circular descrito por y 1 es alrededor de G, se ve que el movimiento neto de 
la carga será el mismo que si ella estuviera sujeta en forma rígida al círculo que rueda, en 
el punto P ya una distancia del centro G. Esta es exactamente la situación que produce 
la curva conocida como cicloide. Si r¿ = r G , entonces P está sobre la periferia del círculo 
y la curva que describe P es la cicloide ordinaria que se muestra en la figura A-la. Si tq > 
r G , entonces P está fuera del círculo y produce la cicloide alargada de ( b ) de la figura, 
mientras que r¿ > i G , la curva es la cicloide cortada que se muestra en (c). De los resul¬ 
tados anteriores se tiene 


r c ‘ _ ( m 0 v'/qB ) _ c/_ _ _B_ 

r G ~ (üz> t c/ 2w ) v d E ± 


(A-48) 



Figura A-6. Cálculo del movimiento en E y B uniformes. 
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(b) 


(c) 


Figura A-7. Tipos posibles de trayectorias cicloidales. 




Ejemplo 

Coordenadas rectangulares. Tal y como se hizo en la última sección, ahora se verificarán 
estos resultados en términos de un sistema de coordenadas específico. Se supone que E 
= Ey y B = Bi. Así, E|| = 0 y v|| = v z serán constantes; se elige v 7 = 0, de manera que el 
movimiento esté confinado al plano xy. Se ve también de (A-46) que \ D = v D x = ( E/B)x 
en este caso. Sin embargo, se comenzará de nuevo con (A-l), la cual, para estos campos, 
conduce a las dos ecuaciones de interés: 



(A-49) 

(A-50) 

(A-51) 

(A-52) 
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Antes de proceder a encontrar las coordenadas, se puede veriricar que estos resultados para 
las componentes de la velocidad son consistentes con los anteriores. Las componentes de 
v' según (A-43) son 


v/ = v x -v D v y ' = v y (A-53) 

por lo que (A-51) y (A—52) se pueden escribir también como 

v x ' = v 0x 'cosu c t Vy’=-v 0x 's en<%r t> 0x ’ = v 0x -v D (A-54) 

Las expresiones para v x y y' son justamente las esperadas para una velocidad v' de mag- 
mitud ¡ v'| — v' = ¡ vq= I girando en el sentido de las manecillas del reloj con velocidad angu¬ 
lar coc, tal como muestra la figura A-6. 

Se pueden encontrarlas coordenadas de la partícula integrando (A-51 )y (A-5 2 )y eva¬ 
luando las constantes de integración en términos de la posición inicial. Los resultados son 


x — x 0 + v D t + 


(vqx-i’d) 
<o c 


sen<o c í 


(A-55) 


y=yo+ 


^Z^) ( cosu> cí -l) 

<0 C 


(A-56) 


expresiones que se pueden poner en la forma 


, v D ( v D ~v 0x ) 

x — x 0 H-(<¿cO-—senw c í 

w c w c 


y =_y 0 + -—(1 —eos <o c í) 

w c 

Estas expresiones tienen la fonna paramétrica usual de la ecuación de una cicloide con ra¬ 
dios asociados re, = vd/ú-L’, re ’ = v d ~~ v 0x \¡O0c = v ’¡0¿c en concordancia con los resul¬ 
tados anteriores. 

Aparece un caso de especial interés cuando vq x = vq, porque entonces(A-55)y(A-56) 
resultan ser simplemente x = x 0 + v D t, y =y 0 , demostrando que la partícula se desplaza 
en una línea recta con velocidad constante igual a la velocidad de deriva y en ninguna otra 
forma resulta afectada por los campos. Se ve de (A-45) que esto ocurre en virtud de que 
con esta velocidad inicial la fuerza neta es cero y permanece así puesto que no hay acelera¬ 
ción que cambie a v de su valor inicial v D . Se nota que este movimiento en línea recta es 
independiente tanto de q como de m 0 . En este sentido la combinación de campos actúa 
como un selector de velocidad puesto que todas las partículas que viajan horizontalmente 
deben tener la misma velocidad definida \ D ■ 


Ejemplo 

Magnetrón. Este es un ejemplo del caso en que B es uniforme pero E no lo es. (Véase la fi¬ 
gura (A-8). El sistema consiste en dos cilindros conductores coaxiales de radiosa y b con 
una inducción uniforme B paralela al eje. Hay una diferencia de potencial A<p entre los ci¬ 
lindros, de manera que se produce un campo radial E. Supóngase que se introduce una 
carga q en la superficie del cilindro interior. El campo E la acelerará hacia el cilindro ex- 
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terior. A causa de B, no obstante, se curvará la trayectoria y la partícula puede regresar 
antes de que alcance el cilindro exterior. En este caso, no habrá corriente entre los cilin¬ 
dros. Para una B de valor más pequeño, la carga q puede alcanzar la placa y habrá una co¬ 
rriente. Así, el conocimiento de las condiciones para la transición entre ambos casos (cuan¬ 
do no hay corriente y cuando sí la hay), permitirá el empleo de este dispositivo para medir 
B. (En un magnetrón real el cilindro interno es un filamento caliente y las partículas que 
se producen son electrones de carga -e. No obstante, es muy fácil analizar este problema 
para una carga q arbitraria). 

Se puede encontrar con facilidad la variación de E y de 0 con la posición, emplean¬ 
do la ley de Gauss (4-1) o la expresión general (11-141). Como se verá, en realidad no se 
necesita saber estos detalles. Puesto que B no efectúa trabajo sobre la carga, resulta apli¬ 
cable la expresión de la conservación de la energía (A-9). Si se emplean coordenadas cilin¬ 
dricas y se nota que 0 = 0 (p), por simetría, se puede escribir (A-9) como 

\ m 0 (v p 2 + v v 2 ) + q4>(p) = ^ ( ^ ) + P 2 (~*) j + <70(p) — const. (A-57) 


donde las componentes de la velocidad se pueden encontrar por medio de (1-82). Se puede 
evaluar la constante haciendo p — a; si se supone que la partícula se produce en el cilindro 
interior con velocidad despreciable, su energía cinética es cero y la constante en (A-57) es 
justamente q 0 (a); entonces se tiene 



+ q<Kp)=q<t>(a) 


(A-58) 


Se desea la condición en que la partícula apenas alcanza el cilindro en p = b. Si este 
es el caso, su trayectoria será tangente a la superficie del cilindro, por lo que v p (b) = dpi 
dt) b — 0, y (A-58) da 




2gA0 

m 0 


(A-59) 


Se puede obtener otra expresión para la cantidad de la izquierda volviendo a la ecuación 
de movimiento. 
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Con v = v p p + v^Cp, E — Ep y B = B2 se encuentra, con el empleo de (1-76) y un re¬ 
sultado de la cinemática, que la componente <p de (A-l) es 



Si se multiplican ambos miembros de ésta por p es fácil ver que se le puede escribir como 


d_ 

dt 



-qBpv^~qB^[\p 2 ) 


(A-60) 


En esta forma quizá resulte más familiar. El término entre corchetes de la izquierda es el 
momento angular de la partícula respecto del eje z, mientras que la expresión intermedia 
es la componente z de la torsión según se encuentra de r X f = ppX q[Ep + (v p p + vipíp) 
X Bi¡ empleando (1-76) de nuevo. Igualando la primera y tercera expresiones de (A-60), 
se puede integrar el resultado para obtener. 


p 2 ^ + 7 r^-p 2 == const. (A-61) 

dt 2 m 0 

Se puede evaluar la constante considerando la situación inicial en el cilindro interior p = a. 
Como se ha supuesto que la partícula parte con velocidad inicial despreciable, se tiene (dtp/ 
dtj a = 0 y la constante es igual a ( qB/2m 0 )a 2 , por lo que (A-61) se vuelve 

p2 í = -;§( p2 - a2 ) (A ' 62) 


Obsérvese que puesto que p > a, dip/dt es negativa para q >, lo cual concuerda con la tra¬ 
yectoria que se muestra en la figura A-8. 

Si ahora se hace p = b en (A-62), se obtiene 



{b 2 ~a 2 ) 


Si se resuelve ésta para ( dq>/dt) b y se sustituye el resultado en (A-59), se encuentra que 

8 mob 2 A<t> 


B 2 = 


q(b 2 — a 2 ) 2 


(A-63) 


la cual relaciona el valor de B con el valor de la diferencia de potencial A <j) para el cual sen¬ 
cillamente desaparece la comente entre los cilindros. 


A-4 Un campo magnético dependiente del tiempo 

Aun cuando una inducción magnética constante en el tiempo no efectúa trabajo sobre una 
partícula cargada, una inducción con variación temporal sí puede efectuarlo por medio de 
la fem inducida descrita por la ley de Faraday. Se ha utilizado este hecho como base para 
el acelerador de partículas cargadas conocido como betatrón ', el nombre obedece a que ori¬ 
ginalmente se le empleó para producir electrones de gran energía cinética, lográndose una 
similitud con las partículas beta de la radiactividad. 
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En la figura A-9 se muestran los aspectos esenciales de este dispositivo. Se obliga a 
una partícula a moverse en un círculo de radio R que encierra una inducción cilindrica¬ 
mente simétrica B = B 2 z, normal al plano de la órbita. La inducción B varía como el tiem¬ 
po, por lo que el trabajo efectuado sobre la partícula en cada circuito completo es igual a 
su carga por la fem inducida fí¡ nc j, la cual está dada por (17-6) como 

S¡nd-$Bw*- - ™ = - ” R2d< ü~ (A-64) 


donde < B z > es el valor promedio de la inducción sobre el área encerrada por la órbita. 
En virtud de la simetría cilindrica se puede escribir E = la integral resulta ser 2-rrRE^. 
Así, la magnitud del campo eléctrico inducido es 


E * 2 R dt 


(A-65) 


y producirá una fuerza tangencial de magnitud 


/,, = ?£»>= 2 qR 


1 n d{B z y 


dv,„ 


-dT =m °~di~ 


(A-66) 


Se requiere que la partícula esté limitada a moverse en un círculo de i? fijo. Esto se 
puede hacer con una inducción normal al plano de la órbita y con un valor Br ; a éste se 
le conoce como “campo guía”. El valor requerido d eB R se puede obtener de (A-12) y es 
Br = ( movip/qR ) puesto que v¡p = vi en este caso. Puesto que vq> está cambiando, por (A- 
66), Br debe estar cambiando también a fin de mantener a R constante, y se encuentra 
que es necesario que 


dB R _ m 0 dvy 
dt qR dt 


(A-67) 


Cuando se elimina m 0 (dvip/dt) entre (A-66) y (A-67), se encuentra que se debe tener 
(dBRIdt) = 1/2 (d <B 2 >/df), lo cual conduce a 


— + const. 


(A-68) 



Figura A-9. Aspectos esenciales que describen la acción 
de una betatrón. 
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que se conoce como la condición del betatrón y se debe satisfacer siempre como condición 
para que dicho dispositivo funcione. Normalmente, los dos campos y <B Z > cambian 
en forma simultánea, partiendo ambos desde cero. En ese caso la constante en (A-68) de¬ 
be ser cero y la condición se simplifica a B R = y < B z >. En otras palabras, la inducción 
en la posición de la partícula debe ser siempre igual a la mitad de la inducción encerrada 
por la órbita circular. 


Ejercicios 

A-l En t = 0, una partícula está en el origen con velocidad inicial v 0 = v 0 x y entra en una 
región de campo eléctrico uniforme E = Ey. Encuéntrese la ecuación de su trayectoria y 
su deflexión d del eje x después que ha recorrido una distancia/) sobre x. Encuéntrese el 
ángulo a que forma v con el eje x en este punto. 

A-2 Una partícula se mueve en dos dimensiones en una región donde el potencial escalar 
es 0 = 1/2 A (x 2 — y 2 ), donde A es una constante con el mismo signo que q. En t = 0, la 
partícula está en reposo en (x Q ,y 2 ), donde A es una constante con el mismo signo que q. 
En t = 0, la partícula está en reposo en (x 0 , yo)- Encuéntrese x y y para tiempos subsecuen¬ 
tes y bosquéjese la trayectoria resultante de la partícula. 

A-3 Supóngase que B = 0 para el sistema de cilindros coaxiales de la figura A-8. Demués¬ 
trese que es posible tener órbitas circulares cuando A0 ¥= 0. Evalúese la energía cinética y 
demuestre que es independiente del radio de la órbita circular. 

A-4 Una partícula cargada se está desplazando en forma horizontal con velocidad v 0 y 
entra en una región de B uniforme dirigida verticalmente hacia abajo. Encuéntrese la de¬ 
flexión d relativa a su dirección original de desplazamiento cuando la proyección de su 
posición sobre su dirección original es D, siendo D < r G ■ 

A-S En cierto tipo de espectrómetro de masa produce en reposo una partícula de carga 
q que después se acelera bajo una diferencia de potencial A0. Luego entra en una región 
de B uniforme, el cual es perpendicular a la velocidad. Después de recorrer un semicírculo, 
la partícula toca un detector a una distancia D de su punto de entrada. Encuéntrese una 
expresión de la cual se pueda obtener la masa m 0 en términos de las cantidades dadas. 

A-6 Supóngase que la figura A-4 muestra el plano xz, con B a lo largo del eje z positivo, 
y que P es el origen. Encuéntrese el vector de posición i G del centro de guía de este mo¬ 
vimiento, como una función de t. 

A-7 En la figura A-4, supóngase que se proyectan desde P partículas de las mismas q, mo 
y v a sobre un intervalo de ángulos 6 U ~ AO < 9 < 0 o + A6. Sus puntos focales Q variarán 
sobre un intervalo de posición correspondiente, Al. Encuéntrese Al y la razón Al/lo donde 
l 0 es la longitud focal para el ángulo central 0 o . ¿Cuál es el mayor valor permisible de A6 
si 0 o = 10° y si se requiere que la expresión Al sea menor del 5% de /g? 

A-8 Después de ser acelerado bajo una diferencia de potencial de 100 volts, un haz de 
electrones se dispersa formando un cono de ángulos muy pequeños. Un solenoide ideal largo 
de 10 vueltas por centímetro tiene su eje alineado con el eje del cono. ¿Qué corriente se 
requerirá en el solenoide para reenfocar los electrones dentro de una distancia de 10 cen¬ 
tímetros? 

A-9 Supóngase que se producen partículas cargadas de velocidad despreciable en una de 
las placas de un condensador de placas paralelas cuya separación entre placas es d. Existe 
una diferencia de potencial A0 entre las placas y una inducción uniforme B que es parale¬ 
la a ellas. Demuéstrese que no habrá corriente entre las placas si A0 es menor que 1/2 
{q/m 0 )B 2 d 2 . 

A-10 Las curvas de la figura A-7 se dibujaron bajo la suposición de que q era positiva. 
¿Qué cambios (si procede) habrá en esta figura, si E| y B permanecen sin alteración pero 
q se hace negativa? 
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A-l 1 En t = 0, una partícula cargada en el origen tiene una velocidad v 0 í. Está en presen¬ 
cia de los campos uniformes paralelos E=ExyB=8x. Encuéntrese las coordenadas x y 
y cuando la partícula ha alcanzado la mitad de su valor máximo de z por primera vez. 

A-l 2 Una partícula cargada está en una región de B uniforme y está también sujeta a 
un campo gravitacional uniforme, de manera que la fuerza gravitacional sobre ella es m 0 g. 
Demuéstrese que tiene una velocidad de deriva igual a m a (gl XB )/qB 2 . (Nótese que esta 
velocidad de deriva depende de la razón carga a masa de la partícula). 

A-13 En t = 0, una partícula cargada en el origen tiene una velocidad v 0 = v 0 x. Hay pre¬ 
sente un campo eléctrico uniforme E - Ef. Resuélvase la ecuación relativista (28-105) de 
movimiento para encontrar las coordenadas para tiempos posteriores. Verifiqúese que pa¬ 
ra valores pequeños de t la trayectoria de la partícula es aproximadamente una parábola. 



Apéndice 

B 

Propiedades 
electromagnéticas de 
la materia 


Se han descrito los efectos que en su totalidad produce la materia sobre los campos elec¬ 
tromagnéticos, en términos de parámetros tales como la susceptibilidad eléctrica, Xe- 
Desde un punto de vista puramente macroscópico, se supone que tales parámetros son 
característicos de un material dado y que sus valores numéricos han de determinarse 
experimentalmente. En otras palabras, la formulación que del campo electromagnético 
se ha obtenido no intenta predecir sus valores. El hecho observado de que diversos mate¬ 
riales tienen diferentes valores de estas cantidades, indica que éstas dependen de los deta¬ 
lles de la estructura microscópica del material, esto es, de las propiedades atómica y 
molecular de sus constituyentes, así como de su estado de agregación, ya sea sólido, 
líquido o gaseoso. 

En este apéndice se consideran algunos de los aspectos principales incluidos en un 
enfoque microscópico; se vio ya un ejemplo de esto en el breve análisis de la conductivi¬ 
dad, en las secciones 12-5 y 24-8. Se pueden escribir, y se han escrito, libros completos 
sobre estos temas generales, por lo que necesariamente lo que aquí se haga será muy limi¬ 
tado. En particular, aunque la mecánica cuántica es la forma apropiada para abordar el 
estudio de los átomos y moléculas, se pueden obtener resultados suficientemente buenos 
empleando la mecánica clásica para investigar la respuesta mecánica de una colección de 
puntos masa cargados que interactúan con un campo electromagnético aplicado. Los resul¬ 
tados obtenidos de esta forma no son completamente exactos en todos los detalles, pero 
son sorprendentemente buenos y permiten una comprensión adecuada de lo que se persigue. 

B-1 Propiedades eléctricas estáticas 

Se desea evaluar la susceptibilidad eléctrica x e definida en (10-50) para materiales isotró- 
picos lineales por medio de 

P = Xe eoE (B-1) 

Esta expresión demuestra que se debe calcular el momento dipolar eléctrico por unidad 
de volumen, P. A su vez, P está relacionado con el momento dipolar promedio de las 
moléculas dentro del volumen. 

Al principio de la seccióm 10-1, se analizó la posibilidad de que un material pudiera 
ser polarizado por la producción de un momento dipolar inducido. Este momento inducido 
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aparece cuando un campo eléctrico aplicado a una molécula neutral, sin momento dipolar 
permanente, desplaza las posiciones de las distribuciones de cargas positivas y negativas, 
unas respecto de las otras. El desplazamiento relativo es finito debido a que las fuerzas 
electrostáticas sobre las cargas experimentarán la oposición de fuerzas intemas dentro de 
la misma molécula y se producirá un nuevo estado de equilibrio mecánico. 

Para ser específicos, considérese una molécula neutra construida de n átomos. El 
átomo /-ésimo tiene un núcleo positivo de carga z¡e junto con z¡ electrones cada uno de 
carga - e, siendo z¡ el número atómico. El número total de electrones será, por lo tanto, 
z t - Z\ + ¿2 + - ■ Si r,- es el vector de posición del /-ésimo núcleo y ry el del /-ésimo 
electrón, el momento dipolar total según (8-19) es 

n Z, 

P= 2 ZiCTi-c 2 r j (B-2) 

/-i J= i 

Puesto que la molécula carece de momento monopolar, se sabe por (8-43) que se puede 
emplear cualquier origen conveniente para el sistema de coordenadas, por ejemplo, uno 
en el centro de la masa; para una molécula monoatómica, se podría elegir el origen donde 
se localiza el núcleo, por lo que el primer término de (B-2) sería cero. Puesto que las 
cargas se pueden suponer en movimiento, y particularmente los electrones recorriendo 
algunas “órbitas”, p puede ser una complicada función del tiempo. Sin embargo, aquí 
sólo se hará referencia a valores promediados en el tiempo, por lo que aquello que real¬ 
mente interesa es 


<P>=Sz,r<r,>- e 2(r ; > (B-3) 

* J 

por lo tanto, 

P = /V<p> (B-4) 

donde N es el número de moléculas por unidad de volumen. 

Si los valores en ausencia de campo aplicado se designan por medio del subíndice 
cero, se puede escribir (B-3) como 

Po = <P>o = 2 Z,e<r,> 0 - e 2 <r,)o (B-5) 

i j 

Si Po =£0 la molécula tiene un momento permanente, mientras que si p 0 = 0 no lo 
tiene, y P según (B-4) puede deberse sólo a momentos inducidos. Por ejemplo, en una mo¬ 
lécula monoatómica se puede suponer que la distribución de carga electrónica presenta 
simetría esférica respecto del núcleo. Así, si se elige el origen en el núcleo, se puede tomar 
< r, > 0 = 0 y entonces < x¡ > 0 será cero también, dado que habrá valores positivos y negativos 
igualmente probables para x¡, y¡, z¡, por lo que < x¡ > 0 = {y¡ ) 0 = < z¡ > 0 . El resultado será 
que po = 0, corrto‘se esperaba. 

En presencia de un campo polarizante se puede esperar que cada < r> sea diferente 
de (r > 0 . Puesto que el desplazamiento resulta del equilibrio entre una fuerza electrostática 
y una fuerza “de restitución” mecánica intema, F m , se puede escribir 


F„ e . = 0=F m + 9 E / , (B-6) 

para la nueva situación de equilibrio y para cualquier carga q, como se hizo en (2-9). En 
(B-6), E p es el campo eléctrico “efectivo” o “polarizante” que está produciendo el des- 
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plazamiento de las cargas. [ Algunas veces se le denomina campo local, pero este nombre 
se ha empleado antes enseguida de (10-70) referido al campo producido por las cargas 
ligadas. ] No es necesariamente igual al campo promedio macroscópico E en el material, 
puesto que la molécula en cuestión está contribuyendo ella misma a E; se regresará a este 
punto en breve. 

Puesto que F m describe alguna forma de fuerza de restitución, es de esperar que sea 
una función del desplazamiento (< r > — ( r > 0 ), y también que F m (0)= 0. Además, no se 
espera que el desplazamiento sea grande, por lo que es apropiado desarrollar F m en serie 
de potencias de su argumento y conservar sólo el primer término; esto da 

F m «r> - <r> 0 ) = - K((r) - <r> 0 ) (B-7) 

donde K es una “constante de resorte” efectiva para esta carga q. Sustituyendo (B-7) en 
(B-6) se obtiene 

<r> - <r> 0 = -j¿E p (B-8) 

Si ahora se sustituye esta expresión en (B-3), empleando la carga apropiada en cada caso, 
y usando después (B-5) con la suposición de que p 0 = 0, se encuentra que el momento di¬ 
polar inducido promedio es 


<P> = e 2 (2^ + 2^)E í = aE /J (B-9) 

y es linealmente proporcional al campo polarizante E p . La constante de proporcionalidad 
a se denomina polarizabilidad. [Recuérdese que en (11-112) se encontró un resultado si¬ 
milar para la esfera conductora conectada a tierra en un campo previamente uniforme]. 
Se ve que cuando se sustituye (B-9) en (B-4) la polarización será proporcional al campo 
inductor E p , como es de esperar para un material isotrópico lineal. 

La polarizabilidad en (B-9) se expresa en términos de sumas que comprenden las 
diferentes “constantes de resorte” de la molécula. Se puede obtener también una estima¬ 
ción aproximada de su valor de una manera diferente, como sigue. Considérese que hay 
un átomo solo y que la distribución de carga electrónica no sólo presenta simetría esférica, 
sino que también es uniforme en toda la extensión de una esfera de radio a. Se supone 
además que el efecto del campo E p es desplazar la distribución de carga negativa rígida¬ 
mente con respecto al núcleo, de manera que el resultado final es un desplazamiento 
relativo 1 entre sus centros, como se muestra en la figura B-l. Por lo tanto, el momento di¬ 
polar inducido será < p > = (z e ) 1, por (8-44). La carga nuclear z e se puede considerar enton¬ 
ces en equilibrio bajo la influencia de E p y del campo eléctrico en la superficie de la esfera 
de carga negativa uniforme cuyo radio es /. Igualando E p con la magnitud de este campo, 
dado por (4-21), se obtiene E= (2 t .)//47re 0 fl 3 = E p y, por lo tanto, {p) = z e l = 4ne 0 a 3 E p . 
Así, la polarizabilidad es 


a=4moa 3 (B-10) 

y es proporcional al volumen del átomo. [Obsérvese que (B-10) es lo mismo que se encon¬ 
tró para la esfera conductora en (11-113)]. 

Ahora se vuelve al problema de la evaluación del campo polarizador E p . Se supone 
que el material es homogéneo, así como lineal e isotrópico. Se desea el campo eléctrico 
total en la posición de la molécula, excepto aquél que aparece debido a la propia molé- 
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cula. Si se considera el caso usual de un material dentro de un capacitor, el campo E p 
tendrá contribuciones procedentes de.las cargas libres sobre las placas, de las cargas super¬ 
ficiales ligadas sobre las fronteras del dieléctrico y de todo el efecto de los dipolos en el 
material. Así, se puede escribir 


E / ,=E / + E fc + E Z) (B-ll) 

[Si se supone que no hay carga libre dentro del dieléctrico, tampoco habrá densidad vo¬ 
lumétrica de carga ligada, por ( 10 - 58 ); en la figura 10-6 se ilustran las cargas que contribu¬ 
yen a Ef y a E h , para un capacitor de placas paralelas]. Ahora se sabe que el campo 
promedio macroscópico se produce sólo para las cargas superficiales libres y ligadas, por 
lo que Ef + E/, es en realidad E. pudiéndose así escribir 

Ep = E + E fl (B-12) 

EL momento dipolar de cada uno de los dipolos restantes contribuye a E D . Alejándose a 
considerable distancia de la molécula en cuestión, los dipolos aparecerán como distribui¬ 
dos en forma continua, por lo que será apropiado describirlos en términos del momento 
dipolar uniforme por unidad de volumen, P. Por otra parte, los otros dipolos que están 
muy próximos a escala microscópica aparecerán como dipolos discretos localizados en pun¬ 
tos específicos; en otras palabras, no se les puede manejar como una distribución continua. 
Esto sugiere que si se dibuja una esfera de algún radio apropiado R en tomo al punto en 
cuestión, se puede dividir el espacio en dos regiones en el exterior de la esfera los dipolos 
serán descritos por P y contribuirán con E 0 a E D , mientras que en el interior de la esfera 
se les trata en forma individual y su contribución a E/j se escribirá como E/. Así, (B-12) 
resulta ser 


Ep = E + E 0 + E 7 (B-13) 

En la figura B-2 se muestra esta esfera hipotética. Es evidente que el valor apropiado para 
R no es único, puesto que la distinción entre las distribuciones “continua” y “discreta” 
no resulta muy clara; sin embargo, se puede elegir un valor razonable para,/?. Para el ma¬ 
terial en el exterior de la esfera, p b - 0 por (10-58), y se ve que es completamente equi- 



Figura B-l. El núcleo y la distribución de carga electrónica están rígidamente desplazados 
por /. 
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Figura B-2. Cavidad esférica hipotética empleada para calcular el campo eléctrico debido 
al material polarizado en su exterior. 

valente sólo a las cargas superficiales ligadas sobre la superficie de la esfera que aparecen 
por la discontinuidad de P ahí. La densidad superficial de esas cargas ligadas se puede en¬ 
contrar de (10-8) y es a b = P - n —P eos 0 ’ Esta es exactamente la densidad superficial de 
carga de (10-27), la cual se ilustra en la figura 10-9. Se encontró que el campo producido 
por ella tenía la longitudP/3e 0 . en (10-37), y se ve por los signos de la distribución de car¬ 
ga de la figura B-2 que tendrá la misma dirección que P. Así, E 0 - P/3eo y (B-13) resulta 

E ' =E+ Í 0 + E' < B - 14 > 


En la situación más general E; puede ser diferente de cero, pero se considerará un 
gran número de casos para los cuales E/ = 0. A continuación se ve cómo ocurre esto. La 
ecuación 8-84 da el campo eléctrico producido por un dipolo puntual localizado en el ori¬ 
gen. Si en vez de eso se localiza el dipolo en un punto t k respecto del origen elegido 
en el centro de ía esfera, se puede sustituir a r en (8-84) por - r k , por lo que la distribución 
de p fe al campo en el centro será 



P* 3( P/fc Tjiy ' 

r 3 + r 5 
r k r k 


(B-15) 


Cuando se suma (B-l 5) sobre todos los dipolos dentro de la esfera, se obtiene Ej. Haden- 
do esto y notando que en un material polarizado de manera uniforme todas las moléculas 
tienen el mismo momento dipolar promedio, se puede hacer p fc = < p > y obtener así 




(B-16) 


La componente x de esta expresión es 


¿r ( -<A> 2 A +X Px > 2 ^ +3 <Py> 2 +3 <^> 2 ^ 

y k r k k r k k r k k r k I 
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Si los dipolos están distribuidos de manera isotrópica, entonces para cada molécula con 
coordenadas (xjv) habrá una con coordenadas (- x, — y, - z) o (~x, y, z), y así sucesi¬ 
vamente. Puesto que en realidad habrá un gran número de moléculas dentro de la esfera, 
los términos en las últimas dos sumas serán positivos y negativos con igual probabilidad, 
para una magnitud dada de r k , por lo que 
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z k x k 

r 5 
r k 


= 0 


De manera similar, para un r k dado, los cuadrados de las coordenadas aparecerán con igual 
probabilidad, por lo que en el promedio, (x k 2 ) = < y k 2 ) = < z k 2 > y r k 2 = ( x k 2 > +< y k 2 > 
+ < z k 2 > = 3{x k 2 ), Puesto que esto será cierto para cada r k , cuando se suma sobre el gran 
número de moléculas se obtiene 
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x k 
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por lo que (B-1 7) resulta ser E Ix = 0. Se obtendrán resultados similares para las componen¬ 
tes y y z. Así, E¡ = 0 y (B-14) resulta simplemente 


E ^ E+ ¿ 


(B-18) 


El razonamiento que condujo de (B-16) a (B-18) sería aplicable si los polos estuvieran dis¬ 
tribuidos según un arreglo cúbico sencillo. De manera similar, E/ sería cero si las posiciones 
de los dipolos fueran completamente aleatorias, como sería el caso en un líquido o en un 
gas. En consecuencia, hay un gran número de situaciones para las cuales se puede esperar 
que (B-18) sea adecuada. 

Si ahora se combinan (B-18), (B-9) y (B-4), se encuentra que 


P = 7vJe + , 

3e, 


i) 


(B-19) 


por lo que, cuando se resuelve ésta para P y se emplea (B-l), se ecuentra que 

(Na/t 0 ) 

Xe l-(jV«/3ío) 


(B-20) 


la cual relaciona la susceptibilidad macroscópica con la polarizabilidad microscópica a y 
con la densidad numérica N, En forma inversa, si se escribe X e — k e — 1 por (10-52) y se 
resuelve (B-20) para a, se obtiene 


3e 0 (K g — 1) 

N(K' + 2 ) 


(B-21) 


ala cual se le conoce como la relación deClausius-Mossotti. Puesto que a es una constante, 
(B-21) expresa que si se varía la densidad del material, la constante dieléctrica K e variará 
también en tal forma que la cantidad sobre el segundo miembro permanecerá constante. 
Por otra parte, se pueden emplear valores estimados de K e para evaluar a; si esto se com¬ 
bina entonces con (B-10), se puede encontrar el radio atómico a. Los valores de a así 
obtenidos concuerdan muy bien con los obtenidos por otros procedimientos. 
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Ahora supóngase que la molécula tiene un momento dipolar permanente, esto es, 
p 0 de (B-5) es diferente de cero. También se consideró esta posibilidad en la sección 10-1 
y se concluyó que, en presencia del campo, el momento de torsión sobre p 0 descrita por 
(8-75) tenderá a alinear los dipo ; os permanentes en la dirección del campo. Esta tendencia 
encontrará oposición en procesos de tipo aleatorio como colisiones asociadas con agitación 
térmica de las moléculas. No obstante, es de esperar que en el estado final de equilibrio 
aún habrá un momento dipolar neto en la dirección de E p , por lo que (p > ¥= 0, pero tam¬ 
bién se espera que < p ) < p 0 . En tal caso, se puede esperar también que < p > tenga una 
dependencia con respecto a la temperatura absoluta T, y esto a su vez hará que la suscep¬ 
tibilidad dependa de la temperatura, además de existir cierta variación asociada con un 
cambio en la densidad numérica N al variar T. 

A fin de encontrar el momento dipolar promedio para condiciones de equilibrio 
a una temperatura dada, se debe recurrir a un resultado de la mecánica estadística que ex¬ 
presa que la probabilidad de encontrar un sistema en un estado cuántico de energía W m 
está dada por 


(B ' 22) 

m 

donde j3 = 1/kT, siendo k la constante de Boltzmann, cuyo valores 1.38 X KT 23 joule/k. 
Es necesario el denominador que aparece en (B-22) a fin de que la probabilidad total de 
encontrar el sistema en algún estado sea la unidad, esto es, para que m = 1. 

Si \¡/ es una variable dinámica de interés cuyo valor en el estado m-é simo es i p m , 
entonces su valor promedio estará dado por la definición usual de un promedio: 

<*> = 2 + m 9 m = - m - m (B-23) 

m 2 e~ pw - 


Hablando de manera estricta, (B-22) y (B-23) se aplican a los estados cuánticos de un sis¬ 
tema único de interés. Se puede demostrar que si el sistema consiste en una colección de 
moléculas independientes, o aproximadamente independientes, entonces estos resultados 
se pueden también aplicar a una molécula única, siendo W m ahora la energía de una molé¬ 
cula y < \¡j ) es el valor promedio para una molécula dada. Además, se puede demostrar 
también que en el límite, donde es aplicable la mecánica clásica, es posible sustituir la 
suma en (B-23) por integrales sobre las componentes del momento lineal y las coordena¬ 
das de posición. Así, en coordenadas rectangulares (B-23) resultaría ser 


f ipe p w do x dv y dv z dx dy dz 

<*> = 1 - (B-24) 

j e~ pw dv x dv y dv z dx dy dz 


puesto que dp x = d(m 0 v x ) = m 0 dvx , y así sucesivamente, y los factores m% se cancelarían 
en numerador y denominador. Las integrales por lo general serán séxtuples, con límites 
apropiados de integración, y para poder emplear (B-24) se necesita conocer tanto W como 
\p en función de (v x , v y , v z , x, y, z). [Por ejemplo, si se estuviera tratando con un gas ideal 
en el cual se pudieran despreciar las interacciones entre las moléculas, entonces W sería 
simplemente la energía cinética dada por (A-8) como \m ü v 2 , por lo que (B-22) daría 
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e ~m o y / 2kl dv x dv y dv z dxdydz , la cual es la conocida función de distribución de velo¬ 
cidad de Maxwell], 

En general, W incluirá tanto la energía potencial como la energía cinética. Aquí re¬ 
sulta de particular interés la energía de interacción u “orientación” de un dipolo en un 
campo eléctrico aplicado; ésta se obtiene de (8-73) como U D =-p 0 t' p cosd, que ahora 
se está tratando con un dipolo permanente p 0 en un campo polarizador E p y el ángulo 
entre ellos se está escribiendo ahora como 0. Entonces, W ’ designa a todo el resto de la 
energía, se puede escribir 

W= W' -p 0 F. p coa0 (B-25) 

suponiendo a W ' independiente de 6. La cantidad que interesa aquí es la componente 
de p 0 en la dirección de E p , por lo que se hace \¡j =p 0 eos 6. Si se escribe el elemento de 
volumen como dxdydz = r 2 sen 6d0d¡p y se inserta p 0 eos 9 en (B-24), se ve que las inte¬ 
grales que incluyen W, r, ¡y y cada componente de v se cancelarán en numerador y deno¬ 
minador y quedará 

f ^pocos 0e ílp ° E '> cme sen6d0 f 1 pope^^dp 

(p 0 cosffy = ———-= —!-(B-26) 

f ” e f!p a F-„ eos» sen g d g P g p Po £ pP ¿ 

Jo 

empleando (2-22). Por último, si se hace 

}’ = PPoEp — (B-27) 

se puede escribir ( B-26) como 

<p o cos0>=/> o ~ln f'p»dp=p 0 ~\n^^y^- (B-28) 

donde 

L(>>) = cothy ~ (B-29) 

que se denomina la fundón de Langevin y da el valor del cociente entre la componente de 
p 0 y su valor máximo p 0 . En la figura B-3 se muestra la función /.(ni como una función 



Finirá B-3. La función de Langevin. 
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de y. Se ve que L(y)-^1 cuando y adopta valores muy grandes, esto es, para campos 
polarizadores grandes y/o muy bajas temperaturas. En este caso, ( po eos 6) - p 0 , lo cual 
corresponde a un alineamiento casi completo de dos tipos permanentes con el campo 
polarizador. Se dice entonces que el material está saturado. 


Por lo tanto, el comportamiento de < p 0 eos d ) es no lineal en E p , como se podría 
haber esperado. Para valores muy pequeños de y, correspondientes a E p pequeño y/o alta 
temperatura, se puede desarrollar L(y) en serie de potencias y se encuentra que 



(v«l) 


(B-30) 


Combinando esta expresión con (B-28), (B-27) y (B-4), se encuentra que la magnitud de 
la polarización es 

P = N(p 0 cose)= : j~~E p (B-31) 


la cual es lineal en E p . La polarizabilidad correspondiente es 


Po 

3kT 


(B-32) 


y es inversamente proporcional a la temperatura. Al resultado (B-31) se le conoce como 
ley de Curie para los dieléctricos. 

Se pueden hacer algunas estimaciones numéricas para ver si (B-30) es una aproxima¬ 
ción razonable. El valor p 0 será típicamente del orden de magnitud de la carga electrónica 
por alguna fracción del radio a de la molécula. Puesto que a es del orden de 10 10 metros, 
se obtiene p 0 ~ K) 3 0 coulomb-metro. A temperaturas alrededor de la temperatura am- 
biente(7' - 290° K), se encuentra que (B-31) es por lo general una muy buena aproximación. 

Bajo estas mismas condiciones, la polarizabilidad, según se encuentra de (B-32), es 
a c st ] 0 4 0 (metros) 3 . Se encuentra que la polarizabilidad asociada con la polarización 
inducida dada por (B-10) es a ~10" 4 0 (metros) 3 , por lo que estas cantidades son de mag¬ 
nitud comparable. En consecuencia, para moléculas polares resulta apropiado hablar de 
una polarizabilidad total como la suma de ambas: 

Po 2 , R 

«* = « + a c = a + (B-33) 

La expresión comparable a la relación de Clausrus-Mossotti sería entonces 


3c 0 (k € --1) _ Po_ 

N(k 0 + 2) 3 kT 


(B-34) 


expresión a la que se conoce como ecuación de Debye. Si se evalúa la cantidad en el 
primer miembro a partir de valores estimados y después se le gráfica como una función 
de 1/7', se ve que el resultado debe ser una línea recta cuya intersección dará la polari- 
zabilidad inducida a. De manera similar, la pendiente de la línea dará p\l3k, de lo cual 
se puede encontrar p 0 . 

Los materiales ferroeléctricos, que pueden tener una polarización en ausencia de 
campo, se examinan de una manera más conveniente después de que se consideren los ma¬ 
teriales magnéticos, en cierta medida análogos; esto se hará al final de la siguiente sección. 
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B-2 Propiedades magnéticas estáticas 

Inicialmente se consideran sólo materiales magnéticos isotrópicos lineales, por lo que el 
interés aquí es encontrar la susceptibilidad magnética definida en (20-52) mediante 
M = XmH. Prácticamente para todos los materiales que se pueden escribir de manera ade¬ 
cuada por medio de esta relación, se encuentra que \x m \ « 1, por lo que, de (20-56), será 
casi igualmente exacto emplear M —X m B/p 0 . Por lo tanto, para los propósitos de la pre¬ 
sente sección la ecuación de definición puede escribirse 

M = (B-35) 

y dentro del material por lo general sólo se emplea H = B/'p 0 para relacionar los dos 
campos. 

En la última sección se introdujo el campo polarizante E p como el campo en la 
posición de la molécula debido a todo el resto del material. De manera similar se desea de¬ 
finir un campo magnetizante H m (y en consecuencia B m ), el cual es el campo que afecta 
a la molécula y aparece debido a todas las corrientes excepto aquélla que se puede atribuir a 
la propia molécula. En este caso, se pueden repetir casi al pie de la letra los argumentos 
que condujeron a (b-13), por lo que se puede poner por escrito 

H m = H + H 0 -(-H / (B-36) 

donde H 0 es el campo magnético debido a la distribución continua de la magnetización 
M en el exterior de la esfera de radio R que se muestra en la figura B-4. Puesto que exis¬ 
te una discontinuidad en la componente normal de M en la superficie de esta esfera y 
no hay corrientes libres dentro del material, se puede encontrar H 0 en el centro, ya sea 
vía las corrientes superficiales ligadas dadas por (20-8) como K m = MXñ', o a partir de 
la densidad superficial de los polos a m = M-ñ' de acuerdo con (2042); el resultado será 
el mismo en una u otra forma. En este caso, se ve por la figura que ó^f =M eos d' y 
tiene el signo indicado; así, la dirección de H 0 es la misma que la de M. Esta distribución 



Figura B-4. Cavidad esférica hipotética empleada para calcular el campo magnético debido 
al material magnetizado en su exterior. 
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polar es exactamente la de (20-48), para la que se encontró la magnitud de H 0 a partir 
de (20-49) comoM/3; sustituyendo esto en (B-36) se obtiene 

H m -H+Í|h-H, (B ~ 37) 

y la inducción correspondiente sería B 0 =ju 0 M/3. [La discrepancia aparente en signo entre 
(B-37) y (20-49), así como la diferencia en valor de B dentro de las esferas, obedece al 
hecho de que (20-49) fue obtenida para una esfera de magnetización M para la cual ésta 
es diferente de cero en el interior, mientras que en el presente caso el interés reside en el 
campo del interior de una esfera vacía situada dentro de un material magnetizante de ma¬ 
nera uniforme. Esto se puede ver comparando las figuras 20-8 

y B-4; nótese que las distribuciones polares tienen la misma dependencia angular en los dos 
casos, pero signos opuestos con respecto a la dirección de M -los ángulos 0' están defini¬ 
dos de manera diferente en las dos figuras.] 

De manera similar, los argumentos que demostraron que hay un gran número de ca¬ 
sos para los cuales E; = 0 en el caso eléctrico, pueden ser igualmente empleados en el caso 
magnético, a causa de la completa analogía entre (8-84) y (19-55) que dan los campos de 
los dipolos correspondientes. Consecuentemente, se hace restricción a los casos en los cua¬ 
les Hj puede considerarse cero, y combinando (B-37) con la aproximación H -B/p 0 se 
puede escribir 

B m = ja 0 H m = íl o(H-t-M) = ílo (i + | Xm j H (B-38) 

como la inducción que actúa sobre la molécula en cuestión. 

Se señaló después de (20-52) que, en contraste con el caso eléctrico, la susceptibili¬ 
dad puede ser negativa. A tal material se le denomina diamagnético , y se ve ahora que 
ello se debe a los dipolos inducidos que aparecen por el movimiento orbital alterado de 
los electrones cuando se aplica un campo; como se verá, los momentos inducidos están 
en dirección opuesta al campo inductor. 

Supóngase que un electrón en un átomo está girando en una órbita circular de radio 
a con una velocidad angular o> 0 , en ausencia de un campo. Habrá necesariamente una 
fuerza centrípeta, F c , sobre él, la cual se debe a interacciones internas dentro del átomo 
y cuya magnitud está dada por 


f c = = m e ^a (B-39) 

donde m e es la masa en reposo del electrón. En presencia de un campo B m habrá una fuer¬ 
za adicional sobre el electrón dada por F„, = — evXB m , de acuerdo con (14-30). Si se 
supone que v y B m son perpendiculares, por sencillez, la magnitud de esta fuerza será 
evB m y estará dirigida en forma radial, hacia afuera dependiendo del sentido de v en 
relación con B m . En la figura B-5 se muestra esto para el caso en el cual B m está dirigida 
hacia afuera de la página; se ve que la velocidad angular vectorial oj sale de la página en 
(a) y en consecuencia es paralela a B m , mientras que entra a la página y es antiparalela a 
B m en ( b ). Si se supone por ahora que el radio de la órbita permanece constante, y así 
F c lo será también, la nueva fuerza centrípeta se puede escribir como 


F c ± evB m = F C ± euaB m = m e o> 2 a 


(B-40) 
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{a) (b) 

Figura B-5. Fuerzas que actúan sobre un electrón de un átomo en presencia de un campo 
magnetizante. 

donde la elección de signos corresponde al signo de u> en relación con B m , esto es, el sig¬ 
no superior para (a) y el signo inferior para (b) en la figura. Se ve que c o debe ser diferente 
en presencia de B m . 

Sustituyendo F c de (B-39) se encuentra que (B-40) conduce a 

U) 2 — <C 0 2 = (c*> — tó 0 )( w +“o) == — (B-41) 

m e 

Resulta que el cambio de frecuencia Agj = cú -co 0 es muy pequeño, incluso para valores 
muy grandes de B m . Como resultado, se puede aproximar a c o + w 0 como 2to 0 y sustituir 
a oj por oj 0 en el segundo miembro; por lo tanto, se encuentra que 

Au) = w-íc 0 =± 2 ^B m (B-42) 

por lo que w resulta incrementada para to paralela a B m y disminuida si Cü es antiparalela 
Ai valor numérico de cB, n i2tn c se le denomina frecuencía de Larmur. 

Ya que se ha supuesto a constante, un nuevo valor de cu significa que ha cambiado 
la velocidad v - uu del electrón. Esto significa que ha cambiado la energía cine'tica, por lo 
que se debe haber efectuado trabajo sobre el electrón. Se puede evaluar este trabajo y 
ver si es compatible con los resultados obtenidos. Durante el proceso de cambio de la 
inducción desde cero a B m , existe una fem inducida dada por (17-6) que es 

S.nd = ^E md -ífs = - ^ = - TTfl 2 ^ (B-43) 


y corresponde a un campo eléctrico inducido E ind , el cual está en el sentido de las mane¬ 
cillas del reloj en la figura B-5. No obstante, a causa de la carga negativa del electrón la 
fuerza correspondiente - eE ind será opuesta al campo inducido. En consecuencia, el tra¬ 
bajo efectuado sobre el electrón por cada recorrido de su órbita será ±el& ind I con la mis¬ 
ma elección de signos que antes. Puesto que el número de veces que la recorre en un 
segundo es la frecuencia u>'/2n, donde oj' es un valor intermedio de la frecuencia circular, 
la rapidez a la cual la inducción al cambiar está efectuando trabajo sobre la carga es 


dW 

~dt 



dK 

dt 
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Suponiendo de nuevo que el radio a es constante, se puede hacer esto igual a la rapidez a 
la cual está cambiando la energía cinética jm c v' 2 — \m e a 2 lo ' 2 ; así, resulta 


/ 1 2 . / 2 ^ 2 ' 1 2 / 1 
- 1 j «J, a <o I = m e a ce = ± ^ - 


Esto demuestra que t/co' = ±{e¡2m e )dB m u así el cambio total en t o será 



en concordancia con (B-42). 

Es conveniente poner estos resultados en forma vectorial. En la figura B-6 se muestra 
lo que es esncialmente una vista lateral de la figura B-5; las partes (a) y ib) de las dos figu¬ 
ras corresponden, mientras que (c) muestra la dirección de B m . Puesto que (a) corresponde 
al signo superior de (B-42), la magnitud de oj aumenta y se ve que Acó está en la misma 
dirección que B,„ ; el signo inferior de (B-42) indica una disminución de la magnitud de 
to, y (/;) de la figura B-6 muestra que Acó está de nuevo en la misma dirección que B m . 
Por lo tanto, se tiene el resultado general de que 

(B-44) 

para los electrones en órbitas definidas. Ahora se necesita relacionar estos resultados con 
los momentos dipolares inducidos. 

Un electrón que recorre uno u otro de los círculos de la figura B-5 es quivalente a 
un elemento de corriente ¡ds = q\~- ev, por (14-29), y tendrá un momento dipolar mag¬ 
nético m. Se ve de la figura B-5 que m estará dirigido hacia el interior de la página y por 
ello será opuesto a gj ; m es también opuesto a co para (, b ), ya que en este caso sale de la 
página. De acuerdo con (19-27), m = IS = Im 2 , donde / es la magnitud de la corriente 
equivalente. Puesto que la carga total e pasa una vez en cada vuelta por un punto dado 
sobre el perímetro, y debido a que cada circuito le lleva un tiempo igual al período t - 
2tt/cü, la corriente equivalente es/ = e/r = eu/ln y, por lo tanto, m - ^ea 2 oo. Combinan¬ 
do ésta con el hecho de que m y co están en direcciones opuestas, se obtiene 


m = — 3 ea 2 u 


(B-45) 



(a) (b) (c) 

Figura B-6. Cambios en la velocidad angular de un electrón en un átomo producidos por 
un campo magnetizante. 
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para un electrón en una órbita definida. 

En realidad, el interés reside en el momento inducido producido por B m , esto es, el 
cambio Am. Calculando Am de (B-45) y empleando (B-44), se obtiene 

Am = — ± ea 2 Atc = - a 2 B m (B-46) 

la cual se nota que en realidad es independiente del signo de la carga, puesto que es ~ e 2 . 
Cada electrón en la molécula dará una distribución así, siempre que a 2 tenga el valor apro¬ 
piado. Aquí se obtuvo (B-46) suponiendo que B m era perpendicular al punto de la órbita; 
si B m estuviera en al dirección del ejez, se tendría a 2 ~ xf +yf para el electrón/-ésimo. En 
consecuencia, si se suma sobre todos los electrones y se promedia sobre todas las orien¬ 
taciones, se encuentra que el momento dipolar inducido promedio para una molécula es 


< Am>= - 


2 «*/>+ 0 '/>) 

L i 


B„ 


y si se multiplica esto por el número de moléculas por unidad de volumen, N, y se emplea 
(B-3 8), se encuentra que la magnetización es 


M= — 


H^e 2 

4 m e 


2 (<*/> +•<>'/>) 


H„ 


(B-47) 


Se verá en breve que |Xm I « 1 en este caso, por lo que H m por (B-38); al comparar 
(B-47) con (B-35) se encuentra que la susceptibilidad es 


X 


m 


IkyNe 1 

4 m e 


2(W>+<y/>) 


(B-48) 


y es negativa puesto que todos los términos en esta expresión son positivos. Así, el meca¬ 
nismo que se ha venido analizando en realidad origina diamagnetismo. 

Para un átomo con distribución de carga isotrópica, se puede emplear el resultado 
obtenido después de (B-17) en el sentido de que (xf ) — (yf)=jrf, para una distancia da¬ 
da r¡ desde el núcleo, y cuando se pone esto en (B-48) se obtiene finalmente 


X 


m 


H^e 2 v 2= _ HpNZe 2 2n 
6m e y J 6m e ' ' 


(B-49) 


donde z es el número de electrones. 

Como un ejemplo numérico, supóngase que se considera helio a temperatura y pre¬ 
sión normales (0 o C y 1 atmósfera) para el cual/V =;3X10 25 (metros)' 3 . Tomando también 
z = 2 y (r 2 ) ~ ICf 20 (metros) 2 , se encuentra que Xm ~“3X1CT C . Esto es aproximada¬ 
mente igual a lo que se observa, y también justifica la aseveración de que Ixm I « 1 • 

El caso paramagnético, para el cual Xm es positiva, surge debido a la existencia de 
dipolos magnéticos permanentes. En (B-45) se encontró un momento dipolar magnético 
para un electrón en una órbita definida; si se multiplica y divide a éste por la masa del 
electrón m e , se obtiene 


“>orb=- 



e 

2 m e 


1 


(B-50) 
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donde I es su momento angular orbital, puesto que m e a 2 es el momento de inercia de la 
partícula. El factor de proporcionalidad (— e/2m e ) se denomina relación giromagnética. 
Así, (B-50) constituye una conexión entre las propiedades magnéticas y mecánicas de un 
electrón, y se ve que m está siempre en dirección opuesta a 1. [Si se repitiera la deducción 
que condujo a (B-45) para una carga arbitraria q, se obtendría m orb = (q/2m q )l, donde 
m q es la masa de la partícula; así, m e I están en la misma dirección para una carga posi¬ 
tiva.] Si se suma (B-50) sobre todos los electrones de la molécula, se encuentra el momento 
total como 


■w— ¿; L 

donde L es momento angular orbital total de la molécula. 

No obstante, las cosas son más complicadas que esto. Se ha demostrado con los mo¬ 
mentos de la mecánica cuántica que, además de su momento angular orbital, un electrón 
tiene un momento angular intrínseco (o espín ) s y un momento magnético asociado m s ; 
la relación entre ellos es el doble de (B-50): 

m,-- 2 (¿-) S (B-52) 

Si se suma (B-52) sobre todos los electrones de una molécula y se agrega el resultado a 
(B-51), el momento dipolar magnético total es 

m=-¿r(L+2S) (B-53) 

donde S = Z,s/. Para que la molécula tenga un momento dipolar permanente, esta canti¬ 
dad debe ser diferente de cero. Además, se puede demostrar que bajo muchas circunstan¬ 
cias se puede escribir (B-53) en términos de un momento angular total, j = L + S, como 



donde g es una cantidad adimensional a la que se conoce como el factor g de Landé,g 
tiene un valor numérico del orden de la unidad y se le debe calcular de manera específica 
por medio de la mecánica cuántica. Puesto que los valores numéricos de J, según se puede 
demostrar, son múltiplos de h/2n, donde h es la constante de Planck, es práctica común 
medir los momentos dipolares atómicos en unidades del magnetón de Bohr p e = eh/4mn e 
= 9.2 7X10‘ 2 4 ampere-(metro) 2 . 

Lo más interesante de (B-54) es que demuestra la posibilidad de un momento dipo¬ 
lar magnético permanente m 0 . En presencia de la inducción B m , el momento tendrá una 
energía de interacción u “orientacional” dada por (1940) como U D = - m 0 -B m = 
—ju 0 m 0 'H m , empleando (B-38). Si se compara esto con (B-25), la cual condujo a (B-28), 
se ve que se podría llegar exactamente al mismo cálculo que antes, y se encontraría la 
componente promedio de m 0 en la dirección del campo magnetizante como 

<m 0 cosfl) = moL^ >k>m ^ Irn j (B-55) 

donde L(y) es de nuevo la fundón de Langevin (B-29). De manera similar, para condiciones 
en las cuales L(y) ~jy, la magnetización será 
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M—N(m 0 cos0} — 


3kT m 


(B-56) 


con una susceptibilidad resultante 


Nii 0 m 0 2 

Xm 3 kT 


(B-57) 


la cual es positiva, correspondiendo así a paramagnetismo. Este resultado es la ley de Curie 
para materiales magne'ticos. 

Como un ejemplo numérico, tómese m 0 como un magnetón de Bohry considérese 
un gas en condiciones normales, de manera que TV ^3X10 25 (metros) 3 . Se encuentra 
que Xm — 3X10“ 7 , lo cual es lo aproximadamente lo que se observa. Se nota que esto tie¬ 
ne una magnitud que es alrededor de 100 veces mayor que el caso diamagnético compa¬ 
rable. Esto es lo que ocurre por lo general. En tanto que todos los materiales tienen una 
contribución diamagnética a la susceptibilidad, cuando también tienen un momento per¬ 
manente, la susceptibilidad paramagnética correspondiente es tan grande que es casi la 
susceptibilidad total. Se nota también que Xm « 1, como se afirmó; en consecuencia, 
H m en (B-56) puede por lo general ser simplemente remplazada por H, como se ve de 
(B-38). 

Una propiedad interesante de los materiales ferromagnéticos es que se puede ali¬ 
near a los dipolos permanentes en cierta medida, incluso de un campo B extemo, y 
entonces se dice que tienen una magnetización permanente. Es posible ver como ocurre 
esto, por medio de una teoría fenomenológica simple introducida por Weiss. Se supone 
que el campo magnetizante se le puede describir en analogía con (B-38) como 




(B-58) 


donde se considera sólo el caso en que M y H son paralelos. El coeficiente X se encuentra 
por medio del experimento; se verá en breve el porqué no se toma X = j como se podría 
haber esperado de (B-38). Si se supone además que se puede emplear aún (B-55), enton¬ 
ces se puede escribir 


Nm 0 L(y) 


y- 


Í^5(// + XM) 


Si se resuelve (B-60) para M resulta 


(B-59) 

(B-60) 


(B-61) 


Las ecuaciones B-59 y B-61 son simultáneas y deben ser satisfechas por M. Si ambas se 
grafican como funciones de y, entonces el valor de M está dado por el punto de intersec¬ 
ción de las dos curvas, puesto que M debe pertenecer a ambas. En la figura B-7 se ilustra 
esto. Conforme T se incrementa, se incrementa la pendiente de la línea recta de (B-61), 
y se ve por la figura que el punto de intersección corresponderá a un valor pequeño deM 
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Figura B-7. Cálculo de la magnetización de acuerdo con la teoría de Weiss. 


Si H ~ 0, es aún posible que las curvas se encuentren y den M 0, como se muestra 
en la figura B-8; a la magnetización se le denomina entonces, por lo general, magnetiza¬ 
ción espontánea M s . Conforme se incrementa 7', el punto de intersección se mueve hacia 
abajo sobre la curva L(y) de modo que M S (T) decrece. Se ve también queM s = 0 cuando 
la pendiente de la línea recta es mayor o igual que la pendiente inicial de (B-59), la cual 
es jNm 0 según (B-30). Si T c es la temperatura límite, entonces {kT c ¡\p a m 0 ) = jNm 0 , 
por (B-61), por lo que 


XHoNmo 2 

3 k 


(B-62) 



Figura B-8. Cálculo de la magnetización espontánea. 
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y 


A/j =0 for T >T C (B-63) 

A T c se le denomina temperatura de Curie. Los valores de M s encontrados por el método 
de la figura B-8, se muestran en la figura B-9. El comportamiento total concuerda sorpren¬ 
dentemente bien con lo que se observa, sobre todo si se considera que se está efectuando 
un cálculo clásico en lugar de un cálculo más exacto basado en la mecánica cuántica. 

Si y « 1, se puede emplear (B-30) en (B-59), y cuando se sustituye (B-60) en el 
resultado y se resuelve para M, se encuentra que 


N)i 0 m 0 2 H 
3 k(T~T c ) 


(B-64) 


empleando (B-62) también. Así, muy por encima de la temperatura de Curie la magneti¬ 
zación es proporcional a //; en otras palabras, el material tiene una susceptibilidad “para¬ 
magnética” dada por 


= A'MoW 
Xm 3 k(T- T c ) 


(B-65) 


expresión que se conoce como ley de Curie-Weiss y que está también en buen acuerdo con 
el experimento. 

Ahora se está en posibilidad de evaluar el parámetro X. Para el hierro, m 0 ^2p e y 
T c = 1043 K. El valor de N, según se encuentra a partir del peso molecular^, la densidad 
de masa d del número de Avogadro Na , es N = N¿d/A — 8.5X10 28 (metros)" 3 . Inser¬ 
tando todo esto en (B-62) se encuentra que X =^4700. Este es un número enorme cuya 
comprensión no cabe en un cálculo clásico, puesto que se vio en las consideraciones que 
condujeron a (B-38) que se debería esperar un valor de X — 1. Heisenberg demostró que es¬ 
tos valores grandes de X son específicamente de origen mecánico-cuántico y electrostático; 
cuando los espines electrónicos están alineados paralela o antiparalelamente, la distribu¬ 
ción de carga se altera en una forma tal que favorece las orientaciones paralelas, lo cual 
conducirá a una magnetización espontánea. 



T c 

Figura B-9. Magnetización espontánea como función de la temperatura. 
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Se ha encontrado que los efectos de histéresis, que fueron analizados en la sección 
20-7, están asociados con la existencia de dominios. En cada dominio se alinean los dipo¬ 
los permanentes, pero las magnetizaciones resultantes de los dominios individuales no son 
todos paralelos entre sí. Cuando se aplica una fuerza externa, existe una combinación de 
rotación de dominios que se alinean con el campo, de un incremento en el tamaño de los 
dominios que ya eran paralelos al campo, y de una disminución en aquéllos que por lo ge- 
ral están orientados en otras direcciones. El resultado total es una curva de magnetización 
del tipo mostrado en la figura 20-19. 

Se pueden analizar muchos materiales ferroeléctricos, que tienen una polarización 
eléctrica permanente, en términos de una teoría del tipo de la de Weiss, con un cambio de 
notación apropiado. Así, en lugar de (B-18) se podría escribir E p = E + (\»/e 0 )p y se 
encuentra que las expresiones análogas de (B-59), (B-61), (B-62) y (B-65) son 


P=Np 0 L(y) 

(B-66) 

pJaíHX-i£ 

[KPoF K 

(B-67) 

T K*Po 2 
c 3 £o X 

(B-68) 

Np 0 2 

** 3eo k(T-T c ) 

(B-69) 


En realidad, la teoría de Weiss no funciona tan bien para materiales ferroeléctricos como 
para los fenromagnéticos; cuando parece ser razonablemente aplicable, los valores de pará¬ 
metro X e por lo general resultan ser mucho menores que la unidad. Los materiales ferroe¬ 
léctricos también presentan propiedades de histéresis y cierta avidencia sobre la existencia 
de dominios. 

B-3 Respuesta a campas que varían en el tiempo 

En la sección 24-8 se señaló que cuando se hacen comparaciones detalladas entre las pre¬ 
dicciones de las ecuaciones de Maxwell y los resultados experimentales, se encuentra que 
es necesario tratar a los parámetros electromagnéticos^, e y a como fundones de la fre- 
cuenda drcular co en lugar de como constantes simplemente. Se analizó también la con¬ 
ductividad desde un punto de vista microscópico y se encontró en (24-130) que o era una 
fundón compleja de la frecuencia. La expresión de la conductividad implicó tanto la iner¬ 
cia de los portadores de carga como una fuerza resistiva mecánica propordonal a la veloci¬ 
dad. A esta dependencia general de los parámetros con respecto a la frecuenda se le 
denomina dispersión, y se desea ahora considerar sus orígenes con más detalle. El estudio 
se restringirá al caso de la respuesta de un medio a una onda plana que se está propagando 
dentro de él. Como ésta no es la posibilidad más general, será suficiente ilustrar los aspec¬ 
tos básicos implicados. 

Como se recordará por (24-38) y (24-29), el caso más general de una onda plana 
propagándose en la dirección z implica una constante de propagación compleja 


k=‘<x + i(3 


(B-70) 
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por lo tanto, 


E = E^e i{kz -= E 0 e “ < iz e i(< “ “ 


(B-71) 


Así, la parte real de k determina la velocidad de fase, mientras que la parte imaginaria 
describe una atenuación de la onda. La relación básica entre k y las propiedades del 
medio se dio en (24-135) como 


fc 2 = w 2 ju(e + i — 
\ w 


)- 



(B-72) 


donde se emplearon (10-53), (20-55) y (23-5). Se vio también en (24-56) y (24-57) que 
es posible describir esta situación en términos de un índice de refracción complejo, el cual 
se describe aquí como 


91 = 



n + ir\ 


(B-73) 


donde n es el índice de refracción ordinario [escrito en (24-57) como rí] y donde r¡ des¬ 
cribirá la atenuación, por (B-70) y (B-71). Comparando (B-73) y (B-72) se ve que 


n + új = 



(B-74) 


Por sencillez, se supone que el material es no magnético y se hace K m = 1. Si, además, es 
no conductor, o = 0 y (B-74) se reduce a 


n + nj = \ /, K e (B-75) 

Se continúa escribiendo 91 como complejo aun cuando la única fuente de atenuación que 
se ha considerado hasta aquí ha sido la conductividad; como se verá en breve, un medio 
no conductor puede también producir atenuación a causa de la existencia de la amorti¬ 
guación del movimiento de las cargas. Más adelante, en esta sección, se regresará al caso 
más general de o ^ 0. 

La forma de (B-75) indica lo que será este enfoque. Como en la sección B-l, se es¬ 
pera que los campos incidentes induzcan momentos dipolares eléctricos dado que las cargas 
serán desplazadas de sus posiciones de equilibrio. Siendo así, se puede encontrarla pola¬ 
rización y después la susceptibilidad Xe a partir de (B-l); por último K e estará dada por 
1 + Xe y esto se puede sustituir en (B-75) para encontrarla respuesta total del medio. 

A causa de la masa muy grande del núcleo en comparación con la del electrón, debe 
ser una buena aproximación suponer que los núcleos permanecen en reposo; en conse¬ 
cuencia, se necesita considerar sólo el comportamiento de los electrones. Por ello, a 
menudo este tratamiento de llama la teoría electrónica de la materia. Si se considera que 
r es el desplazamiento del electrón con respecto a su posición de equilibrio, se puede supo¬ 
ner una fúerza mecánica de restitución, F m , como se hizo en (B-7); se le escribe como 
F m = - Kr - - m e colr, donde co 0 es la frecuencia natural de oscilación de la carga. Co¬ 
mo se hizo en (12-36) y (24-125), se supone también una fuerza friccional de amortigua¬ 
ción, de alguna forma proporcional a la velocidad, esto es, F d = — £v = - m e yv, donde y se 
emplea ahora como una medida de la amortiguación. Finalmente, los campos que produ¬ 
ce la onda originan una fuerza de Lorentz que está dada por (21-29) como F, = — e(E p + 
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vXB m ), donde E p y B m son los campos inductores resultantes de (B-18) y (B-38). Hacien¬ 
do la masa por la aceleración igual a la fuerza neta, se obtiene la ecuación de movimiento 

F„et = m e a = - m e io 0 2 r -m e yv - e(Ep + v X B m ) (B-76) 

Se considerarán sólo medios para los cuales n sea del orden de la unidad; en tales 
casos, se sabe por (24-34) que \B m | ~ |E P | ¡c, puesto que los campos no diferirán de los de 
la onda incidente. La razón de la fuerza magnética a la fuerza eléctrica será entonces, 
aproximadamente, 


F mag evB m _ t> - 
F dec ~ eE„ ~c ** 

y se puede simplificar aún más (B-76) despreciando el término vXB m . El desplazamiento 
en régimen estacionario del electrón será entonces paralelo a E p . El problema se vuelve 
entonces unidimensional y, si se hace que x sea el desplazamiento, se puede escribir (B- 
76) como 


+yC ¿ñ + W ° 2x ) = ~ eE p = ~ eE p° e ‘ (kz ( B ‘ 77 ) 

para una onda propagándose en la dirección z. Ahora, la variación de kz sobre la molé¬ 
cula será del orden de 2 ra/X, donde a es el radio de la molécula. Se supone ahora que 
a « X; puesto que a ~ 1 O* 10 metros, esto se satisface aún en la región ultravioleta, donde 
se empieza a necesitar una descripción basada en la mecánica cuántica, de cualquier manera. 
En otras palabras el campo eléctrico será aproximadamente constante sobre el volumen de 
la molécula localizada en z 0 . Si en la amplitud E p0 se incluye el factor constante e‘ kz ° , 
todo lo que ahora es la variación temporal sinusoidal y (B-77) resulta ser 

W*) = -eE p0 e-‘“‘= -eE„ (B-78) 

a la cual se puede reconocer como la variación de movimiento de un oscilador armónico 
forzado y amortiguado. 

La única solución de (B-78) de interés aquí es el desplazamiento en régimen esta¬ 
cionario, el cual se puede encontrar suponiendo una solución de la forma x = x 0 e' i0Jt , 
donde x 0 es una constante. Cuando se sustituye esto en (B-78) se obtiene 


x = x 0 e = 


— ( e /m e )E p0 e ia ‘ 
w 0 2 — o> 2 — iyu 


(B-79) 


El correspondiente momento dipolar inducido en la dirección del campo se puede encon¬ 
trar de la forma unidimensional de (B-3), recordando que aquí x es el desplazamiento, 
y resulta 


p= — ex— p Q e = 


(e 2 /m e )E p0 e-^ 
« 0 2 — <o 2 — iyu 


(B-80) 


puesto que se está suponiendo que el núcleo permanece estacionario. Si hay n 0 electrones 
de este tipo en la molécula, su contribución total al momento dipolar será 
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n 0 (e 1 /m e )E p 
u 0 2 — oí 1 — iyo: 


(B-81) 


puesto que E p = E po e~ 1 ° Jt . Este resultado puede generalizarse fácilmente a la situación en 
la cual hay más de un tipo de electrón, puesto que no se espera que estén todos ellos 
en situaciones idénticas. Así, si se hace que n k sea el número de electrones en la molécula, 
los cuales están caracterizados por la frecuencia natural oa k y la constante de amortigua¬ 
ción y k , se puede sumar (B-81) sobre todos los tipos para obtener el momento dipolar in¬ 
ducido total: 


</>> = £, 2 

k 


n k (e 2 /m e ) 
2 2 ■ 


(B-82) 


donde a es la polarizabilidad, de acuerdo con la definición (B-9). Se ve que ahora a es tantc 
compleja como dependiente de la frecuencia. Antes de continuar, al comparar esto con el 
caso estático (cu ~ 0) se encuentra de (B-82) que 


a(0)= 2 
k 


-^5 = 2 
m e u k ¿ k 



donde, en el último paso, se fue de una suma sobre k tipos a una suma sobre j de electro¬ 
nes individuales. (El número total de electrones es Z t ~ Z k n k ). Comparando este resultado 
con (B-9) se ve que son iguales si se recuerda que se está suponiendo que las constantes de 
fuerza nuclear son tan grandes que 1 ¡K¡ ~ 0. 

La deducción de (B-21) a partir de (B-20)se aplica aún. por supuesto, y si se combi¬ 
nan (B-21), (B-82) y (B-75), se obtiene el resultado básico 


(n + iv¡) 2 - 1 = = JV y* n k{e 2 /m e ) (B-83) 

(n + ir ¡) 2 + 2 3e 0 3f 0 k a k 2 — — iy k u 

donde N es el número de moléculas por unidad de volumen. (Recuérdese que la suma es 
sobre una molécula única y por lo tanto es independiente de N.) Se podrían ahora en¬ 
contrar n y r¡ igualando separadamente las partes real e imaginaria de cada miembro de 
(B-83). Como comprobación cualitativa del resultado, se ve que si todas las y k = 0, el 
segundo miembro es real y r? = 0; así, como se esperaba, son los términos de la amorti¬ 
guación en las ecuaciones de movimiento los que producen la atenuación y la absorción 
de energía de la onda. Similarmente, r¡ = 0 cuando co - 0; en consecuencia, no hay ate¬ 
nuación en el caso estático. 

Como un caso especial, considérese un material perfectamente transparente para el 
cual rj = 0. Entonces, para una frecuencia jija cu, (B-83) resulta ser 



= const. 


(B-84) 


A este resultado se le conoce como la ley de Lorem-Loremz y describe cómo varía el 
índice de refracción con la densidad del material. Es un resultado sumamente preciso 
para muchos materiales, e incluso es aproximadamente correcto para el caso de un líqui¬ 
do que cambia a su fase de vapor. Se nota que en el caso estático (co = 0), donde se puede 
sustituir a n 2 por K e , (B-84) se reduce a la relación de Clausius-Mossotti (B-21). En vez 
de continuar con el resultado general (B-83), se vuelve a una situación algo más sencilla. 
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Para muchos casos, particularmente en gases, a resulta ser tan pequeña que n — 1 
y t) ~ 0. Consecuentemente, \n + ir¡\ = 1 y se puede aproximar el denominador en el 
primer miembro de (B-83) por 3. Entonces (n +ir¡ ) 2 — 1 + (A'a/fc'o) y n +ir¡ — [1 + Aa] 
Nojeo)] 1 /2 = 1 + (Nal 2e 0 ), por lo que 


n + it) = 1 + 2 

¿í o k 


n k ( e2 /m e ) 
u k 2 -u 2 - iy k a> 


(B-85) 


Se pueden encontrar ahora n y r¡ separadamente multiplicando numerador y denominador 
en la suma por (cj| - co 2 + iy k to) e igualando las partes real e imaginaria en cada miem¬ 
bro; los resultados son 


, , N ^ n k (e 2 /m e )(u k 2 -u 2 ) 

n = 1 + — ¿u -; 7 

2i ° k (w k 2 - co 2 ) +( y * ü >) 


(B-86) 


N y n k (e 2 /m e )y k ü> 
2{ ° k (u k 2 - tú 2 ) 2 + (y k u) 2 


(B-87) 


Se puede ver la naturaleza general de la dependencia con la frecuencia más fácilmente, si 
se supone sólo un tipo de electrón con un conjunto de constantes n 0 , coo y 7; estos re¬ 
sultados entonces se reducen a 


N n 0 (e 2 /2m e e. 0 )(<c 0 2 — m 2 ) 
(ío 0 2 -<j 2 ) 2 -Kyco ) 2 


(B-88) 


Nn 0 (e 2 /2m e e 0 )yo} 
(u> 0 2 -u 2 ) 2 + ( yo>) 2 


(B-89) 



Figura B-10. Comportamiento de la partes real e imaginaria del índice de refracción, cerca 
de una frecuencia de resonancia. 
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los cuales se muestran como funciones de cu en la figura B-10. La región de frecuencia al¬ 
rededor de co 0 , donde n y r? están cambiando ambos rápidamente, recibe la denominación 
de región de dispersión anómala. En los casos generales (B-36) y (B-87), las curvas de n y 
r¡ consistirán en una superposición de curvas como las mostradas con dispersión anómala 
cerca de cada una de las co k ; éste es el tipo general de curva de dispersión que se ha encon¬ 
trado para los gases. Ajustando curvas como éstas a los resultados esperimentales, se 
pueden evaluar las cantidades n k , oj k y y k . 

Si se considera de nuevo (B-83) y se supone que r¡ ~ 0 por sencillez, se ve que en la 
situación más general se observará dispersión anómala en tomo a las frecuencias u> k , ex¬ 
cepto por la cantidad ( n 2 - l)/(« 2 + 2) en vez de (n - 1). 

Ahora supóngase que el medio en cuestión contiene también electrones libres, por lo 
que también tendrá propiedades conductoras. Se ve por (B-74) que esto se puede manejar 
agregando simplemente (¡o/ue 0 ) a n e . Así, si (n + ir¡) nc se refiere a los valores encontra¬ 
dos en el caso no conductor, se encuentra de (B-74), (B-75) y (B-83) que cuando k,„ ^ 1 


(n + ir]) 2 = (n + Í7})„ c 2 + 


ia 

C0€ 0 


1 +(2Na/3e 0 ) ia 
\-(Na/3t 0 ) ox 0 


(B-90) 


Un electrón que puede moverse libremente corresponde a uno no sujeto aúna fuerza de 
restauración, por lo que col - 0 para él. Así, su ecuación de movimiento según (B-78) será 
de la forma 



+ Yo 


dx 

~dt 



— i&t 


Esta es justamente la ecuación (24-127) que se empleó previamente para encontrar la con¬ 
ductividad cuando % = m e y 0 . En consecuencia, se puede emplear el valor de o dado por 
(24-130): 


a — <t(ío) = 


_ °o _ 

1 - i(a 0 m e u/ N 0 e 2 ) 


(B-91) 


donde N 0 se emplea ahora para el número de electrones libres por unidad de volumen y el 
valor estático de la conductividad ct 0 es 


_ N 0 e 2 _ N 0 e 2 
°° Í Yo'« f 


(B-92) 


Sustituyendo (B-91) en (B-90) se obtiene 

( ■ \ 2 — l + (2Afo/3e 0 ) /(op/fa* q) 

71 1 - (/Vu/3e 0 ) 1 - i(o 0 m e Lú/N 0 e 2 ) 


(B-93) 


como la expresión completa de la cual se encuentran n y r¡ separadamente. [Recuérdese 
que a dada por la suma en (B-83) es compleja.] 

Como consideraciones adicionales, será suficiente hacer restricción al caso en el que 
|u| = |7Va/eo I « 1, por lo que el primer término del segundo miembro de (B-93) se puede 
aproximar por [1 + (2«/3)]/[l - (u/3)] [1 + (2u/3)][l + (u/3)] 1 + « = 1 + (Na/e 0 )- 

Entonces si se multiplican numerador y denominador de cada término en la suma de (B- 
83) por el complejo conjugado de su denominador, se hace una cosa similar al último 
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término del segundo miembro de (B-93), se factoriza el primer miembro de esta expresión, 
y después se igualan las partes real e imaginaria de cada miembro, se encuentra que 


.j , N ^ n k (e 2 /m e )(u k 2 -u 2 ) 
£ ° * (w* 2 -u> 2 ) 2 + (y*<o) 2 


{op-mj N 0 f 0 e 2 ) 

1 + (a 0 m e u/N 0 e 2 ) 2 


(B-94) 


N ^ n k (e 2 /m e )y k ui | (g 0 /<jt 0 ) 

( ° k + (y 1 + (o 0 m e u/N 0 e 2 ) 2 


(B-95) 


que pueden ahora resolverse para n y r? en forma individual, si se desea. No se hará esto, 
pero debemos damos por muy satisfechos con algunas observaciones generales acerca de 
estos resultados. 

Considérese primero el caso de baja frecuencia, el cual se toma como correspondien¬ 
te a 0 o /cje o » 1, esto es, el “buen conductor” (Q « 1), el cual se analizó en detalle 
inmediatamente a continuación de (24-70). Aquí la frecuencia es mucho menor que cual¬ 
quier frecuencia resonante natural de los electrones ligados y su contribución a (B-94) y 
(B-95) es despreciable. La contribución de la conductividad a (B-94) es también pequeña 
para cu pequeña, dado que elnumeradores constante y pequeño; por otra parte, el término 
de conductividad en (B-95) es muy grande. Así, estas expresiones adoptan la forma n 2 - 
i] 2 - 1 + 5 donde 8 es una cantidad muy pequeña, mientras que 2nr¡ ^(o&J coe 0 ) » 1. 
Este puede ser el caso sólo si n y rj son ambas grandes y aproximadamente iguales; así, 
n = r\ — (a 0 /2cceo) 1 /2 ■ Entonces se ve de (B-73) y (B-70) que las partes real e imagina¬ 
ria de la constante de propagación son aproximadamente iguales y están dadas por a — 
j3 ~ (oú/c)n = (jji 0 o 0 cú) 1 I 2 , que es aproximadamente lo que se encontró antes en (24-75) 
para el caso correspondiente. 

Conforme aumenta la frecuencia hacia la región infrarroja y porciones visibles del 
espectro, llega eventualmente a ser igual al menos a alguna de las frecuencias naturales de 
los electrones ligados. Entonces sus contribuciones resonantes resultan de importancia y 
comparables o mayores que la de los electrones libres, y se debe entonces tratar con las 
muy complicadas expresiones generales (B-94) y (B-95). 

Ejercicios 


B-l La susceptibilidad del helio a una atmósfera y 140°C es %¡, = 6.84X 10 5 . Encuéntrese 
la polarizabilidad ay empléese el resultado para estimar el radio de un átomo de dicho gas. 


B-2 Para aire a 0°C y una atmósfera, K e — 1.000590. Empléese la relación de Qausius- 
Mossotti para encontrar K e a 100 atmósferas y a la misma temperatura. Encuéntrese la 
diferencia en porcentaje entre el resultado que se obtenga y el valor medido de 1.0548. 

B-3 Intégrese la ecuación de movimiento dl/dt = torca, donde la torca se debe al campo 
eléctrico inducido dado en (B-43), y demuéstrese así que el momento diamagnético indu¬ 
cido está dado de nuevo por (B-46). 

B-4 Se ha encontrado que x>n = 2.2X 10 -5 para el aluminio a 20°C. Supóngase que éste 
es originalmente paramagnético y encuéntrese el correspondiente momento dipolar per¬ 
manente m e . ¿Cuántos magnetones de Bohr es esto? [El aluminio tiene una densidad de 
2.7 gramos/(centímetro) 3 y un peso atómico de 27 gramos/mol.] 


B-5 Verifiqúense de (B-66) y (B-69). 
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B-6 Demuestre que la teoría de Weiss del ferromagnetismo viola la tercera ley de la ter¬ 
modinámica, demostrando que (dM s ld'D r -() ^ 0. 

B-7 La suceptibilidad del titanato de bario (Ba Ti O 3 ) tiene la forma X e =( 1.7 XlO s )/(T— 
393) para T suficientemente grande. Empléese esto para estimar A*, en este material. 

B-8 Empezando con (B-54), demuéstrese que la ecuación de movimiento del dipolo mag¬ 
nético se puede escribir en la forma ( dm/dt ) = -(ge/2m e )mXB. Ahora supóngase que 
B = S 0 z, donde B 0 es una constante. Resuélvase la ecuación de movimiento y demuéstrese 
que la solución describe una precesión de m en torno a z, esto es, m barre un cono de án¬ 
gulo constante, cuyo eje coincide con el eje z. ¿Cuál es la frecuencia angular del movi¬ 
miento? ¿Cuál es el sentido de rotación de la proyección de m sobre el plano xy cuando 
se le ve desde un punto sobre el eje z positivo? 

B-9 El índice de refracción del agua a 1 5°C para una frecuencia óptica particular es 
1.3337; su densidad es 0.9991 gramos/(centímetro) 3 . Empléese también la ley de Lorenz- 
Lorentz para encontrar n para el vapor de agua a 0°C y una atmósfera, tratando al vapor 
de agua como un gas ideal. Encuéntrese en porcentaje la desviación del resultado obtenido 
en relación con el vapor medido de 1.000250. 

B-10 Supóngase que 7 « ce > 0 y empléese (B- 88 ) y (B-89) para demostrar que en una 
región de dispersión anómala los valores máximo y mínimo de n ocurre a frecuencias 
donde rj es la mitad de su valor máximo. Encuéntrese la relación entre 7 y el ancho de 
línea Ato de 77, esto es, la diferencia de frecuencias entre oj 0 y la frecuencia donde 77 
tiene la mitad de su valor máximo. 

B-l 1 Puesto que el dipolo inducido en (B-80) está oscilando en el tiempo, radiará energía. 
Encuéntrese la rapidez total a la cual p está radiando, suponiendo un gas tal que puede 
considerarse H p0 como aproximadamente igual al campo eléctrico incidente. Demués¬ 
trese que cuando co « co 0 , la potencia radiada es proporcional a 1/A 4 , donde A es la 
longitud de onda incidente. Esto se llama dispersión de Rayleigh y se emplea para expli¬ 
car el color azul del cielo. 



Respuestas a los ejercicios 

impares 


1-3 5x-3y-z; 32.3°, 120°, 99.7° 


1-5 -14.4 


1-9 


( 



y+ 



r 

b 4 



-(1/2) 


1-13 \abc(a + b + c) 

1-15 (2A') 1/2 [(8/21) — (4/c/5)] 

1-19 No; a/p; (b/p) z; (x 2 +>' 2 )~ <, ' /2) [(ax — by)x + (ay + bx)y] + cz', 
(a eos 0 — c sen 9 )é + bq> 


1-21 3 


(a sen 0 + c eos 9)i + 


1-23 — irr 0 

1-25 No 

2 i qq ' í [(-E-ajS+J'y] [(x + a)x+.yy] \ 

4w£ ol [(x-a) 2 +y 2 ] 3/2 [(x + a) 2 +y 2 ] i/2 j 


2-3 

2-7 


2-9 


- 1 -90(q 2 / 4we 0 a 2 )(x + y + z) 
z(\pa } L)/[3eoZ 0 (z 0 + L)] 



2- 11 coulomb/ (metro) 4 5 ; \ ira*A ; z + “‘ 1 -2z 

2e o [ (a 2 + z 2 )' /2 

3- 1 (^/4wc 0 ){[jfX + (>' —a)y][x 2 + (>' —£j) 2 ] (-3,/2) —[jcx + íy + a)y][x 2 + (>’-t-a) 2 ] 

E x ”= Oeuandox = 0 or y *» 0 

3-3 1 .90(7/ /47rt 0 fl 2 )(x + y — z) 

3-7 (X/2tt€ 0 )[ - ax + (c - 6)y] [ a 2 + (c - bf ] ~ 1 


-( 3 / 2 ). 


3-9 —(a/£ 0 )zpara-a< 2 < a; 0para| z | >a 


3-11 (X/47rí 0 p)[(sena 2 + sen a¡)p + (cosa 2 — cosa, )z]; (\Lp)/[2veQp(L 2 + p 2 ) l/2 ] 

3- 13 p ch a 2 x/2£ 0 x para* >a; p ch xx/2e 0 parax <a 

4- 1 pabc/t 0 en ambos casos 

4-3 Ap/2-ríop, (p<p 0 ); (A + 27rp 0 a)p/27r£op, (p 0 <p); -A/2wp 0 ; yes, since 2irp 0 o eslacargapor 

unidad de longitud en el cilindro 

4-5 2Ar i/2 i/lí 0 , (r<a); 2Aa 1/2 r/lt 0 r 2 , (a<r) 

4-7 p ch pp/2e 0 , (p<a); p ch a 2 p/2e 0 p, (a <p); sí, puesto que A = 7ra 2 p ch 

4-9 0, (p<a); Af(p)p/i 0 a 2 p, ( a<p<b ) donde /(p) = (e““ a -e““ p ) + a(ae" ao -pe _ “(’); 

Aj(b)p/íoa 2 p, (b<p)\ a = 0 y n = 0, sí 

4- 11 4£ 0 £ 0 p 2 /a 3 , (0 <p<a); 0, (a<p) 

5- 1 Sí, puesto que V X E = 0; <f> = - xyz + x 2 + const. 

5-3 (^/ 4t 7‘€ 0 )| ^x 2 -fy 2 + (z — a) 2 J~^ 1/2í “ [x 2 +y 2 -í-(z + a) 2 j ~ <1/2 ^ j; </>(z = 0) = 0; cada punto 

es equidistante de las cargas iguales y opuestas 


665 



666 


Respuestas a los ejercicios impares 


5-5 1.23(^/í 0 a) 

5-9 £„= Q/4m 0 r; <#>, = [Q/4{n + 2)^0] [(/i + 3)- (r/a)" + 2 ] 

5-11 p(b 3 — a 3 )/ 3 t 0 r, (r>6); (p/3eo)[(36 2 /2)-ir 2 -(a 3 /r)], ( a<r<b ); p{b 2 -a 2 )/ 2e 0 , 
(O < r < a) 

5-13 (\aa/2irc ü )(a 2 + z 2 ) _<l/2) : en virtud de (p encontrada sólo para el valor único de x = O 

5-15 —(o/2c 0 )|z| + C = -(o/2e 0 )\/z 2 -I- C ; planos paralelos a la lámina cargada 

5-17 -(o/2coX|2|-a); =*Sa 

5-21 (X/77e 0 )ln[(ó — a)/ (b + a)] 

5- 23 - q 2 /Sm 0 a 

6- 1 Q en la superficie de radio c, Q para h, y Q para a • Q/Ant^r, (c <r); Q/4 tc 0 c, (b <r <c.)\ 

(Q / Airt 0 rbc){bc - r(c - b)], ( a<r<b ); (Q/4m 0 abc)[bc - a(c - b)], (O <r<a) 

6-3 7.08 x 10~ 4 farad 

6-5 c u = -c l2 = -c 2 \=A'n€ 0 ab/(b-a); c 2 2-A7re 0 (ab + bc — ca)/(b-a); C = c n 

6-9 4A<í>/ b 

6- 15 27Tí 0 2.[ln(c 2 /aó) — (a + 6)/c] 1 

7- 1 -0.355(í? 2 /e o a) 

7-5 tra 2 p 3 /4c 0 

7-7 2.25XlO 32 joule; 6.14X10 61 metro 

7-9 5/6 

7-11 ( 9/ 2 L/47rt 0 )ln(í>/í7) 

7-15 1.81 X 10“ 4 kilogramo 

7- 17 ito{A4./[aln(6/a)]} 2 ; p; 0 

8- 3 (p^ttcoXz 2 —i/ 2 r'; z>5/; z>7.06/ 

8-5 g = 9<?;p= qa(4ií + 5y + 14z); Q xx =-11 qa 2 , Q yy =-»qa 2 , Q zz = 19^ 2 , = 6«ya 2 , = 

15 qa 2 , Q zx =2¡qa 2 ; at (a/9)(4x + 5y + 14z) 

8-7 Q = \L\ p= 2 XZ, 2 (cosax + senay); Q xx = (~)kL 3 {3cos 2 a — 1), = (i)Xi 3 (3sen 2 a— 1), 

Q zz — —( 2 )\L 3 , Q xv = XX 3 coso seno, Q yz = Q zx = 0; </> e =(XL 3 /24i7£ 0 r 5 )[3(xcosa+>'sena) 2 — r 2 ] 

8-9 Q = pabc; p= j Q(ax + by+ cz) = g(vector de posición del centro);^ = (j)g(2a 2 -ó 2 -c 2 ), 
G^ = a>e(26 2 -e 2 -« 2 ), Q zz = { 2 )Q{2c 2 -a 2 -b 2 \ Q*y=£)Qab, Q y¡ =Q)Qbc, Q zx =(^Qca; 
(3 (Ja 2 sen# / 167re 0 r :1 )[sen# sen <j> eos 4- cos#(sen<p + cosqp)] 

8-11 Qxx ~ 2(2 a xP x - OyPy - + {2a 2 -a 2 - a 2 )Q 

8-13 No sustituyase r porR = r — r' en (8-84) 

8-15 Con a = 3qa 2 /$ire 0 , <¡>q = a(p 2 sen 2<p)(p 2 + z 2 ) -5/2 ; ¿T p = ap(3p 2 — 2z 2 )(sen 2(p) 
(p 2 + z 2 T V2 , E v = — 2ap(cos 2<p)(p 2 + z 2 )” 5/2 , ¿i 2 = 5azp 2 (sen 2<p)(p 2 + z 2 )~ 7 / 2 ; p 3 = 
(a/<í>g)sen2<p; p 4 = ÁT(cos 2tp) 3 

8-17 -(^p-f)/4tríor 2 ; (¡?pXr)/4we 0 r 2 ; (<7/4wc 0 r 3 )[p-3(p-r)r] 

8-19 No; F 2 - (3/47re 0 /? 4 ){[(p r p 2 )- 5(p, ft)(p 2 -ft)]R + (p 2 ■ R)p, + (p, • R)p 2 }; 
3p x p 1 k/Airt 0 R A \ -3p,p 2 ft/2t7€ 0 R 4 

8- 21 (3G 1 “G 2 a /64tr£ 0 r 9 )(3r 4 - 30z 2 r 2 + 35z 4 ) 

9- 1 E,„ = 2x+y + z; E u = 2x-4z 

9-3 Con A=Ooz/ e 0 a 2 , Ej = (a + Ax)x + (¡i + Ay) y + (y + Az)z 

9- 5 La diferencia de potencial es independiente de la trayectoria; se sigue de (9-221 

10- 1 1.2 X 10“ 4 coulomb/ (metro) 2 

10-3 — aP, P{\ + ai), — P, 0 
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10-5 <#>„=- Pa 3 /-}e 0 z\ E zo = - 2Pa 3 /3 £o z 3 , <p, = Pz/3í 0 , E zi = - P/3t 0 

10-7 p é = -a(« + 2)r''- 1 ,a í , = aa"; E„ = 0, E,.= -P/t 0 ; <*>„ =0, <í>, = [a/e 0 (« + 1)]0" +1 “ a” + ’) 

10-9 — P/3e 0 

10-11 («i) P¿~0, 0¿p aS e superior O b base inferior — P\ (b) E~ Ez\ E = “-(P/2eo){2 -f-(z — L) 

Uz-Lf + a 2 Y {l/2) -(z + L)Uz + L) 2 + a 2 ] (1/2) }, (0<z<L); £ = (/>/2 í 0 ) 

{ - (z - L)[(z - L) 2 + <r 2 ] “ (l/2, + (z + Z.) [ (z + Lf + a 2 ] ~ 0/2) }, (z >L); (c) E 2n - E tn = P/e 0 ; 
(d) £(0) = - (P/t. 0 ){ 1 - p + (a/L)p (l ; (e) |£’| m¡íx = P/í 0 paraa»L; sí, puestoque es 
semejante al caso de dos láminas planas infinitas 
10-13 (10-56) y (10-57) 

10-15 ft, = -[(^-l)fy/(í e ]-(P-VlnK,,)/(K e -l)| p = (p f /K e )~(P-V\nK e )/(K e - 1); si P y 
V K e son perpendiculares 

10-17 D = qi/ATrr 2 , en cualquier punto; en el interior: E = qi / 4m e t 0 r 2 , P = (K e —l)qr/4m e r 2 ;en 

el exterior: E= qx/4'nitf 2 , P = 0; (k,— I )q/x e 

10-19 Y> = \fp/2'irp, E = A^p/(2iraí 0 p" + l ), p b = — n\f/(2'!rap n + 2 ); n= — 1; D sin alteraciónd, 
Pb=h/ l7ra P 

10-21 D = \jp/2'TTp, E = \fp[2'77t 0 p(a + /3z)]~\ P = (a +/Sz —l)Ayp[2tfp(a + /?z)]~ l , p 6 = 0, yes 

10-23 D = Q¡A ,en cualquier punto; en el vacío ,E = Q/ í y /l, P = 0; en el dieléctrico, E=Q/x e í 0 A , 
P = (K e -l)Q/K e A; C=K e tQA[K e {d-t) + t}~' 


10-25 

10-27 

10-29 


[(K e2 -K el )€oA / d][\n(K e2 /K et )] ' 

C = 2ttí 0 l\ -í-ln( — )+—ln( — 
«e2 \Po, 


. 1 1^1 

m ° K e2 b r ( 


'( 1 - L)l- 

0 v K e2 K e\ ) 


10-31 D = p 0 r/3; E = pc>r/3 2tt p 0 2 a s /45K e e 0 ; -4t(k, - l)a 3 p 0 /3K e ; <j>„ = p 0 a 3 /3t 0 r, 

1 + ¿(’~¿) ;(2^+l)Po« 2 /6v 0 


10-33 A^> = (k < ,+ l)A<f> 0 /2K e ; {7 = e 0 (K e + l)L 2 A<j> 0 /2d, £ = (««,-i- l)A<f> 0 /2K e í7 

10-35 (í 0 £/2rf)(K,- l)t(A<j») 2 [(c f (<Z-0 + í] _1 


11-3 q at (— a, - ó, 0), — ^ at (—a, b, 0) and 

{[(x-a) 2 + {y-b) 2 + z 2 ]- (X/2) -[(x4-a) 2 + {y~b) 2 4-z 2 Y { ' /2) + 
[( x + af + (y + b) 2 + z 2 Y 0/2) -[{x-af + {y + b) 2 + z 2 Y" /2) y, 


(a, - b, 0); (q/4m 0 ) 


(£j/47rí 0 )[(,y — ó) { [(x — a) 2 + (y — ¿>) 2 + z 2 J 3/2 

- [(x + a) 2 + {y - ó ) 2 + z 2 ] 3/2 } + (y + b) { [(x + af + (y + b) 2 + z 2 ] 3/2 

- [ {x - a) 2 + (> + bf + z 2 ] - 3/2 } ]; E y (0,y, z) - 0; 


ofx, 0, z) = - {qb/lv) { [ (x - a) 2 + b 2 + z 2 ] “ 3/2 


— [(x + a) 2 + 6 2 -l-z 2 j 3/2 J ; opuesto a q 


11-5 — 3p 2 x/64?r« 0 rf 4 


11-9 (4trco) '[(q/d) + {,Q/a)}\ {qi/4mt¿)\(Q/d 2 )-q(a/df{2d 2 -a 2 ){d 2 -a 2 ) 2 ] 
11-11 — Aa/V(a 2 + p 2 ); —A; —A 2 x/4 m 0 a 

11-13 2ire 0 /[cosh~ \h / A )]; - 7r £o (A<#.) 2 [cosh ~ \h/A))~\h 2 -A 2 )~V' 2) 

11-15 —(2t 0 <j> 0 / L)[senh(77y/£)]“ 1 


1M7 

£ '- - 4 (t)„ 2 p ( r ir- t)]"'- - '-“ 9 ( T ) 
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11-19 X" + Y" + Z" = ot + i S + y = 0; X(x)= |ax 2 + Cx + C' 1 campo constante mas uno variando 
en forma lineal con x 

11-21 ra 2 / (r 3 + 2a 3 ) = Ksen 2 9 

11-23 Con R t =(r 2 + b 2 — 2rbcos9)' /2 , R 2 = [(br/a) 2 + a 2 — 2r/>cos$] l/2 ; 

= _g_(J_ _ I \ í (/-¿>cos(9) [(b 2 r/a 2 ) - beos0] | 

^ 4tí 0 \R, /? 2 j’ ' 47T£ 0 | K,’ /? 2 3 J 

E » = /?^ ^)’ Er( °' 0 ^-(qcosO/4m 0 b 2 a 3 )(a 3 - b 3 ), E e (O,0) = 

(qm:n9/4m 0 b 2 a 3 )(a 3 - b 3 )\ o¡{9) = ~{qa/ 4w)[ 1 - (b 1 / a 2 ) ][a 2 + b 2 - 2a6cos0] ~ 3/2 ; — q 
11-25 <j> = — £ 0 [ 1 — (a 2 /p 2 )]pcos<p; oy = 2e 0 £ 0 cos<p 

11-27 ^ 2 -Wo/™)* 

m impar 

11-29 (,>«): (^)[(“)-j(^) 3 C 2 <cose>+ |(^)V 4 (cos»)-]: (,<«): 

11- 31 <¡> = <f>o + (¿/¿){<J> í /-<í>o+(Po¿ 2 / 12t: o)[ 1 ”(^/^) 3 ] } 1 o(0) = - («o/¿OWv - <Pn) ~ 

(po^/12); o(d) — (€ 0 /í/)(<j>^ ifiQ» > 0¡ / 

12- 1 Ampere/(metro) 5 : —63/4; — 1277/4a 5 /5, decreciente 

12-3 (3(2corsen61/47rd , )<p; Qui/Ití 

12-5 -(a<p 0 /a) z 

12-7 //?// 

12-9 [o,(£/-x)<í>i-l-a 2 .v<í > 2 ]/[ 0 |(í/-A-) + a 2 x]; (a,€ 2 -a 2 ei)(<#>,-«^/[a^r/-x) + d 2 x] 

12-11 7Tad^/cash '(D/2A) 

12- 17 1'.51 X 10 4 metro/segundo 

13- 5 -ipo IKi 


Poll’a 2 /ir scn 2 i pdy 
77 Jn 


o d 2 +a 2 ‘¡c n 2 rp 


-y/Xo/7' 1---— 

(d 2 + a 2 ) ^ 


13-9 l u 0 / 2 (x + y)/4770 


14-1 (/¿ 0 /7rp)[ - /sen ay + (/cosa - /')z] 

14-3 ( Po/ 477){ /,[-(y—yr^x + íx — x,)y][(x — x,) 2 -l-(y' —,V|) 2 ] 

+ h[-(y -yi)* + ( x ~ - v 2>y] [ (* ~ x 2 f + (>> - v 2 ) 2 ] 1 } 

14-5 /vi/'{ 1 - (2/7r)arc sen[a ; /(L 2 +a 2 )]}; ¡i 0 nl' 

14-7 ( jUq l a/2ir)(a 2 + z 2 ) ~ 3/2 {z sen ax + ííoz) 

14-9 HqK’x, (0<z <d): 0. en cualquier otra parte 
14-11 fi <) oiúi[(z 2 +\a 2 )(z 2 + a 2 )~ ( -' /2) -\z\]; -¡loocuai 


14-13 ^noPuaz-, 0 


14- 15 qO[ÍQ¡'(b — á)/^ab , horizontal y a la derecha 

15- 1 2ff[l — z(z 2 + a 2 )~ (1 / 2> ] 


15-5 Una corriente NI en línea recta infinitamente larga, perpendicular al plano del toroidey que pasa 
por el centro 0. 


15-7 = p^Ip/l-na 1 , (0<p<a); ¡íqI/ 2‘rrp, ( a<p<b ); (poI/2irp)[(c 2 p 2 )/(c 2 ¿> 2 )], 

(¿><p<c); 0, (c<p) 



Respuestas a los ejercicios impares 


669 


15- 9 2 M 0 PcVXp, (0<p<tj); Yl 1 oPc( a /p) 2yX P > («<p) 

16- 3 /fx,/, z) - - ( az/y 2 ) -{fh/x 2 ) + g(x,y); ju^J = x[(2az/y 3 ) + (3g/9)0] - y[(2/?z/x 3 ) + 

(9g/3x)] + z[(2ax/y 3 ) - (2/3>-/x 3 )]; V • J = 0 

16-5 x( a-*b)=-xyB\ x(«-*c)=-fxyB; x(b~>c) = {xyB 

16-7 fi p (p,z)^(3 fl 0 / a 2 zp/2)(a 2 + z 2 )- 5 / 2 ; B r (p,z)^(po/a 2 /2)(a 2 + z 2 )“ 3 / 2 {l+[3pV~4r 2 ) 

(a 2 + z 2 )- 2 ]} 

16-9 4t7v1 /Pq/ = x ln[(o + a + xX/í — a — x)/(5 + a — x)(y — a + x)] + y ln[(y + a -f^Xa — 

a ~y)/( P + a~y)(S-a +x)] donde a 2 = (a + x) 2 + (a +y) 2 , 2 = (a +x) 1 + {a-y) 2 , y 2 = (a-x) 2 

+ (úi+X) 2 , <5 2 = (a-x) 2 + (a-x) 2 ; 0 

16-11 A z —(¡iqI/ 4tr)[l — (p 2 /a 2 ) + 21n(p 0 / a)], (p<a)\ (n 0 I/2ir)ln(p 0 /p), (p>a ); A z (0) = 
(AkX/4w)[ 1 + 2 ln(p 0 / a)] 

16-13 A z =A 0 -(pqIp 2 / 4ira 2 ), (0<p<a); ^ 0 - (Po2/4tt)[l + 2ln(p/a)], ( a<p<b ); A 0 - 
(M/4»M1 +2 1n(¿/a)] + [p 0 //4tr(c 2 - ¿> 2 )][p 2 - b 2 - 2c 2 ln(p/6)], (6<p<c); - 

(p 0 //2tr)[ln(6/a) - c 2 (c 2 - 1 ln(c/¿>)], (c < p); A 0 = (p 0 //27r){ln(¿>/a) - [1 - 

(6/ C ) 2 ]-'ln(c/¿)} 

16- 15 Cero 

17- 3 X/ 0 e-*'( Po 6 / 2 tr)ln[l +(a/d)]; en el sentido de las manecillas del reloj 

17-5 w5 0 a¿sen(2tc/ + <p 0 -fa); no 

17-7 P = (»c e - l)e 0 u>5pp; Q b — 2‘ir(K e — \)t 0 o)Ba 2 / 

17-9 4.71 volts 

17-11 (a) l/oab ; (b) (c) vaabB d ; (d) 5 ohms, 8.25 X 10 4 volts, 1.65 X 10 -4 amperes 

17-13 — 1) VvBf /2 itR 4 ; de atracción 

17-15 3 ocjSqp scn(íoí 4- «)<p 

17-17 1.42xl(T 4 henrys 

17-19 (po¿>/2w) ln [{a + d)(d+D)/d(a + d+D)] 

17-21 ( foN 2 a /27r)ln[(2¿> + a) / (2b — a)] 

17- 23 LC=p o e 0 / 2 ; L = (p 0 //tr)cosh" 1 (Z)/2/l) 

18- 5 ¡ = i 0 e~'^ T donde t — L/R 

18-7 (po//16tr)(6 2 - n 2 )" 2 [( 6 2 - a 2 \b 2 - 3a 2 ) + 4rr 4 ln(6/a)] 

18-9 6 < 1.28a 

18-11 F m ,= 2 

k*¡ 

18-13 x/to//'[l - 6 ( 6 2 -a 2 )- <1/2, j 

18-15 -zO’rrp 0 a 2 b 2 I J I k /2c*) 

18-17 -iju 0 //'«5 i J 2 {[¿t 2 + (j/-S) 2 ] ^ 2 -[fl 2 + (j/+S) 2 ]“ 3/2 } 

18- 19 0.504 tesla 

19- 1 l r na~i 

19-3 Qa 'cc 
19-7 <irp a a 2 b 2 / 4< J 

19-11 tanrt : = — 5 tana, 

19- 13 labB sen<pz 

20 - 1 182 amperes/ metro 

20-3 J m =( 2 A 7 /í 7 )z: K m : 0.( v = 0): Mi..(x = a): Q.{y =0): - MzAy = a)\ - (M/a)( xx+yy). 

(z = 0);( A//a)(xx + vy),(z = a) 

20-5 a en amperes'(metro j 3 . ft en amperes metro; J„, = 0: K m = (aa 2 coi'i) + ft ) scn(’<T 
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20-7 B z = | l)[a 2 + (z + 2 !) 2 \ ~ 1/2 - (z - 2 /)[a 2 + (z-{ í) 2 ]" l/2 }. H z = (Bjy . 0 ) - M: 

VíaalCa: B^^Mla^a 2 + z 1 ) 3/2 , B^^MI/2a^Q. - A/[l -(//2a)]~ - A/ 

20-9 J m = 0,K m = 0; B, = 0,H, = -M.H o (a) = 0 

20*13 p m =0,O m parte superior = M,f) m parte inferior = ~ Ai; H, = — M, H 0 = 0, 1 ; sí 

20-15 (¡> n ,=0,H 1 =0,(0<z <a); <f> m = (M/3z 2 )(z 3 — a 3 ), H_, = -(M/3z 3 )(z 3 + 2a 3 ),(a <z <b); 

tf>„=(M/3z 2 )(b 3 — a 3 ).H z = (2M/3z 3 )(b 3 — a 3 ),(b <z) 

20-17 Xm Xm, masa ^' Xm Xm, molar (d ¡ A ) 

20-19 (b)á~ 3 (x m 2 -Xmi)sen2é> 1 ,6.3x10 “grados; (c): (i) -42.1 (li) 44.9° 

20-21 En el exterior: H r = H 0 cosí» { 1 + [(k„, - l)/(« m +2)](2a 3 /r 3 )}, H e =-H 0 scn8{]- 

l( K „ - l)/(*c m + 2 ))(a 3 /r 3 )},H w = 0; en el interior: H * [3/(ic m + 2)]H 0 

20-23 2//(x m +1); [(k„ - l)/(K rt + 1)]( p^¡ 2 /^md)\ de atracción 

20-25 H^ 2 — ¡/3’7Tp,B <p2 — Km t I/27ra,L 2 = n^b a)l/lTra 

20-27 Xm = 2dgh/ ¡x n H o 

20-29 1.30 tesla; 1.44X10 6 ampcrcs/weber; 0.374 ampere; // o =I.03xl0 6 amperes/metro, 

7/=247 amperes/metro; 0.689 

20- 31 ( p — Pq)BqS/ 2pp 0 ; 134 newtons; 6.63 atmósferas 

21- 1 — je 0 Síu<7 1 pcostot(r / 0 + d x senox)~ 2 <p ;0 

21-3 V -E = (fy— V ■ P)/£„, V XE = - po((3H/3/) + (3M/3í)], V H = —V-M, VxH = Jy + 

£ 0 (aE/30 + (3P/a0;V-D = p / ,VxD=-e o (aB/3r) + VxP,V-B = 0,VxB = ju 0 (J / + (8D/30 + 
VxM];V-D = p / .VxD=-p o e 0 [(3H/3r) + OM/30] + 

VxP, V-H = - V • M, V XH = J f + (3D/9í) 

21-7 •E = (p / -E-V t )/t,VxE = -^B/^í,V•B = 0,VxB = p[J/-l-oE + c(^E/^0] + 

(VpXB)/p 

21-9 S= —(ql/2t Cl T7 2 a 3 )p,dU / dt — q!d / íQ-na 2 — d(q 2 /2C)/dt 

21- 11 Yes 

22- 3 V 2 <í> + |-(v-A + -A-Ve)+ - (Y<í>) - < V c) = - V 2 A-po~ -pe¬ 

ni \ e / c c di 3í 2 

-V(V-A) — poV4>-pcV^^j+-(V/r)X(VxA)= - pj/ 

22-5 V 2 <f>= -p/r.O/e; Y 2 A pe(3 2 A/3i 2 )= -pJ/+ peV(3<p/3í) 

22- 7 E = V( V • ir f ) - Poc 0 (3 \./dr 2 ) = VX(VXir t )- (P/c 0 ), B = pot 0 ? X (3ir,/3f) 

23- 1 [statcoulomb]={gramo ) l/2 (contíme tro) 3 'Asegundo) 1 ; [abampere] = 

(gramo ) 1 /2 (centímetro) ‘¿'“(segundo) 1 

23- 5 C=A/4m/ 

24- 1 3^/3í3r, = 0 

24-5 & = ■na 2 NkE 0 cos8%en(zl: por lo que B~const. = B(z =0) 

24-7 Listados en orden Q,v (metros/segundo), 5(metro), E/cB, Oí radián). Parar'= 10 2 hertz:l,39X 
10" 9 , 1.58X10 4 , 25.2, 3.73X 10~ 5 , tt/4=0.785; para 10 7 : 1.39x10"“, 5.00X10 6 , 7.96X 10" 2 , 
1.18X10" 2 , 0.785para 10 10 : 0.139, 1.48X10 8 , 2.70X 10" 3 , 0.371, 0.716; for 10 15 : 1.39X 10“, 3 
X 10 8 , 1.33x10 3 , 1.00—1,29 X I0" 9 , 3.60X 10 -5 ; la observación diaria demuestra que la luz penetra 

muchos metros en el agua del mar; se empicó el valor estático para O 

24-9 E 0 = 1005 volts metro,. ( ^ = 335 x 10 -« tes i a 

24-11 [1 +(1/0 2 )] l/2 ; l + (l/22 2 ), (Q » 1); (1/0(1 + 1C 2 ). (G«l) 

24-13 i(E 2 + Ef¡)/2Z 

24-15 <«0=2idV 

k 

24-17 A=10" 2 metros, J' = 3x 10 10 hertz, a = /8 = 60°, 7=45° 
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24-19 E_ = E 0 (x + iy) e Kkz-*t+9) 

24-21 (a) 8,97 X 10 9 hertz, (b) 8.97 X 10 5 hertz 

24-23 Síís 

24-27 En el orden pedido: ¿e|EoP, j(A 2 /¡uío 2 )|Eo| 2 , \—(t¿ P /i¿) 2 , jí|Eo| 2 [1 — (tO/* 2 /2co 2 )), 
1 -(«f/«) 2 ]}j|Eol 2 t t) l/ = ( M£ )- |/2 [l -(^/co) 2 ]'/ 2 !! -(iúp 2 /2w 2 )]~' 


24- 29 (a) Q=2ir(r/T); (b) 2w«/X=(l + Q 2 )' /2 + Q 

25- 5 (E,/E¡) ± = 2Z 2 eos 0¡[Z 2 eos 0¡ + i(Z¡K/k 2 )]~ *; (EjE,)^ = 2 Z 2 eos 6 l [Z l eos 9¡ + 

i(Z 2 K/k^Y'\ (Z,/Z 2 ) 2 ; elíptica 

25-7 (b) #,=21.2° or 40.7°; (c) n, =2.41 n 2 = 3.62, 0,=32.8° 

25-9 (a) a, = a( eos/eos 9¡), b,-b; (b) P, = |<S,>!a*. P, = |<S ( >|a,¿,; (c) T'= T 

25-11 E 0 ,/Eq¡~2tt( fi 2 / m ,)(5 2 /\,X1 — i) ; E t se adelanta en 45° 

25-13 T = Re(E 0 ,// 0 ,*)/Re(£ 0 ,// 0i *) = 4rr( Mz/ímXV^) 

25-15 (c) d9p/ds = n P ~'\dn P /dz\=£0; (d) n P (z)/n P (0) = an a senfl^z-|-an a sen#,]“ 1 

25- 17 ÍV-KhXo. 

26- 1 e T = (ik g /k c 2 )Vs„ 3C r =(zxS T )/Z m , Z m = (k g /k 0 )Z = (\ 0 /\)Z 

26-3 e c “=t)[l —(<o c /ío) 2 ] l ' /2 <t). Como en el Ejercicio 24-26 A— *A g , o—>u g , y (/te) -1 — *v 2 

26-5 (A/2)<a<(A/V2 ) 

26-7 (a)<«)= ~ ju | // 0 | 2 [2(<e<5í/9rt)) 2 sen 2 ( /a) + eos (2 ?tx/<j)]; (b)<S) = z jP<¿k g 
(a/7rf\H 0 \ 2 sen 2 (vx/a); (c)«t<» = \n(ao>/m)) 2 \H 0 \ 2 ; «S» =zjcopA g (a/w) 2 |// 0 | 2 ; (d) 0 ^ = 

v 2 /v g = vc 

26-9 j HQH 0 2 (uia/vc) 2 sen 2 (wx/a) y 

26-11 Con P=k g z-iot: H z = O, E x = - E 0 (k g /k 2 )(nm / á)cas(rrvnx / á) sen(mry / b) sin P,E y = 
— £ 0 ( k g / k 2 )(m / 6) sen (nmx ¡a) eos (n-ny / b) sen P, E z = E 0 sen(mwjc / a) sett(mry / b) eos P, H x = 
£ 0 (to£ / k 2 )(nv/b)sen(nmx/a)cos(mry/b)senP,H y = 

~E 0 (ox / k})(nm / a) eos (nmx/a) sen (mry / b) sen P 

26-13 A — — (i/ío)E, por lo que con P = A g z — u>t : A x = — ( ¡x/k c 2 )(mr / b)H 0 
eos (nmx/a)atn(n-ny / b)e' r , A y = (¡i/k c 2 )(nm / á)H ü szn(nmx / á)cos(rmy / b)e ,p , A z = 0 


26-15 


i Ai 

P 9p' 


d'f'o \ 

9p / p 2 0 <p 2 


+ _1 Í^ + ^o = 0;7 m (M) = 0 


26-17 cr^ “eA^alnCb/a)] ‘cosío^z/ü) —/] 

26- 21 E x = E y = O, = £ 3 sej] ( W«) sen(^-/a)e"7/, = 

- i(irE 3 /upa) sin(irx/a)Cos(ny/á)e H y = i(irE 3 /upa)cos(irx/a)$en(Tiy/a)e H z 

<5> = 0; t/=ia 3 e|£ 3 | 2 

27- 1 Todos los campos son cero para /< (p/<r). Para r > (p/c), y con F= [ 1 - (p/cr) 2 ] 1,2 : 

*( Po//4ir)ln[(l -I- P)/(l — P)], B = <p( p^/F/lvp). E= — z( PqI/ 2i:iF). S = p( p ü I 2 / A’rr'pt) 
27-3 0.03 volts/mete; 

27-5 Co nP=kr-i¿t: 

1 


E = ] í eos# 

47T£ 0 


p 0 k 2 o>p 0 . 
B=-^—<psm 9 


2 sen P 2 eos P 

(kr ) 2 (krf 


+ 0 sen 9 


( > + 4_) C01 ^ + -p]i 

[V kr YY I (kr ) 2 J J 


S = 


k^Pp 2 
1Ó7T 2 £ 0 


Ó sen 0 eos 9 


rsen 


2 ti 


eos P 
Ar 

eos 2 P 


_ 

cos 2 P 


(Ar ) 2 2 (Ar)“ 

* 'sin2P- 


1 t 1 \ . 

--(-- Isi 

k~Y k 5 r 5 ) 


si«2P 


( k V' + a v‘ ) S1 


2cos 2P 

(Ar ) 4 


= 0 ; 

A = 
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27-13 B R =(it^m 0 b/4T7c i r)<scx\2Be" kr '“"'Ó. E R = -(^ (l w 3 m 0 ft/47n: 2 r)sen2é>e' (<r 

27- 15 Con Eq = (/> 0 ^Uol/" “ ,+ E *= Eg cos[*df senqp + j(d 2 - «?,)]■ E, = 
E 0 cos( , l 7rsen<p). Ej= — E 0 sen( ‘rrsentf) 

28- 3 15.7x 10~ 6 segundos; 4.66x 10 3 metros 

28-5 Sí 

28-7 Con rj= 1 + (Vv x '/c 2 ): a,=a//yri 3 . a y =[a/-(V/c 2 T})v y 'a/]/y 2 ri 2 , 
a, = [a/ - ( y/c z n )v I 'a x ']/r z n 2 

28-17 Conc-1 -(Pvjcy. // + v¿), // ye. // «¿/ye. (rf^'/rfí')- 

[(rfW'/rft)- KÍJ/e 

28-19 (P£)o= M 0 c 2 {[l -(VA 2 )] n/2 ’- I >• -( A/c 2 )] ~ { ' /2> ,P s — /Vt 0 s K(l- 

(K 2 /c 2 )] <l/2 ’,donde AÍ 0i - = M 0 /[l (V/r 2 )] 1 2 * 47 0 + [(/ > E) 0 /f 2 ]=(masa inercial en reposo)+ 

(masa equivalente de energía potencial inicial) 

28-27 F sobre2 — < Y 1 ‘7i £ ?2/4tr)[y, 2 /f 1 2 -4- R y 2 + £, 2 ] 3/2 x {(R/e„) + p 0 v, X(v 1 X R)} donde R = r, 
— r i y r, = [l-(t^, 2 /í- 2 )} <1/3) 

28-29 En el exterior : B = 0, E = 0;en el interior: B = y/vi'/'y, E= yV¡x ü riI z; no 
28-31 ( 9 2 /6^ 0 c 3 )[l-# 2 /f 2 )] 3 {[a] 2 -([vjX[aj) 2 /c 2 } 

A-l y =(qE/2m 0 v 0 2 )x 2 : d — qED 2 /2m 0 ü 0 2 ; tana = qED/m 0 v 0 2 
A-3 T—\q A<J>[ln(6/a)] ~ 1 
A-5 m 0 =qB 2 D 1 /8A<t> 

A-l AI—4’7r(m 0 v 0 /qB )sen# 0 senA0; Al // 0 = 2tañasen A8: A0<8.I5° 

A-l 1 x = (7T 2 /72)( m 0 /q)( Ef B 2 ), y = 0.134( m„t,,/ qB) 

A-13 Con A = (qE/rn 0 c)[ 1 - (u 0 2 /c 2 )]''3 21 : r = 0,y = ( c/A ){[ 1 + (At) 2 \' /2 - I}. 
x = (v 0 /A)ln{At + [\+(Al) 2 ]' /2 } —(v 0 / A) senh 1 (At) 

B-l a = 3.42xl0' 41 (metro) 3 ; a = 6.75 x 10 11 metro 

B-7 2.3X10 3 

B-9 1.000240; 0.001 % 

B-l 1 ( no/ I2irc)(e 2 / m f ) 2 « 4 ¡ ¿VlA» 2 ~ A) 2 + (y A] - 1 
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Aberración, 590, 619 
Acción a distancia, 135, 279, 352 
Aceleración, transformaciones, 618 
Acoplamiento, coeficiente, 348 
Adelantados, potenciales, 550 
Adición de vectores, 18 
Agua, conductividad, 266-267 
momento dipolar, 218 
Agua de mar, conductividad, 346, 386 
Aire, constante dieléctrica, 664 
Aislante, 473 

Aluminio, susceptibilidad magnética, 423 
Ampere, 63, 252, 271 
Ampere, corrientes, 383, 387 
Ampere, Ley, 270, 359 
forma circuital, 293 
forma integral, 293, 395 
Angular, cantidad de movimientos, 153 
densidad, 440 
Angular, frecuencia, 330 
Angulo, crítico, 501 
de incidencia, 497 
de polarización, 510, 522 
de reflexión, 498 
de refracción, 499 
sólido, 83 

Angulos directores, 20 
Anómala, dispersión, 662 
Antena, 568 

de media onda, 569 
Apantallamiento, 118 
Area, de una superficie cerrada, 59 
como vector, 32 
componentes cilindricas, 47 
componentes esféricas, 51 
componentes rectangulares, 36 
Atenuación, distancia, 470 
Autoinductancia, 344, 404 

de cable coaxial, 355, 363, 409 
de una bobina toroídal, 347 
de un solenoide ideal, 345, 404 
energía de, 352 
Avogadro, número, 267 


B 

Batería, 258 

cambio de energía, 140, 358 
Bessel, función, 546 
Betatrón, 332, 635 
Biot-Savart, ley, 280, 304 
Blindaje, 118 
Blindaje, factor, 423 
Bohr, magnetón, 421,654 
Boltzmann, constante, 645 
Brewster, ley, 510 

C 

Cable coaxial, campos magnéticos, 404 
autoinductancia, 356, 363, 409 
modo EMT, 539 
Calidad, factor, 494 
Campo, conservativo, 96 
de cuadripolo lineal, 159 
desmagnetizador, 96 
de dipolo, 156, 370 
guía, 636 
magnético, 395 
magnetizador, 648 
polarizador, 641 

Campo eléctrico, condiciones de frontera, 
176,330 

como una cantidad física, 78 
de cargas lineales pararelas, 106 
definición, 73 

definido en una cavidad, 190 
de un arco circular, 79 
de una carga'lineal infinita, 74, 86 
de una carga puntual en movimiento, 
614 

de una distribución esférica, 89 

de un cilindro largo, 81 

de un círculo plano, 81 

de movimiento, 335, 578 

en un dieléctrico, 187 

de un dipolo, 169 

de un plano infinito, 75, 88 
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en coordenadas rectangulares, 74 
inducido, 328 
no conservativo, 258 
Campo escalar, 26 
Campo magnético, 395 

condiciones de frontera, 427 
definido en una cavidad, 395 
de una esfera, 397 
de un cilindro, 397 
de un imán permanente, 420 
de un solenoide ideal, 396 
Cantidad de movimiento, densidad, 440 
como un cuadrivector, 601 
electromagnética, 437 
Capacidad inductiva específica, 198 
del espacio libre, 63 
y conductividad, 489 
Capacitancia, 121 

coeficientes, 127, 143, 213 
de cilindros coaxiales, 128 
de cilindros paralelos, 208, 230-231 
de la esfera, 122 
de la resistencia, 260 
efecto de dieléctrico, 202 
Carga ligada, 185, 194 
densidad, 185, 201 
Carga, ligada, 185, 194 
centro, 169 
conservación, 61 
densidad lineal, 67 
densidad superficial, 67 
densidad volumétrica, 66 
de prueba, 78 
distribución esférica, 68 
electrónica, 143 
inducida, 221 
invariante, 606 
libre, 194 
magnética, 398 
magnitud, 62 
negativa, 61 
positiva, 61 
puntual, 61 
unitaria, 62 

Carga lineal, campo eléctrico, 86 
potencial, 102, 104 
Cavidad, desplazamiento, 915 
campo eléctrico, 190 
campo magnético, 396 
inducción magnética, 389 
resonador, 541 
Centro de cargas, 169 
Cicloide, 631 
Ciclotrón, 626 
Ciclotrón, frecuencia, 623 


Cilindricas coordenadas, 45 
Cilindro uniformemente magnetizado, 
390.397 

Circuito magnético, 418 
Circular, frecuencia, 330 
Circulación, 31 

Clausius-Mossotti, relación, 644, 660 
Cobre, peso atómico, 267 
conductividad, 264, 474 
densidad, 267 

Coeficiente de acoplamiento, 348 
de reflexión, 512 
de transmisión, 514, 523 
Coeficientes, de capacitancia, 127, 143, 
213 

de inducción, 127, 143, 213 
de potencial, 102, 120, 122, 125, 213 
Coercitividad, 414 
Coercitiva, fuerza, 414 
Componentes, del área, 36, 48, 51 
de un vector, 20 
Condensador, 121 
cilindrico, 128 
de placas paralelas, 125, 137 
energía, 134, 142, 208 
en paralelo, 127 
en serie, 127 
esférico, 123, 205 
Condensador esférico, 205 
Condiciones de frontera, campo eléctrico, 
176,330 

componentes normales, 173 
componentes tangenciales, 174 
en un conductor perfecto, 525 
forma general, 432 
potencial escalar, 178 
potencial escalar general, 444-445 
potencial vectorial general, 447 
vectores de campo magnético, 403,427 
y ecuación de Laplace, 217, 243 
Conductividad, 259 
compleja, 488 
del agua de mar, 347, 492 
del cobre, 265, 474 
del plasma, 490 

y capacidad inductiva específica 
Conductor, 113 
buen,473 

fuerzas sobre un, 137 
Conservación, de la carga, 61 

de la cuadricantidad de movimiento, 
604 

de la energía, 622 
Conservativo, campo, 96 
Continuidad, ecuación, 255 



Indice 


675 


Constitutiva, ecuación, 198,402,433,452 
Convección, comentes, 257, 394, 607 
Conversión, de valores numéricos, 455 
de símbolos, 454 
Coordenadas esféricas, 49 
Corrientes, de Ampere, 383 
de conducción, 257 
de convección, 257, 394, 607 
de desplazamiento, 425 
de magnetización, 394 
estable, 252 
estacionaria, 252 
filamental, 252, 345 
imagen, 423 
inducida, 326 
instantánea, 252 
libre, 394 
parásita, 347 
promedio, 251 
superficial, 298 
Corrientes libres, 394 
Corte, frecuencia de, 528 
Cosenos directores, 21 
Coulomb, 63, 271 
Coulomb, ley, 61, 115, 195 
en un dieléctrico, 204 
para polos magnéticos, 423 
Coulomb, norma, 314, 448 
Covariancia, 600 
Crítico, ángulo, 500 
Cruz, producto, 24 
Cuadripolo, momento, 151 
campo, 159 

energía en un campo externo, 164 
fuerza, 168 
lineal, 152, 565 
nuclear, 153 
radiación, 565 
Curie, ley, 647, 654 
Curie, temperatura, 656, 657 
Curie-Weiss, ley, 656-657 

D 

D’Alembertiano, 446, 600 
Debye, ecuación, 647 
Degeneración, 544 
Del, operador, 30, 55 
cuadrivector, 600 
en coordenadas cilindricas, 47 
en coordenadas esféricas, 52 
Delta, de Kronecker, 151 
Densidad, cantidad de movimiento angu¬ 
lar, 440 


cantidad de movimiento, 440 
de carga, 66, 68 
del cobre, 267 

Densidad de carga, ligada, 185 
lineal, 67 
polarización, 185 
superficial, 177 
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